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Résumé

Nous proposons une nouvelle méthode pour résoudre des problemes de satisfac-
tion de contraintes valués. Cette méthode est basée a la fois sur des techniques de
backtracking (branch and bound) et sur la notion de décomposition arborescente
d’un réseau de contraintes valué. Elle vise a bénéficier des avantages des deux ap-
proches, a savoir efficacité pratique de I’énumération et la garantie de bornes de
complexité en temps offerte par les méthodes structurelles. En effet, la complexité
en temps est en O(dw++1) avec wT une approximation de la tree-width du graphe
de contrainte et d la taille du plus grand domaine.

L’obtention d’une telle borne de complexité repose sur ’exploitation de valua-
tions locales qui fournissent des bornes optimales sur des sous-probléemes définis via
la décomposition arborescente. De plus, nous associons ces valuations locales a des
affectations partielles appelées ” goods structurels valués”. La mémorisation et ’em-
ploi de ces goods permettent d’une part d’éviter de réexplorer plusieurs fois certaines
parties de I'espace de recherche, et d’autre part, de limiter la quantité de mémoire
qui est généralement requise par des méthodes basées sur la programmation dyna-
mique. Enfin, cette méthode constitue une extension naturelle de la méthode BTD
[Jégou et Terrioux, 2002; 2003] proposée dans le cadre des CSP classiques.



1 Introduction

De nombreux problémes réels peuvent étre représentés sous la forme d’un probléme
de satisfaction de contraintes (CSP). En particulier, le formalisme CSP permet d’expri-
mer des problemes de coloration de graphes, d’ordonnancement, de vision, de concep-
tion, de configuration, etc. Il vise a représenter sous forme de contraintes les propriétés
et les relations qui existent entre les objets manipulés. Ces contraintes peuvent étre
décrites de multiples fagons (par une équation, une inéquation, un prédicat, une fonction
booléenne, une énumération des combinaisons de valeurs autorisées, etc.). Elles traduisent
I’autorisation ou l'interdiction d’une combinaison de valeurs. Dans le formalisme CSP,
la recherche d’une solution requiert de satisfaire toutes les contraintes. Dans la mesure
ou ces contraintes doivent étre obligatoirement satisfaites, on les qualifie généralement
de contraintes ” dures”. Cependant, pour certains problemes réels, certaines contraintes
(dites "molles”) ne traduisent, dans la réalité, qu’une préférence, une possibilité, ...
Leur satisfaction n’est donc pas forcément nécessaire. Représenter ces contraintes par
des contraintes dures rend souvent les CSP correspondants inconsistants. Aussi, afin
de pouvoir exprimer de telles contraintes, plusieurs extensions [Bistarelli et al., 1995;
Schiex et al., 1995] du formalisme CSP ont été proposées parmi lesquelles les CSP valués
(VCSP [Schiex et al., 1995]). Le formalisme VCSP augmente le pouvoir d’expression du
formalisme CSP en introduisant une graduation dans la violation des contraintes. Une
valeur (appelée valuation) est associée & chaque contrainte. La valuation d’une contrainte
traduit 'importance de la violation de cette contrainte. Autrement dit, le cadre VCSP
autorise la violation de certaines contraintes, les contraintes étant soit dures, soit molles.
L’objectif est alors de trouver une affectation de toutes les variables qui optimise un
critere donné portant sur la satisfaction des contraintes. En d’autres termes, une solu-
tion du probleme est une affectation qui peut éventuellement violer certaines contraintes
et dont I'importance des violations est minimale suivant un critére et un ordre donnés.
Le formalisme VCSP permet donc ’expression de probléemes d’optimisation.

La méthode de base pour la résolution de VCSP est 'algorithme Branch and Bound
(séparation et évaluation). Bien stir, de nombreuses améliorations ont été proposées, no-
tamment a partir du cadre CSP. Néanmoins, a ’heure actuelle, les approches basées sur
la programmation dynamique (comme la méthode des poupées russes [Verfaillie et al.,
1996] ou la méthode structurelle de Koster [Koster, 1999]) semblent fournir les résultats
les plus prometteurs. Il s’agit de méthodes qui divisent le probleme en plusieurs sous-
problémes et qui exploitent les informations qu’elles produisent durant la résolution de
chacun de ces sous-problémes.

Dans cet article, nous proposons une nouvelle méthode énumérative pour la résolution
de VCSP. Cette méthode, appelée BTD,,;, est une généralisation naturelle de la méthode
BTD [Jégou et Terrioux, 2002; 2003] définie dans le cadre de la résolution de CSP clas-
siques. Cette généralisation requiert entre autres ’extension du cadre formel employé
pour BTD et les CSP classiques. Toutefois, comme BTD, la méthode BTD,,; est basée
a la fois sur des techniques de backtracking (branch and bound) et sur la notion de
décomposition arborescente d’'un réseau de contraintes valué. Cette hybridation vise a
bénéficier des avantages des deux approches : lefficacité pratique de I’énumération et
la garantie de borne de complexité en temps offerte par les méthodes structurelles. La
notion de décomposition arborescente permet a BTD,,; de diviser le probléme initial en



plusieurs sous-problemes. BTD,,,; mémorise alors le résultat de la résolution de chaque
sous-probléme sous la forme de goods structurels valués. Ces goods structurels valués
sont ensuite exploités afin de ne pas résoudre plusieurs fois un méme sous-probleme. Au-
trement dit, leur emploi évite certaines redondances dans la recherche, ce qui permet a
BTD,; de fournir une borne de complexité en temps meilleure que celle des méthodes
énumératives classiques. Notons que cette borne ne dépend alors que de parametres struc-
turels propres a la décomposition arborescente employée.

Cet article est organisé selon le plan suivant. La section 2 introduit les principales
définitions concernant le formalisme VCSP. Puis, dans la section 3, nous effectuons
quelques rappels concernant la notion de décomposition arborescente. Ensuite, dans la
section 4, nous décrivons la méthode que nous proposons avant de présenter quelques
résultats théoriques. Enfin, nous consacrons la section 5 a une discussion portant sur les
travaux les proches, puis nous concluons dans la section 6.

2 CSP valués

Un probléme de satisfaction de contraintes (CSP) se définit par la donnée
d’un quadruplet (X, D,C,R). X est un ensemble {z1,...,2,} de n variables, chaque
variable x; prenant ses valeurs dans un domaine fini d,, issu de D. Ces variables sont
soumises a des contraintes issues de C'. Chaque contrainte ¢ est définie comme un en-
semble {z,,...,z., } de variables. Une relation r. (issue de R) est associée a chaque
contrainte ¢ telle que 7. représente I'ensemble des tuples autorisés sur dy, X -+ X dg, .
Etant donné Y C X tel que Y = {x1,..., 2%}, une instanciation des variables de Y est
un tuple A = (v1,...,v;) de dy, X -+ X dy,. Une contrainte c est dite satisfaite par A
sic CY,(v1,...,0x)[c] € 1¢, violée sinon (Ac] désignant la restriction de l'affectation
A aux variables de ¢). Par la suite, on notera une affectation (vy,...,vx) sous la forme
plus explicite (z1 < v1,..., T «— vg).

A la différence du cadre CSP, les contraintes dans le cadre VCSP peuvent étre soit
dures soit molles. Résoudre un probleme VCSP revient alors a rechercher une affectation
qui optimise une fonction portant sur la satisfaction des contraintes. Autrement dit,
une solution du probleme est une affectation qui peut éventuellement violer certaines
contraintes et dont 'importance des violations est minimale suivant un critere et un ordre
donnés. Pour quantifier 'importance d’une violation, une valeur (appelée valuation) est
associée a chaque contrainte. Lorsque plusieurs contraintes sont violées simultanément,
les valuations correspondantes doivent étre agrégées pour déterminer 'importance de la
violation de ’ensemble de ces contraintes. Dans ce but, on se dote d’une structure de
valuation :

Définition 1 ([Schiex et al., 1995]) Une structure de valuation est un tuple (E,
=<,®, 1, T) avec un ensemble E de valuations totalement ordonné par =<, muni d’un
élément minimum (noté L), d’un élément mazimum (noté T ) et d’une loi de composition
interne (notée ®) commutative, associative, monotone et telle que L soit un élément
neutre pour @ et T un élément absorbant.

Les valuations permettent d’exprimer différents niveaux de violation. Par exemple,
L caractérise une absence de violation (i.e. la satisfaction d’'une contrainte) et T une
violation inacceptable. Quant a la loi @, elle permet de calculer la valuation correspondant



a la violation simultanée de plusieurs contraintes. Notons que, dans certains cas, elle peut
posséder d’autres propriétés comme l’'idempotence ou la stricte monotonie. A partir de
cette structure de valuation, on peut définir formellement la notion de CSP valué :

Définition 2 ([Schiex et al., 1995]) Un CSP wvalué (VCSP) est un CSP classique
P = (X,D,C,R) doté d’une structure de valuation S = (E,=<,®, L, T) et d’une applica-
tion ¢ de C' dans E, qui associe une valuation a chaque contrainte du CSP. On le note
comme un sextuplet (X,D,C, R, S, ).

1l est dit binaire si chaque contrainte de C implique au plus deux variables.

La valuation d’une instanciation complete A des variables de X correspond a la
combinaison (ou agrégation) des valuations des contraintes violées par A :

Définition 3 ([Schiex et al., 1995]) Soient un VOSP P = (X,D,C, R, S, ¢) et une
instanciation A sur X. La valuation de A dans P se définit par :

Vel = B e

ceC | A viole ¢

Etant donnée une instance P, le probleme VCSP consiste donc a trouver une affectation
de toutes les variables de P qui soit de valuation minimum au sens de <. Cette valuation
optimale est appelée valuation du VCSP. Par la suite, nous la noterons a’5. Déterminer
la valuation d’'un VCSP est un probleme NP-difficile. Par exemple, considérons le VCSP
dont le graphe de contrainte est présenté a la figure 1. Supposons que chaque domaine
d, soit égal & {1,2,3} et que chaque contrainte c,,, = {z,y} ait pour relation "z < y”
(par exemple la contrainte c4p impose A < B). Nous employons S = (N, <, +,0, +00)
comme structure de valuation. Pour chaque contrainte ¢, la valuation associée est 1. Pour
ce VCSP, nous obtenons o, = 2. En effet, (A — 1,8« 1,C «+—2,D «— 2, F «— 3, F «
2,G «— 2,H « 3,1 «— 3,J < 3) est une solution optimale. Elle viole seulement deux
contraintes, a savoir cap et cop.

Cette notion de valuation d’une affectation complete peut étre étendue a des instan-
ciations partielles :

Définition 4 ([Schiex et al., 1995]) Soient un VOSP P = (X,D,C, R, S, ¢) et une
instanciation A sur'Y C X. La valuation locale de A dans P se définit par :

ol = @ 60

cEC|eCY
et A wiole ¢
La propriété suivante établit le lien existant entre la valuation d’une affectation complete
et la valuation locale :

Propriété 1 ([Schiex et al., 1995]) Soit un VCSP P = (X,D,C, R, S, $). Soient A
une instanciation compléte et B C A. On a : vp(B) <X vp(A) = Vp(A).

La notion de valuation locale permet donc d’obtenir un minorant de la valuation globale.
L’intérét majeur de la valuation locale réside dans la possibilité de la calculer de fagon
incrémentale.

La méthode de base pour résoudre les CSP valués est 1’algorithme branch and bound
(séparation et évaluation, noté BB). Cette méthode énumérative utilise la valuation locale



de l'affectation courante comme minorant et la valuation de la meilleure solution connue
comme majorant. Si le minorant ne dépasse pas le majorant, alors on étend 'instanciation
courante en affectant une nouvelle variable. Sinon, on revient en arriere sur la derniere
variable instanciée et on ’affecte avec une nouvelle valeur. Si toutes ses valeurs ont été
essayées, on revient en arriere une nouvelle fois, et ainsi de suite. Plusieurs améliorations
de cet algorithme ont été proposées. La plupart d’entre elles proviennent du cadre CSP et
ont conduit & des méthodes comme les algorithmes Forward-Checking valué (noté FC,;
[Schiex et al., 1995]), Nogood Recording [Dago et Verfaillie, 1996], ... De nombreux
travaux ont également porté sur I’emploi de la consistance d’arc [Larrosa et al., 1999;
Schiex, 2002; Larrosa, 2002; Larrosa et Schiex, 2003; Cooper et Schiex, 2004]. D’autre
part, des méthodes basées sur la programmation dynamique ont été proposées (par
exemple [Verfaillie et al., 1996; Dechter, 1997; Koster, 1999; Meseguer et Sanchez, 2000;
2001; Dechter et al., 2001; Larrosa et al., 2002; Larrosa et Dechter, 2003]). Ces méthodes
divisent le probléme en plusieurs sous-problémes et exploitent les informations qu’elles
produisent durant la résolution de chaque sous-probléme. A I’heure actuelle, des méthodes
comme la méthode des poupées russes (notée RDS pour Russian Doll Search [Verfaillie et
al., 1996]) ou la méthode structurelle proposée par Koster [Koster, 1999] semblent fournir
les résultats les plus prometteurs. En effet, ces deux méthodes parviennent a résoudre les
instances réelles du CELAR (il s’agit de problemes d’allocation de fréquence) alors que
les méthodes énumératives semblent éprouver quelques difficultés a résoudre ces mémes
instances.

3 Décomposition arborescente de graphes

Parmi tous les algorithmes de résolution de VCSP, seules les méthodes de décomposi-
tion basées sur le graphe de contraintes fournissent des garanties en terme de complexité
théorique avant la résolution d’'un probleme. Elles procedent en isolant des parties a
priori intraitables en temps polynomial, pour parvenir a une seconde étape qui garantira
un temps de résolution polynomial. En général, ces méthodes exploitent les propriétés
topologiques du graphe de contraintes et sont basées sur la notion de décomposition
arborescente (tree-decomposition) de graphes [Robertson et Seymour, 1986], dont la
définition est rappelée ci-dessous :

Définition 5 ([Robertson et Seymour, 1986]) Soit G = (X, E) un graphe. Une dé-
composition arborescente de G est une paire (C,T) avec T = (I, F) un arbre et
C = {C; : i € I} une famille de sous-ensembles de X, telle que chaque élément C;
correspond a un neud de T et vérifie :
(1) U G =X,

icl
(2) pour toute aréte {x,y} € E, il existe i € I avec {x,y} CC;, et
(8) pour tout i,j,k € I, si k est sur un chemin de i a j dans T, alors C; NC; C C.

La largeur d’une décomposition arborescente (C,T) est égale o max;er |C;| — 1. La tree-

width d’un graphe G est la largeur minimale sur toutes les décompositions arborescentes
de G.

Les éléments C; de C sont généralement appelés regroupements ou clusters. Par abus
de langage, nous assimilerons les éléments de I aux clusters auxquels ils sont associés.



Notons, pour le lecteur qui n’est pas familier avec ces notions, que la définition d’un
arbre 7 = (I, F) fait intervenir un ensemble F' d’arétes. Cet ensemble est nécessaire
pour satisfaire la partie (3) de la définition 5.

F1G. 1 - (a) Un graphe de contraintes avec 10 variables. (b) Une décomposition arbores-
cente de ce graphe de contraintes.

Le probleme de recherche d’une décomposition arborescente est NP-dur [Arnborg et
al., 1987]. Toutefois, de nombreux travaux ont été développés dans cette direction [Be-
cker et Geiger, 2001]. Ceux-ci sont fréquemment basés sur 1’exploitation de la notion de
graphe triangulé. Un graphe G = (X, E) est dit triangulé s’il ne posséde pas de cycle
de longueur 4 ou plus sans corde (une corde étant une aréte joignant deux sommets non
consécutifs dans le cycle). Les liens entre graphes triangulés et décompositions arbores-
centes sont évidents. En effet, étant donné un graphe triangulé, ’ensemble de ses cliques
maximales C = {C1,Ca,...,C,} de (X, FE) correspond & la famille de sous-ensembles
associée a cette décomposition. Comme un graphe quelconque G = (X, F) n’est pas
nécessairement triangulé, une décomposition arborescente peut étre approximée en tri-
angulant G. Nous appelons triangulation I'ajout & G d’un ensemble E’ d’arétes de telle
sorte que le graphe G’ = (X, EUE’) soit triangulé. La largeur d’une triangulation G’ du
graphe G est égale a la taille maximum des cliques moins un dans le graphe résultant G’.
La tree-width de G est alors égale a la largeur minimale pour toutes les triangulations.
Le graphe de la figure 1(a) est déja triangulé. La taille de la plus grande clique est trois
et la tree-width de ce graphe est deux. Dans la figure 1(b), un arbre dont les nceuds
correspondent aux cliques maximales du graphe triangulé est une décomposition arbo-
rescente du graphe de la figure 1(a). Ainsi, nous avons C; = {4, B,C}, C; = {A, D, E},
Cg = {B,C,F}, C4 = {B,G,H}, C5 = {F,I} et C6 = {O,J}

La notion de décomposition arborescente est exploitée dans le cadre des CSP clas-
siques par plusieurs méthodes structurelles (voir [Gottlob et al., 2000] pour une descrip-
tion et une comparaison théorique de ces méthodes). Ces méthodes présentent l'avan-
tage de fournir les meilleures bornes de complexité théorique en temps. Par exemple,
la méthode de décomposition de CSP appelé Tree-Clustering [Dechter et Pearl, 1989;
Dechter et Fattah, 2001] est en général décrite en employant une approximation d’une
triangulation optimale. Elle posséde une complexité en temps en O(m.d®" +1) avec wt+1
la taille du plus grand cluster pour une complexité en espace en O(n.s.d®) avec s la taille
du plus grand séparateur minimal (c’est-a-dire la taille s < w™ de la plus grande inter-
section entre deux clusters). Enfin, notons que chaque décomposition induit une valeur
wt telle que w < wt avec w la tree-width du graphe de contraintes initial.



La notion de décomposition arborescente est également a la base de la méthode BTD
[Jégou et Terrioux, 2002; 2003]. Cette méthode qui utilise aussi des techniques de re-
cherche arborescente bénéficie d’une part de 'efficacité pratique de I’énumération, et
d’autre part des garanties en termes de complexité théorique offertes par les méthodes
de décomposition de CSP, la complexité en temps et en espace de BTD étant similaires
a celles du Tree-Clustering.

Dans le cadre des CSP valués, I'approche par programmation dynamique [Koster,
1999] exploite également une décomposition arborescente. Elle a une complexité en temps
en O(nds(w++1)) et une complexité en espace en O(dw++1). Dans le cadre classique
comme dans le cadre valué, la quantité de mémoire requise pour mettre en oeuvre ces
méthodes constitue, d’'un point de vue pratique, leur principal handicap. Cet handicap
peut se révéler suffisamment important pour rendre de telles approches inutilisables en
pratique.

Dans la prochaine section, nous présentons une méthode énumérative pour la résolu-
tion de VCSP qui, en exploitant une décomposition arborescente, fournit des bornes de
complexité du méme ordre de grandeur (ou meilleures) que celles données ci-dessus.

4 L’algorithme BTD,

4.1 Présentation

Comme BTD, la méthode BTD,,,; (pour Backtracking sur Tree-Decomposition) proce-
de par une recherche énumérative qui est guidée par un ordre partiel statique préétabli
a partir d’'une décomposition arborescente du graphe de contraintes. Aussi, la premiere
étape de BTD,; consiste a calculer une décomposition arborescente ou une approxima-
tion de décomposition arborescente. L’ordre partiel considéré permet d’exploiter quelques
propriétés structurelles du graphe pendant la recherche afin d’élaguer certaines branches
de l'arbre de recherche. En fait, ce qui distingue BTD,,,; des autres techniques de back-
tracking concerne les points suivants :

— Tordre d’instanciation des variables est induit par une décomposition arborescente

du graphe de contraintes,

— certaines parties de l’espace de recherche ne seront plus visitées des qu’on aura

calculé leur valuation optimale (notion de good structurel valué).

Notons que si, dans notre description, BTD,,,; repose sur I’algorithme Branch and
Bound, nous pouvons également utiliser des variantes plus sophistiquées comme, par
exemple, l'algorithme FC,;.

4.2 Justifications formelles

Soit P = (X, D,C, R, S, ¢) une instance VCSP. Soit (C,7) une décomposition arbo-
rescente (ou une approximation d’une décomposition arborescente) du graphe (X, C).
Nous supposons que les éléments de C = {C; : i € I} sont indicés suivant la notion de
numérotation compatible :

Définition 6 Une numérotation sur C compatible avec une numérotation préfizée de
T = (I, F) dont Cy est la racine est appelée numérotation compatible Ne.



La figure 1(b) présente une numérotation compatible sur C. Nous notons Desc(C;)
I’ensemble des variables appartenant & 'union des descendants C;, de C; dans l'arbre
enraciné en C;, C; inclus. Par exemple, Desc(Cs) =C3 UC4 UCs = {B,C, F,G,H,I}. La
numérotation N¢ définit un ordre partiel sur les variables qui permet d’établir un ordre
d’énumération sur les variables de P :

Définition 7 Un ordre d’énumération compatible est un ordre <x sur les variables
de X tel queVr,y € X, <x y si 3C; 2 z,YC; > y,i < .

Pour notre exemple, 1'ordre alphabétique A, B,...,I,J est un ordre d’énumération
compatible. La décomposition arborescente avec la numérotation No permet de parti-
tionner ’ensemble des contraintes.

Définition 8 Soit C; un cluster. L’ensemble Ep ¢, des contraintes propres au clus-
ter C; est défini par Epc, = {c € C | ¢ C C; et ¢ € Cpri)} avec Cpyy le cluster pére de
C;.

L’ensemble Ep ¢, contient donc les contraintes de la forme ¢ = {z,y} avec x et y
deux variables de C; telle que x et y n’appartiennent pas simultanément a C,¢;) le
cluster pere de C;. Par exemple, pour le probleme décrit a la figure 1, nous avons
Epc, = {cap,cac,cBct, Epc, = {cap,car.cpr}, Epc, = {cBr.ccr}, Epc, =
{epa,cpm,cant, Epc, = {cri1} et Epc, = {ccs}-

Propriété 2 Les (Ep,); forment une partition de C.

Preuve :
(i) Montrons que |J Epc, =C.
ciCX
Comme il est évident que |J Epc, C C, il reste & démontrer que |J Epc, D C.

CiCX CiCX
Soit ¢ € C. D’apres la définition 5, il existe au moins un cluster C; tel que ¢ C C;.
En particulier, on a nécessairement ¢ C Cx ot k = min{i|c C C;} et ¢ Z Cpxy. Donc,

ce E737Ck-
Dou |J Epc, DC.Donc | Epe, =C.
C;CX C,CX

(ii) Montrons que VC;,C;, Epc, N Epc, = 0.
Supposons qu'il existe C; et C; tels que Epc, N Epc, # (0. Soit ¢ € Ep ¢, N Epgc,.
Par définition, ¢ C C; N C;.
D’apres la définition 5, il existe un chemin allant de C; a C; tel que si Cj est sur
ce chemin, C; NC; C Ci. Sur un tel chemin, on rencontre nécessairement le pere de
Ci ou le pere de C;. Donc ¢ C Cp(;) ou ¢ C Cp5y. D’olt une contradiction puisque
c€Epc, et ce Epg;.
Donc Vi, j, Epe, N E7J7cj =0

Les (Epc,); forment bien une partition de C. O

Remarquons que cette propriété s’avere fondamentale quand la loi & n’est pas idem-
potente. En effet, dans un tel cas, lorsque nous calculons la valuation d’une affectation
donnée, nous ne devons pas prendre en compte plusieurs fois la méme contrainte sous
peine de surestimer cette valuation. Comme les ensembles (Ep ¢, ); forment une partition



de C, leur exploitation nous permettra par la suite de ne pas rencontrer un tel probleme.
Nous pourrons alors garantir que la méthode BTD,; calculera correctement la valuation
de chaque instanciation. A présent, nous pouvons définir la notion de VCSP induit :

Définition 9 Soient C; et C; deux clusters avec C; fils de C;. Soit A une affectation sur
CiNCj. Pacije; = (X’P.A.Ci/cj , ‘DPA,Ci/Cj , C'P.A.Ci/cj , RPA,Ci/Cj ,S,¢) est le VCSP induit
par A sur la descendance de C; enracinée en C; avec :

- XPacise;, = Desc(Cy),

- DPA,Ci/Cj = {d:r,PA,ci/cj =dzlz € Desc(cj)\(ci ﬂcj)} U {dza’PA‘Ci/C]» = {A[x]Hx €
CinC;},

- C’P‘A)ci/c. = EP,Cj U U EP,Cd7
7 Cq descendant de C;

- Rpac,e, = {ren I1 Ao P g, e, lc € CPA,C,;/cj et r. € R}.

xree

Le VCSP induit Py, c; correspond au VCOSP P restreint au sous-probleme enraciné
en C;. Autrement dit, nous considérons le probleme dont les variables sont celles de la
descendance de C; enracinée en C;. Quant aux domaines, le domaine d’une variable x ap-
partenant a C; NC; est restreint a la valeur avec laquelle x est affectée dans I'instanciation
A alors que le domaine d’une variable n’appartenant pas a C; N C; reste inchangé. Enfin,
concernant I'ensemble des contraintes de P4.c,/c,, il contient uniquement les contraintes
de C qui portent sur au moins une variable qui n’apparait que dans la descendance
de C; enracinée en C;. Par exemple, étant donnée l'affectation 4 = (B «— 2,C « 2)
sur C; N C3, nous considérons le VCSP P4 ¢, /¢, induit par A sur la descendance de
Cy enraciné en C3. Nous avons alors Xpacijes = {B,C,F,G,H,I}, dg = dc = {2},
dF = dG = dH = d[ = {1,2,3} et C”’A,cl/c3 = {CBF,CCF,CBg,CBH,CGH,CF[}. Notons
que la contrainte cpc n’appartient pas a I'ensemble des contraintes de P4, /¢, car il ne
s’agit pas d’une contrainte propre de Cs.

A partir des ensembles Ep ¢,, nous pouvons introduire la notion de valuation locale
a un cluster :

Définition 10 Soient un cluster C; et une instanciation A sur Y C X. La valuation
locale vp c,(A) de A au cluster C; dans P est la valuation locale de A restreinte aux
contraintes de Ep ¢, .

vpe(A) = P ¢l

c€Bp ¢, 1eCY

et A viole c
En d’autres mots, la valuation locale a un cluster C; ne tient compte que des contraintes
propres au cluster C;, c’est-a-dire aux contraintes de Ep ¢,. Comme pour la valuation
locale, il est possible de calculer la valuation locale a un cluster de fagon incrémentale.
Cette valuation possede plusieurs propriétés intéressantes. D’abord, son calcul ne dépend
que des variables du cluster considéré.

Propriété 3 Soient C; un cluster et A une affectation sur’Y C X tel que C; C Y.

vpc,(A) = vp e (AlC])
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Prewve : vpe(A) = @D ¢l = D o) = D o) =
c€Ep ¢, leCY c€Ep ¢, leCYNC; c€Ep ¢, leCYNC;
et A wiole c et A wviole c et A[C;] wiole ¢

vp.c, (AlG]) O

Ensuite, ’agrégation des valuations locales a un cluster permet de calculer la valuation
d’une affectation complete.

Propriété 4 Soit une instanciation A sur X.

Vp(A) = P vpe (A

C;CX

Preuve : Puisque les (Ep ¢,); forment une partition de C' (d’apres la propriété 2), chaque
contrainte de C' est comptabilisée une et une seule fois.
Par conséquent, Vp(A) = @ vpc,(A). O

iCX
Il découle de ces deux propriétés que le calcul de la valuation d’une affectation complete
A peut s’effectuer en exploitant uniquement la valuation locale a chaque cluster C; sur
I'affectation restreinte A[C;].
Enfin, la propriété suivante assure que la valuation locale & un cluster C; d’une affectation
B reste la méme que 'on considere le probleme P ou un sous-probléeme induit de P
contenant C;.

Propriété 5 Soient C; et C; deux clusters avec C; un descendant de C;. Soient A une
affectation sur C; N Cp(;y et P = Pacyi/c Si B est une affectation sur C; telle que
B[C; NC;iNCpiy] = A[C; N Ci N Cpy)], alors vp ¢, (B) = vpr ¢, (B).

Preuve : comme Epc, = Epic, vpc,(B) =vp c;(B). O

Nous pouvons désormais définir la notion de good structurel valué.

Définition 11 Soient C; et C; deux clusters avec C; fils de C;. Un good structurel
valué de C; par rapport a C; est un couple (A,v) avec A une affectation sur C; NC; et
v=ap, . lavauation optimale du VOSP Pac,/c, -

/ey

Par exemple, si nous considérons l'affectation A = (B « 2,C « 2) sur C; N Cs, nous
obtenons le good (A, 2) de C; par rapport a Cs. Notons que cette notion de good structurel
valué englobe simultanément les notions de good et de nogood structurels du cadre
classique [Jégou et Terrioux, 2002; 2003]. Nous verrons par la suite que leur emploi est
similaire a celui des goods dans BTD.

Etant donnée une affectation A sur Ci, le théoreme suivant exprime le fait que la
valuation de la meilleure affectation B sur Desc(C;) telle que B[C;] = A peut étre calculée
en exploitant la valuation optimale de chaque sous-probleme enraciné en un fils C; de
C; et induit par A[C; N Cy]. Notons que la valuation optimale de chaque sous-probleme
peut étre calculée indépendamment de celles des autres sous-problemes et qu’elle peut
étre fournie soit par une résolution du sous-probleme, soit par un good structurel valué.

Théoréme 1 Soient C; un cluster, A une instanciation surC;, et P! = PA[Cme(,;)],CW)/Ci'

min vp (B) = vpc, ED o
BIXg=Dese(C;) P (B) = vpc,(A) © Patcinesl.cires
et B[Ci]=A Cf fils de C;
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Afin de démontrer ce théoréme, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 1 SoientC; un cluster et A une instanciation sur C;. Soit P’ = P alcinC, oy /C

Soit \ = min @ @ VP’ .Cy (B) .
C;EFils(Cy)

B|Xp=Desc(C;) CngGSC(Cj)
Soit N = P min [ &b vpr ey (8)1

i

et B[C;]=A
C;EFils(C;) B‘Xﬁej?[‘jjfﬁguci CrCDesc(C;)

Les quantités X et X' sont égales.

Prewve (lemme 1) :

Pour tout C; fils de C;, on pose A¢, = min ) vpr e, (B)|. On a alors
B|Xp=Desc(C;)UC; CrCDesc(Cy)
et B[C;]=A = J

N = D A
C;EFils(C;)
Pour chaque C; fils de C;, il existe une affectation Bc, sur Desc(C;) U C; qui vérifie

/\Cj = EB vprCy (Bcj) et telle que Bcj [Cl] = A
CrCDesc(Cy)
De méme, il existe une affectation By sur Desc(C;) telle que By[C;] = A et qui vérifie

A= P D  vpc.(By)

C;€Fils(C;) | CrkCDesc(Cy)

Montrons que pour chaque fils C; de C;, By vérifie &b vpr . (Br[Desc(C;)UC]) =
CrCDesc(Cy)

Ac, -

J
Supposons qu’il existe un fils C; de C; tel que éh vpr e, (Ba[Desc(Cs)UC]) # A, -
Cr,CDesc(Cs)

Par définition de A¢_, Ac. < ) vpr ¢, (Ba[Desc(Cs)UC,]) = &b vpr e, (Ba)
CrCDesc(Cs) CrCDesc(Cs)

Soit B’ une affectation sur Desc(C;) telle que B'[C;] = A et VC; € Fils(C;), B'[Desc(C;) U

Cz] =DBec..

Une telle affectation existe car VC;,Cj € Fils(C;), Desc(C;) N Desc(Cjr) C C;.

De plus, elle vérifie entre autres A¢, = é vpr e, (B [Desc(Cs) UCy)).
CrCDesc(Cs)

Donc, @ D vpe(B)
C;€Fils(C;) |CrCDesc(Cy)
Noo= A @ SY) Ac;
CjeFils(Ci)\{Cs}

=< @D vp e, (Ba[Desc(Cs) UC;]) & l @D vpr e, (Ba[Desc(Cj)UC))
Cr,CDesc(Cs) C;€Fils(Ci)\{Cs} [CrTDesc(Cy)

= D  vpeBr)e D D vpeBr)| =2
CrCDesc(Cs) C;€Fils(C;i)\{Cs} | CrTDesc(Cy)

C,EFils(C;)

D’ol1 une contradiction avec la définition de A.

Donc pour chaque C; fils de C;, By vérifie ) vpr e, (Ba[Desc(Cy) UC]) = Ac;-
CrCDesc(Cy)

Il s’ensuit 1’égalité entre les quantités A et \. O



Preuve (théoreme 1) :

On pose M = vpr (B).

Ve (B).

min
B|Xg=Desc(C;)
et B[C;]=A

M . i’t' 1 min
propricte B|Xpg=Desc(Cy)
et B[C;]=A

12

oy min vpr c. (B
propriété 4 B|Xg=Desc(C;) c CD® c P/>C.7( )
et B[C;]=A S Desc(Ci)
= min UP.C; (B) & @ VP (B)
B|Xg=Desc(C;) c;liti,
et Blc;l=A ¢;CDesc(c;)
L min ) ; :
propriété 3 B|Xg=Desc(C;) vpr e (B[Cl}) S c @7 UPI)CJ (B)
et B[C;]=A 317

Or pour toute affectation B telle que Xp
Upr.c; (.A)

Comme vpr ¢, (A) est une constante, on a :

i

min
B|Xp=Desc(C;)
et B[C;]=A

M vpr e, (A) &

min
B|Xp=Desc(C;)
et B[C;]=A

vpr e, (A) &

vpr e, (A) D
C;€Fils(Cy)

vprc; (A) S @

C;EFils(C;)

uprc; (A) ® @

C;€EFils(C;)

propriété 4

vp.c; (A) D
C;€Fils(Cr)

D

Cj f’ilS de C1

propriété 5

Up,c; (.A) )

CjCDese(Cy)

= Desc(C;) et B[C;] = A, vpr ¢, (B[Ci])

Cjli#i,
Cj CDesc(Cy)

vpr c; (B)

vpre, (B)
CjEF’ZlS(Ci) CngGSC(Cj)
min D  vpe(B)
B|Xg=Desc(C;)UC; CrCDese(Cy)

et B[C;]=A

D

CrCDesc(Cy)

VP’ .Cy (B)

min
B|Xp=Desc(C;)
et B[C;NC;]=A[C;NC;]

min Vp/ )
B|Xg=Desc(Cj) AlC;NC;1.C;/C5

et B[C;NC;]=A[C;NC;]

min 2 B
B|Xp=Desc(C;) Paesnc;le; ey ( )

et B[C;nC;]=A[c;NC;]
*
Paje;ne;lei/c;

A partir du théoréme 1, on déduit le corollaire suivant. Ce corollaire établit le lien
existant entre la valuation optimale d’un probleme enraciné en C; et la valuation optimale
de chaque sous-probleme enraciné en un fils C; de C;.

Corollaire 1 Soient C; un cluster et A une instanciation sur C; N Cp;)-

* .
o = min
Pacyre B|Xp=¢;
et B[C;NCp;]=A

vp.c; (B) D

*
@ aPB[cimcj],ci/cj

Cj fZlS de C,
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Preuve :
* .
«@ = min Z B
Pae,y /e B|Xpg=Desc(C;) P'A‘Cp(i)/ci( )
et BIC;NCp(;y]=A
* = .
aPA.cp(i)/ci propriété 1 B|XBI:n£%£13c(ci) UP A,y /e (B)
et B[c,imcp(i)]:.A
. . ,
= min min v B
B|Xp=C; B'|X gr=Desc(C;) 7j“‘t'cp(i)/ci( )
et BlCinCpiyl=A \ et B'[c;]=Blc;]
= . «
théoréeme 1 m“ﬂl UPp.C; (B) @ @ aPB C.NC:1.Cs/C u
B|Xp=C; ¢, fils de C, [c;nc,l.ci/Cy
et BIC;NCp(yy]=A j Jus ae b

4.3 L’algorithme BTD,,;

La version de I’algorithme BTD,,; présentée ici repose sur l'algorithme BB, mais
il est également possible d’employer des algorithmes plus sophistiqués comme 1’algo-
rithme FC,,;. L’algorithme BTD,,,; (décrit & la figure 2) explore I’espace de recherche
en exploitant un ordre compatible sur les variables qui est induit par la décomposition
arborescente. Il commence donc son énumération par les variables du cluster racine Cj.
A Dintérieur d’un cluster C; (lignes 20-36), il procede de fagon classique & la maniére de
BB en affectant une valeur a une variable, en maintenant et en comparant une borne
inférieure a une borne superieure et en revenant en arriere si la valeur du minorant
dépasse ou égale celle du majorant. Cependant, a la difference de BB, les bornes em-
ployées par BTD,,; sont locales & un sous-probleme. Plus précisément, elles ne tiennent
compte que du sous-probléme enracinée en C; (& savoir le VCSP induit P A,Cpiy/Ci BVEC
A Tl'affectation courante sur C; N Cp(;)). Le minorant correspond alors a la valuation de
Paffectation courante sur Desc(C;), c’est-a-dire la valuation locale de 'instanciation cou-
rante dans Py ¢, (iy/c;- Le majorant est, quant a lui, défini par la valuation de la meilleure
instanciation B connue sur Desc(C;) telle que B[C; N Cp(;y] = A. Autrement dit, il s’agit
de la valuation de la meilleure solution connue du probleme P ACpiiy /Ci

Si toutes les variables du cluster C; sont instanciées et que le minorant est inférieur
au majorant (lignes 3-18), BTD,,; poursuit son exploration avec le premier fils de C; (s’il
en existe un). Plus généralement, considérons le cas d'un fils C; de C;. BTD,, teste si
I'instanciation A[C; N C;] correspond & un good structurel valué (avec A l'instanciation
courante sur C;) :

- Si c’est le cas, on agrege la valuation associée a ce good valué au minorant.

- Sinon, on doit étendre A sur Desc(C;) afin de déterminer la valuation v de la
meilleure affectation B telle que B[C; N C;] = A[C; N C;]. Une fois cette valuation v
calculée, on l’agrége au minorant et on mémorise le good structurel valué (A[C; N
CJ’L ’U).

Si, apres avoir traité le fils C; (et sa descendance), le minorant ne dépasse pas le majorant,
on continue la recherche avec le prochain fils de C;. Lorsque tous les fils ont été examinés,
si le minorant est inférieur au majorant, alors on a trouvé une solution meilleure pour
le probleme P A[Cp(iyNCi.Cpiy /Ci- Enfin, si on rencontre un échec, alors il faut revenir en
arriere et modifier I'instanciation courante sur C;.

Notons qu’en mémorisant et en exploitant les goods structurels valués, ’algorithme

BTD,4 ne résout qu'une seule fois chaque sous-probleme. Aussi, ’emploi d’un good
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structurel valué permet a BTD,,,; de ne pas instancier a nouveau les variables du sous-
probleme sur lequel porte le good. Un tel phénomene sera appelé un forward-jump
(par analogie avec la notion de backjump). Par exemple, supposons que les variables
soient ordonnées selon ’ordre alphabétique et qu’apres avoir instancié la variable F' dans
C3, BTD,q; exploite un good structurel valué sur C3 N C4. Alors, apres avoir instancié la
variable F', BTD,; essaiera d’affecter ensuite la variable I, et cela sans réexplorer le sous-
probléme formé par Desc(C4). Du fait des forward-jumps, si on considere I'affectation
A sur C;, le minorant de BTD,,,; correspond en réalité & la valuation de la meilleure
extension de A4 sur la descendance de chacun des clusters fils de C; déja examinés.

La figure 2 décrit I’algorithme BTD,,,;. Etant donnés une instanciation A et un cluster
Ci, BTD,q recherche la meilleure instanciation B sur Desc(C;) telle que A[C/\Ve,] =
B[Cz\Vcl] et Y B) < ag,, ou:

- Ve, est 'ensemble des variables non instanciées dans C;,

CiNCp(i)l:Cp(i)/Ci (

- ac, est la valuation de la meilleure instanciation B’ sur Desc(C;) telle que A[C; N
Coiiy] = B'IC NCya)]
- le, =vpg, (A) < ag,.

BTD-val(A, C;, Ve, , ac;,lc;)

1. If ch‘ =0

2. Then

3. If Fils(C;) = 0 Then Retourner Ic,

4. Else

5. F « Fils(C;)

6. a«—lc,

7. While F # § and a < ac, Do

8. Choisir C; dans F

9. F — F\{Cj}

10. If (A[C; NC;],v) est un good de C;/C; dans G Then a — a G v
11. Else

12. v < BTD-val(A,C;,C;\(C; NC;), T, L)

13. a—adv

14. Enregistrer le good (A[C; N C;],v) de C;/C; dans G
15. EndIf

16. EndWhile

17. Retourner o

18. EndIf

19. Else

20. Choisir = € Ve,

21. d«— d;

22.  While d # () and l¢;, < ac, Do

23. Choisir a dans d

24. d — d\{a}

25. L—{c={x,y} € Epc;ly & Ve,;}

26. lg — L

27. While L # () and le; ®la < ac, Do

28. Choisir ¢ dans L

29. L «— L\{c}

30. If ¢ viole AU{z «— a} Then l, — l, & ¢(c)
31. EndWhile

32. If lci Bly < ac;

33. Then ac, < min(ac,;, BTD-val(A U {z « a},Ci, Ve, \{z}, ac;,lc;, ®la))
34. EndIf

35. EndWhile
36.  Retourner ac,
37. EndIf

FiG. 2 — Lalgorithme BTD,,q;.
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Si lalgorithme BTD,,; trouve une telle instanciation, il retourne sa valuation, si-
non il renvoie une valuation supérieure ou égale a ac,. L’appel initial est réalisé par
BTDyai(0,Cy, C1, T, L). Notons que la version de BTD,,; présentée ici ne calcule que la
valuation d’une solution optimale Elle ne calcule pas explicitement la solution optimale.
En effet, on peut remarquer que affectation A ne contient en fait que les variables ap-
partenant aux clusters localisés sur le chemin allant du cluster racine au cluster courant.
Cependant, dans le cas ot une solution optimale est recherchée, I’algorithme BTD,,,; peut
étre facilement adapté pour en fournir sans que les résultats de complexité présentés dans
le théoreme 3 ne s’en trouvent altérés.

Théoréme 2 L’algorithme BTD,q; est correct, complet et termine.

Preuve :

La preuve s’effectue par induction sur le nombre de variables non instanciées de la des-

cendance du cluster courant C;. L’ensemble de ces variables est noté Ac¢; v, = Ve, U
T

U (Desc(Ci)\(CiNCy)).
CjeFils(C;)
ACi,Vci correspond, en fait, a I'ensemble des variables & instancier pour déterminer la
valuation de la meilleure affectation B sur Desc(C;) telle que A[C;\Ve,] = B[C;:\ V¢, ].

Pour montrer la correction de BTD,,4;, on doit prouver la propriété P(A, Ac, v, s ac;, le,)
définie ainsi :
”étant donnés ag, la valuation de la meilleure affectation B’ connue telle que A[C;NCp()] =
B'[C; N Cpyy] et le, = vp e, (A) < ac,, BTDya (A, Ci, Ve, ac,, lc,) renvoie :

- la valuation de la meilleure affectation B sur Desc(C;) telle que A[C;\Ve,] = B[C:\Ve,]

et VP4, e 1oty /s (B) < ag; si une telle affectation existe,
i Cp(i) Y p(i i

- une valuation supérieure ou égale a ac,, sinon”.

Considérons P(A, 0, ac;,lc,) :
Si Ac,ve, = 0, alors Ve, = 0 et Fils(C;) = 0. Donc, C;\Ve, = C; et l¢, est la valuation de
la meilleure affectation B sur Desc(C;) telle que A[C;\Ve,] = BJCi\Ve,]. Comme BTD,q
retourne l¢,, P(C;, Ac; ve, s ac;,le;) est vraie.

Pas d’induction : P(A, S, ac,,lc,) avec S # (. Supposons que VS’ C S, P(A, S, ac,,lc;)
soit vérifiée.

- Si Vci 7& Q] :
Durant la boucle While (lignes 22-35) l’assertion ”pour chaque valeur a déja
examinée, ac, est la valuation de la meilleure affectation B’ connue telle que
A[Cl N Cp(i)] = B/[Ci N Cp(i)}” est vérifiée.
Lorsque BTD,,; est appelé (ligne 33), laffectation considérée est A U {x «— a}
etonale, @l < ag, et Aci,VCi\{-'L'} C Ac;,ve,- D’apres hypothese d’induction,
BTDyai(AU{z « a},C;, Ve, \{z}, ac,,lc, ® l,) calcule la valuation de la meilleure
affectation B sur Desc(C;) telle que A[C;\(Ve,\{z})] = B[C:\(Ve, \{x})]. Soit « cette
valuation. La mise & jour de «a¢, (ligne 33) avec le minimum entre ae, et a garantit
que ag, est toujours la valuation de la meilleure affectation B’ connue telle que
AlC; N Cp(i)] =BC; N Cp(i)}'
A Tissue de la boucle (ligne 36), pour les valeurs de d;\d, ac, est la valuation de
la meilleure affectation B’ connue telle que A[C; N Cp(s)] = B'[C; N Cpiy]. Sid =10,
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comme BTD,; retourne ac,, P(A, S, ac,,lc,) est vérifiée. Sinon, pour les valeurs

de d, la condition l¢, < ag¢, est violée. Donc, toutes les affectations AU {z «— a}

(avec a € d) ont une valuation qui dépasse ou égale a¢,. Par conséquent, ac, est la

valuation de la meilleure affectation B’ connue telle que A[C; NCpiy] = B'[C;NCpiy]-

BTD, retournant a¢,, P(A, S, ac,,lc,) est vérifiée.

-SiVe, =0:

Durant la boucle While (lignes 7-16), I'assertion "o = vp ¢, (A)® )
C;EFils(Ci)\F

(avec F lensemble des fils de C; déja visités) est vérifiée.

Initialement, I’assertion est vérifiée puisque o = l¢,. Nous allons montrer que cette

assertion est encore vraie a l’issue de la boucle.

Soit C; un fils de C; & examiner.

+ Si (A[C; NCj],v) est un good valué de C; par rapport a C;, v est la valuation
de l'instanciation optimale B sur Desc(C;) telle que B[C; N C;] = A[C; N Cj].
Donc, ’assertion est vérifiée.

+ Sinon, BTD, est appelé avec A et Ac, c.\(c,ne,) C Ac,,p- Par conséquent,
d’apres I'hypotheése d’induction, BTD,q(A,C;,C;\(C; NC;), T, L) retourne la
valuation de l'instanciation optimale B sur Desc(C;) telle que B[C; N C;] =
A[C; N C;]. L’assertion est alors vérifiée.

A Tissue de la boucle (ligne 17), l'assertion est vérifiée. Si o < «a¢,, a, d’apres
le théoreme 1, est la meilleure valuation possible pour une affectation B telle que
A[C;] = BIC;]. Sinon, une telle affectation avec une valuation inférieure & a¢, n’existe
pas. BTD,,; retournant «, la propriété P(A, ACi,Vc,i ,ae,,le,) est satisfaite. Notons
que la mémorisation des goods valués se justifie par leur définition.

Pour résumer, comme BTD,,,; satisfait la propriété P(A, ACi,Vci ,ae,, le, ), et en parti-
culier la propriété P(0, ACl,Vcl , T, L) pour le premier appel, BTD,,; est correct, complet
et termine. [J

A présent, nous allons nous intéresser aux complexités en temps et en espace de
BTD,q. Dans ce but, nous supposons qu'une décomposition arborescente (ou une ap-
proximation) a déja été calculée. Aussi, les parametres utilisés dans le prochain théoréme
sont relatifs a cette décomposition. L’algorithme BTD,,,; obtient des complexités simi-
laires a celles des algorithmes Tree-Clustering et BTD définis dans le cadre classique :

Théoréme 3 BTD,, a une complexité en temps en O(n.s?.m. log(d).d“’++1) pour une
complezité en espace en O(n.s.d®) avec wt + 1 la taille du plus grand cluster Cy, et s la
taille de la plus grande intersection C; N C;, C; étant un fils de C;.

Preuve :

BTD,,; ne mémorise que les goods. Les goods sont des instanciations sur les intersections
C; N C; avec C; fils de C;. Donc, si s est la taille de la plus grande de ces intersections,
BTD,q a une complexité en espace en O(n.s.d®) parce que le nombre d’intersections
C; NC; est majoré par n tandis que le nombre de goods pour une intersection donnée est
majoré par d° et la taille d’un good est au plus s.

Maintenant, nous allons calculer la complexité en temps de BTD,,;. Supposons que
nous souhaitons étendre une instanciation sur C;. Il existe deux cas :

*
aPA[c,;mcj],ci/cj

7
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- Soit C; = Cy. Trouver toutes les instanciations sur C; telles que le minorant ne
dépasse pas le majorant s’avere alors, dans le pire des cas, de complexité en
O(m.dIC).

- Soit C; est un fils de C;. Soit A une affectation sur Y (Y C X tel que Desc(C;)NY =
CiNgGj).

Trouver toutes les extensions de A[C; NC;] sur C; telles que le minorant ne dépasse
pas le majorant s’avere, dans le pire des cas, de complexité en O(m.d‘cﬂ\(cjmc"'”).
BTD,q; ne recherche de telles extensions de A[C; NC;] qu’une seule fois (grace aux
goods valués mémorisés). Comme il existe au plus d/€N% | affectations A[C; N Cy],
la complexité en temps pour trouver une extension consistante sur C; est, dans le
pire des cas, en O(d/C).

Donc, si w™ + 1 est la taille du plus grand C;, le calcul de la valuation du VCSP par

BTD,,; a une complexité en O(V”L.17”L.(i“’++1)7 a laquelle doit étre ajouté le cotit de la ges-
tion et de I'exploitation des goods. Comme ce cout est nul pour Cq, nous nous focalisons
sur le cas ou C; est un fils de C;.
La comparaison entre A[C; NC,] et un good mémorisé requiert O(|C; NC;|). L’ajout ou la
recherche d'un good est en O(|C; N C;|log(d/€"C)). Par conséquent, la gestion et 'ex-
ploitation des goods ont une complexité en O(dI%!|C; N C;|log(dl€NC)), étant donnés C;
et un des ces fils C;.

Donc, sur Pensemble de la recherche, le coiit est en O(n.s.m.d®” +1log(d*)).
Ainsi, la complexité en temps de BTD,q; est en O(n.m.d® 1 + n.s.m.dv’ 1 log(d?®)),
i.e. une complexité en O(n.s2.m.d*" T1.1og(d)). O

5 Discussion

La méthode BTD,; repose essentiellement sur la notion de décomposition arbores-
cente. Par conséquent, des travaux comme ceux portant sur la méthode Tree-Clustering
et ses améliorations [Dechter et Pearl, 1989; Dechter et Fattah, 2001] ou ceux s’intéressant
& 'approche par programmation dynamique [Koster, 1999] sont relativement proches de
notre approche. L’algorithme BTD,,; peut étre considéré comme une approche hybride
réalisant un compromis entre le temps et 'espace. Dans [Dechter et Fattah, 2001], Dechter
et El Fattah proposent aussi un compromis entre le temps et ’espace. Ce compromis leur
permet de définir toute une gamme d’algorithmes dont le tree-clustering et la méthode
coupe-cycle (dont la complexité en espace est linéaire) sont les deux extrémes. Une autre
idée intéressante dans leur travail consiste a modifier la taille des séparateurs afin de
minimiser la quantité de mémoire requise. Cette idée peut (et devra) aussi étre exploitée
lors de la mise en ccuvre de la méthode BTD,,;.

Par rapport a la méthode par programmation dynamique de Koster [Koster, 1999],
BTD,q; présente d’une part une meilleure borne de complexité en temps. D’autre part,
BTD,,; differe de cette approche au niveau du calcul d’une décomposition arborescente
(ou de son approximation). En effet, BTD,,; exploite une triangulation du graphe de
contraintes tandis que 'approche de Koster utilise une heuristique et des techniques
de résolution de probléme de flots dans les réseaux. De plus, Koster propose plusieurs
prétraitements dont 1’objectif est de réduire la taille du probleme a résoudre. En particu-
lier, un de ces prétraitements permet de réduire la taille du graphe de contraintes, ce qui
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peut induire une réduction aussi bien de la complexité en temps que de la complexité en
espace. Aussi, d'un point de vue pratique, il pourrait étre particulierement intéressant
pour notre méthode d’intégrer de tels prétraitements.

L’algorithme BTD,q; est également proche de la méthode des poupées russes [Ver-
faillie et al., 1996]. En effet, afin de déterminer la valuation optimale d’un VCSP, BTD,;
résout plusieurs sous-problemes suivant un ordre compatible préétabli. Les clusters de
BTD,,; jouent alors un réle similaire a celui des variables dans RDS. Néanmoins, les deux
méthodes exploitent différemment les valuations optimales des sous-problémes. Parmi les
variantes et améliorations de RDS, la méthode Tree-RDS [Meseguer et Sanchez, 2000]
tire partie du graphe de contraintes pour déterminer si certains sous-probléemes sont
indépendants ou non. Cependant, si la notion d’indépendance de deux sous-problemes
est relativement proche de celle de BTD,,4;, les sous-problemes de Tree-RDS sont concep-
tuellement différents des notres. Il en est de méme pour 'adaptation [Larrosa et al., 2002]
de 'algorithme Pseudo-Tree Search et pour sa combinaison avec une variante de RDS.

6 Conclusion

Dans ce papier, nous avons défini une nouvelle méthode (appelé BTD,,;) pour la
résolution de CSP valués. Cette méthode peut actuellement reposer sur BB ou sur
certaines de ses améliorations comme I’algorithme FC,,;. Grace a la notion de goods
structurels valués que nous avons introduite, 1'algorithme BTD,,; obtient des bornes
de complexité équivalentes aux meilleures bornes connues. En effet, BTD,,; possede
une complexité en temps en O(nstlog(d).dw++1) avec wt + 1 la taille du plus grand
cluster pour une complexité en espace en O(nsd®) avec s la taille de la plus grande in-
tersection entre deux clusters. D’un point de vue pratique, l'intérét de notre approche
reste & démontrer. Cependant, les bons résultats obtenus par la méthode BTD [Jégou et
Terrioux, 2003] dans le cadre classique sont trés encourageants puisque BTD se révele
soit aussi efficace, soit plus efficace que les algorithmes énumératifs classiques tout en
consommant une quantité de mémoire raisonnable. Nous avons, par ailleurs, déja obtenu
quelques résultats préliminaires du méme ordre sur des VCSP aléatoires structurés. L’ap-
proche semble donc prometteuse et une étude expérimentale complete devra étre menée
afin d’évaluer réellement son intérét pratique dans le cadre des CSP valués.

Parmi les différentes extensions possibles de ce travail, I'utilisation comme algorithme
de base de méthodes plus performantes que BB ou FC,,; devra étre étudiée. En parti-
culier, vouloir intégrer ’algorithme des poupées russes ou des algorithmes exploitant
de la consistance d’arc directionnelle [Wallace, 1994; 1996; Larrosa et Meseguer, 1996;
Larrosa et al., 1999] semble étre une extension naturelle par rapport a la notion d’ordre
d’énumération compatible employée par notre méthode.

Références

[Arnborg et al., 1987] S. Arnborg, D. Corneil, et A. Proskuroswki. Complexity of finding
embeddings in a k-tree. SIAM Journal of Discrete Mathematics, 8 :277-284, 1987.

[Becker et Geiger, 2001] A. Becker et D. Geiger. A sufficiently fast algorithm for finding
close to optimal clique trees. Artificial Intelligence, 125 :3-17, 2001.



19

[Bistarelli et al., 1995] S. Bistarelli, U. Montanari, et F. Rossi. Constraint solving over
semirings. Dans Proceedings of the 14th International Joint Conference on Artificial
Intelligence (IJCAI-95), pages 624-630, 1995.

[Cooper et Schiex, 2004] M. Cooper et T. Schiex. Arc consistency for soft constraints.
Artificial Intelligence, 2004. A paraitre.

[Dago et Verfaillie, 1996] P. Dago et G. Verfaillie. ~Nogood Recording for Valued
Constraint Satisfaction Problems. Dans Proceedings of the Sth International Confe-
rence on Tools with Artificial Intelligence (ICTAI’96), pages 132-139, 1996.

[Dechter et al., 2001] R. Dechter, K. Kask, et J. Larrosa. A General Scheme for Mul-
tiple Lower Bound Computation in Constraint Optimization. Dans Proceedings of the
7th International Conference on Principles and Practice of Constraint Programming
(CP’2001), pages 346-360, 2001.

[Dechter et Fattah, 2001] R. Dechter et Y. El Fattah. Topological Parameters for Time-
Space Tradeoff. Artificial Intelligence, 125 :93-118, 2001.

[Dechter et Pearl, 1989] R. Dechter et J. Pearl. Tree-Clustering for Constraint Networks.
Artificial Intelligence, 38 :353-366, 1989.

[Dechter, 1997] R. Dechter. Bucket-Elimination : A Unifying Framework For Processing
Hard and Soft Constraints. Constraints, 2 :51-55, 1997.

[Gottlob et al., 2000] G. Gottlob, N. Leone, et F. Scarcello. A Comparison of Structural
CSP Decomposition Methods. Artificial Intelligence, 124 :343-282, 2000.

[Jégou et Terrioux, 2002] P. Jégou et C. Terrioux. Recherche arborescente bornée. Dans
Actes des 8¢mes Journées Nationales sur la résolution Pratique de Problémes NP-
Complets (JNPC’2002), pages 127-141, Nice, 2002.

[Jégou et Terrioux, 2003] P. Jégou et C. Terrioux. Hybrid backtracking bounded by
tree-decomposition of constraint networks. Artificial Intelligence, 146 :43-75, 2003.
[Koster, 1999] A. Koster. Frequency Assignment - Models and Algorithms. PhD thesis,

University of Maastricht, Novembre 1999.

[Larrosa et al., 1999] J. Larrosa, P. Meseguer, et T. Schiex. Maintaining reversible DAC
for Max-CSP. Artificial Intelligence, 107(1) :149-163, 1999.

[Larrosa et al., 2002] J. Larrosa, P. Meseguer, et M. Sanchez. Pseudo-Tree Search with
Soft Constraints. Dans Proceedings of the 15th European Conference on Artificial
Intelligence (ECAI’2002), pages 131-135, 2002.

[Larrosa et Dechter, 2003] J. Larrosa et R. Dechter.  Boosting Search with Va-
riable Elimination in Constraint Optimization and Constraint Satisfaction Problems.
Constraints, 8(3) :303-326, 2003.

[Larrosa et Meseguer, 1996] J. Larrosa et P. Meseguer. Exploiting the use of DAC in
Max-CSP. Dans Proceedings of the 2nd International Conference on Principles and
Practice of Constraint Programming (CP’96), pages 308-322, 1996.

[Larrosa et Schiex, 2003] J. Larrosa et T. Schiex. In the quest of the best form of local
consistency for Weighted CSP. Dans Proceedings of the International Joint Conference
on Artificial Intelligence (IJCAI-03), pages 239-244, 2003.

[Larrosa, 2002] J. Larrosa. Node and Arc Consistency in Weighted CSP. Dans Procee-
dings of the 18th National Conference on Artificial Intelligence (AAAI-2002), pages
48-53, 2002.



20

[Meseguer et Sanchez, 2000] P. Meseguer et M. Sénchez. Tree-based Russian Doll Search.
Dans Proceedings of the Workshop on soft constraint. CP 2000, 2000.

[Meseguer et Sanchez, 2001] P. Meseguer et M. Sanchez. Specializing Russian Doll
Search. Dans Proceedings of the 7th International Conference on Principles and Prac-
tice of Constraint Programming (CP’2001), volume LNCS 2239, pages 464-478, 2001.

[Robertson et Seymour, 1986] N. Robertson et P.D. Seymour. Graph minors II : Algo-
rithmic aspects of tree-width. Algorithms, 7 :309-322, 1986.

[Schiex et al., 1995] T. Schiex, H. Fargier, et G. Verfaillie. Valued Constraint Satisfaction
Problems : hard and easy problems. Dans Proceedings of the 14th International Joint
Conference on Artificial Intelligence (IJCAI-95), pages 631-637, 1995.

[Schiex, 2002] T. Schiex. Une comparaison des cohérences d’arc dans les Max-CSP.
Dans Actes des 8¢mes Journées Nationales sur la résolution Pratique de Problémes
NP-Complets (JNPC’2002), pages 209-223, 2002.

[Verfaillie et al., 1996] G. Verfaillie, M. Lemaitre, et T. Schiex. Russian Doll Search for
Solving Constraint Optimization Problems. Dans Proceedings of the 13th National
Conference on Artificial Intelligence (AAAI-96), pages 181-187, 1996.

[Wallace, 1994] R. Wallace. Directed arc consistency preprocessing. Dans Proceedings of
the ECAI-94 Workshop on Constraint Processing, LNCS 923, pages 121-137, 1994.
[Wallace, 1996] R. Wallace. Enhancements of Branch and Bound Methods for the Maxi-

mal Constraint Satisfaction Problem. Dans Proceedings of the 13th National Confe-
rence on Artificial Intelligence (AAAI-96), pages 188-195, 1996.



