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Plan du cours n°5

@ Maximum a posteriori

@ Estimation de densité
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Max de vraisemblance et loi binomiale (1/2)

@ piece de monnaie
@ X e€{0,1},0 < Face, 1 < Pile
@ X ~ B(1,p) = P(X = x|p) = p*(1 — p)'=*

@ nlancers de la piece = observations x = {x1, ..., xp}

@ P(xp) = [[ P(xilp) = [[ p¥(1 — p)'
i=1 i=1

Probleme : a partir de x, peut-on raisonnablement déduire p ?

@ maximum de vraisemblance :
n

InPx|p) = 3" [xiInp+ (1 — x)In(1 — p)]
i=1
oInP(xlp) 1~ n-3lix _ 15
> X 5

op p “
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Max de vraisemblance et loi binomiale (2/2)

1 n
pPuvL = E;Xi

@ 3 lancers = observations : {Pile,Pile,Pile}
@ Maximum de vraisemblance — pyy = 1

= on considere que tout lancer de la piece devrait tomber
sur Pile

= résultat a 'encontre du bon sens

= autre estimateur : maximum a posteriori
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En route vers le maximum a posteriori

{(YET ANOTHER)} HISTORY OF LIFE AS WE KNOW IT...

HOHO HONHO HOHO HOMO HONHO
APRIORIUS PRAGHATICOS FREQUENTISTUS SAPIENS BAYESIANWNIS
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Le modele bayésien (1/4)

Maximum a posteriori = modele bayésien

Modéle bayésien

événements : parties de X’ x ©, ou :

@ X = I'espace des observations (échantillons) x de taille n
@ O = espace des parametres 6

@ famille des événements dotée d’une loi de proba Il

@ cas discret : 11 déterminée par les probas des événements
élémentaires 7(x, 6)

@ cas continu : T déterminée par la densité jointe 7 (X, 6)

A Max de vraisemblance : 7(x|6) au lieu de 7 (x, §) = 7 (x|0)w(6)

RFIDEC — cours 5: MAP et apprentissage non paramétrique




Le modele bayésien (2/4)

Le cas discret : |

@ 7(x,0) =M(X =x,0 = 0), ou X, 0 variables aléatoires

@ m(X)=NX=x)=> NX=x,0=0)=> =(x,0)

e 00
@ () =NO=0)=> NX=x0=0)=>" (x,0)
Xex XEX
_ gy T(%.0)
@ 7(x|0) =N(X =x/0=0) = o
@ w(6x) =N(B = X = x) = Wf&?

Probabilités a priori et a posteriori
@ 7(0) = probabilité a priori de ¢
@ 7(6|x) = probabilité a posteriori de 0
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Le modele bayésien (3/4)

Le cas continu : |

@ (x)=NX=x)= /eee NX=x,0=0)dj = /eee m(x,0)do

@ 1(0)=N0O=0)= /xeX N(X =x,0=0)dx = / (X, 0)dx

Xex
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Le modele bayésien (4/4)

Probabilités a priori et a posteriori

@ 7(f) = probabilité a priori de O

= idée que I'on se fait de 0 avant observation
@ 7(0|x) = probabilité a posteriori de 6

= idée que I'on se fait de 0 aprés observation

: _ m(x|0)7(9)
@ Formule de Bayes : 7(6|x) = T
orof - _ m(x|o)n(6) _ _ w(x|6)n(6)
. cas discret : m(0|x) = S o 00 0) S oo m(X10)7(0)
cas continu : w(0]|X) = (x|9) (%) m(X|6)r(0 )

feee 9)d9 feee X‘H ) 0

@ Rappel : m(x|6) = vraisemblance de I'échantillon = L(x, 6)
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Maximum a posteriori

Maximum a posteriori (MAP)

T estimateur du maximum a posteriori de 0 :

défini par x — t = Argmax 7 (6|x)
9o

@ échantillon i.i.d de n observations
@ X =(Xy,...,Xn) = x=(xq,..., Xn) Observation de X

. cas discret : m(0|X) = S QQ;XL?))(TFST)F(H)

L(x,0)m(0)
Jpco L(x,0)m(0)do

cas continu : w(0]|X) =

[1%, P(x;|6) (discret)

@ échantillon i.i.d = = (x|¢) = L(x,6) =
17, p(x;|6) (continu)
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MAP : retour sur la piece de monnaie (1/2)

@ piéce de monnaie = X < {0,1}

0 < Face 1 < Pile _M

@ X~ B(1,0) = P(X = x|0) = 6X(1 — 6)'—*
@ échantillon x de 3 lancers = {Pile,Pile,Pile}

@ Max de vraisemblance — 0y = 1
= tous les lancers devraient tomber sur Pile

@ Modele bayésien : © = {61,602}
01 = < biais en faveur de Pile >, > = < biais en faveur de Face >

@ Info a priori : w(01) = £, m(62) = 4

Probleme : quelle est la valeur du maximum a posteriori ?
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MAP : retour sur la piece de monnaie (2/2)

3
L) 7_‘_(‘91 |X) _ L(X, 91 )77(‘91) _ % X % ~ 0.941
>pee Lx,O)m(0) 2% 2 1 1% 1
® n(fs)x) = - 92)”(92)(

Max a posteriori : 0 = 0; = X ~ B(1,6;) = B(1,0.941)

A probabilité que la piece tombe sur Face # 0
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MAP et les lois conjuguées

calcul de la distribution a posteriori : 7(6|x) = m(x|0)m(0)
Joco T(X|0)m(0)d0

= si m(x|0)m(#) complexe analytiquement alors calcul de
l'intégrale compliqué

@ 7(0) : loi a priori

@ 7(x|0) : fonction de vraisemblance

@ 7(0|x) : distribution a posteriori

@ 7(0) et w(x|#) sont conjuguées si 7(f|x) appartient a la
méme famille de lois que 7(6)
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Lois conjuguées : exemple de la piece de monnaie

@ piece de monnaie — X € {0,1} : 0 —

@ X ~ B(1,0) = vraisemblance d’un échantillon :
m(x|0) = 6%(1 — 6)" %, avec x = #(x; = 1)

= |oi binomiale

Distribution de probabilité Beta
M(a+ b)
r(ar(b)

Loi Beta : Beta(f, a, b) = 93~ 1(1 — 9)b~1

+oo
avec ['(x) = / e lqt
0

Espérance = _a Variance = 2o
P “aib ~ (@t bR(at b+ 1)

— loi Beta et loi binomiales conjuguées
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Lois conjuguées : loi binomiale et loi Beta

MNa+b)

a0

@ loi a priori : 7(0) = Beta(0, a, b) =

@ fonction de vraisemblance : w(x|0) = 6*(1 — )" %, avec x = #(x; = 1)

@ loi a posteriori : 7(8x) = — X0 yi0v(0)

 Ypeo T(X[0)7(6)

@ loi a posteriori : 7(0]x) oc ¥+ (1 — g)o+n—x-1

= 7(0|x) ~ Beta(0,x + a,b+ n — x) J
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Comparaison MAP — maximum de vraisemblance

@ piece de monnaie = X € {0,1} : 0 —
@ Max de vraisemblance :
w(x]0) = 6X(1 — 0)"* = Beta(f,x +1,n—x+1)
@ Max a posteriori :
7(6|X) ox ¥ Fa-1(1 — 9)b+"—x-1 — Beta(d,x + a,n — x + b)
— Max de vraisemblance <= Max a posterioriaveca=1etb=1
_ T(a+b) _
Or Beta(4,1,1) = D) = constante
Max de vraisemblance <= Max a posteriori avec a priori uniforme

A n — +o00 = max de vraisemblance =~ max a posteriori
— I'a priori devient négligeable
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La loi Beta

3 3
a=1
b=1
2 2
1 1
0 0
0 0.5 1 1 0 0.5 m 1
3 3
a=2 a=8
b=3 b=4
2 2
1 1
0 0
0 0.5 i 1 0 0.5 L 1
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Loi normale et loi conjuguée

@ fonction de vraisemblance = loi normale, o2 connue
— loi a priori conjuguée : loi I

@ X ~T(x,k,0)
@ fonction de densité de laloi I :
— /9
k16"
f(x,k,0)=x IR (K) Vx,k,60 >0

+oo

) F(k):/ th—1e~tat
0

@ E(X)=ko, V(X)=ko?

A Lorsque k entier : I'(x, k, 0) = loi de k variables
indépendantes suivant une loi exponentielle d’espérance 6

@ Familles de lois conjuguées :
http ://en.wikipedia.org/wiki/Conjugate_prior
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Loi Gamma

0-5 T T T T T T T T T
k=1,0=20 ——
k=2.0=20 ——
k=3.0=20 —
k=50=10 ——

0.4 £=9,0=05 —
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Prévention des risques d’inondation (1/3)

@ Plan de prévention des risques d’'inondations (PPR-I) :

photos satellite SPOT5 = zones susceptibles d’étre inondées

@ 3 catégories de parcelles :
@ inondables (PI)
© partiellement inondables (PPI)
© non inondables (N/)
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Prévention des risques d’inondation (2/3)

@ images en teintes de gris
@ proba d’obtenir un niveau de gris n dépend du type de zone :
P(n|PI) = N'(100,20?) P(n|PPI) = N(85, 5%)

@ nouvelle image envoyée par SPOT5 :

@ zone Z : niveau de gris = n= 80
@ Connaissance a priori : 60% de Pl, 10% de PPI, 30% de NI

Probléme : zone Z = Pl ou PPl ? J
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Prévention des risques d’inondation (3/3)

Probléeme : zone Z = Pl ou PPI? J

@ 2 hypothéses :
Q 0y = < Zestde type Pl >
Q 0, = <« Z est de type PPl >
@ Idée : calcul du MAP d’obtenir la zone Z sous 61 ou sous 65
L(x, 61)m(61) L(x, 02)7(62)
@ 7(04]x) = w(6o|X) =
O =5 olxom@ "N =5 I 0)e(0)
@ Rappel cours 4 : L(x,01) = 0,0121  L(x,62) ~ 0,0484
@ a priori : 7(61) = 0,6 m(62) =0, 1

[+ (0 ’X) _ 070121 X 076 (9 |X) o 0,0484 X 0,1
T = S e lx (@) " T o Lx B)m ()
MAP — parcelle inondable (PI) J

RFIDEC — cours 5: MAP et apprentissage non paramétrique



Analyse d’un trafic réseau (1/4)

@ Réseau informatique : transfert de paquets

@ Probleme : analyse des paquets perdus sur un sous-réseau

@ X :variable aléatoire < nombre de paquets envoyés jusqu’a
bonne réception >

@ X loi géométrique : P(X =n)=(1-p)"'p

p : probabilité qu’'un paquet soit correctement transmis
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Analyse d’un trafic réseau (2/4)

@ observation de 7 réalisations de X :

2]3[8f3]4]7]8]

Estimation de p ?

@ estimation par max de vraisemblance

@ estimation par MAP
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Analyse d’un trafic réseau (3/4)

@ estimation par max de vraisemblance J

(2]3l8f3]4]7]8]

@ vraisemblance : L(x,6) = [T, P(x;|6)
f = estimation de p
@ observations = L(x,0) = (1 — )97
= InL(x,0) =28In(1—-0)+7Ino

)
oinL(x0) 28 7 _7-350
90  1-0 0 p(d-90

— maximum de vraisemblance = 6 = 0,2
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Analyse d’un trafic réseau (4/4)

@ estimation par max de vraisemblance J

2]3]83]4]7]8]

@ A priori : 7(0) = Beta(,2,15) = r(2r§1r(71)5)

@ Argmax,m(0|x) = Argmax,L(x, 0)r(6)

91(1 o 0)14

= Argmax,[(1 — 0)2207] x [(1 — 6)46]
= Argmax, (1 — 0)*268
= Argmax, 42In(1 — 0) +81In6

:>9MAP:0,16
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@ Estimation de densité
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En route vers le non paramétrique

@ jusqu’a maintenant : estimations des parameétres des densités :
@ max de vraisemblance

@ max a posteriori
f(x)

— estimation de p, 0®

n 30 1 7 135
— statistique paramétrique

—> connaissance de la famille de lois a priori

Que faire si aucune loi a priori évidente ? |

— statistique non paramétrique
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Estimation de densité : idée naive

@ X :variable aléatoire
@ {Xxy,...,Xn} :les classes de X

@ échantillon de taille n = n; individus dans la classe x;

Densité = histogramme des valeurs observées J

A densité

Y

Probleme : fonction de densité tres irréguliere
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Estimation de densité : la fenétre mobile (1/2)

@ X :variable aléatoire
@ vx valeur de X, Iy = [x — 2, x + B[ = classe de longueur h

@ densité estimée : f(x) = L #x; :x — 0 <x < x4 8

0 20 40 60 80 100

Probleme : fonction de densité encore trop irréguliere
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Estimation de densité : la fenétre mobile (2/2)

densité estimée : f(x) = 1 #x :x — A <x <x+ 18
1 X — X
s - X;
:>f(x)_nZK< - >

i=1

ou K = fonction indicatrice de l'intervalle [—}, 11 :

220"
K(u) = 0 siu>;ouu<—%
|1 osi—f<u<}

Estimation de densité par la méthode du noyau

@ X :variable aléatoire

@ vx valeur de X, Iy = [x — 8, x + B[ = classe de longueur h

@ densité estimée : f(x Z (X X’)

avec K = fonction continue = noyau
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Estimation de densité par la méthode du noyau

?(x)z%gK(X;X’) J

@ noyaux fréequemment utilisés :

n

1 u

@ noyau gaussien : K(u) = —e™ 2
2r
@ noyau d’Epanechnikov : K(u) = 4% (1 — %2) pour |u] < /5

@ constante h = constante de lissage

hpetit = ftrés irréguliére
hgrand = f tres (trop) lisse

@ h souvent défini empiriguement
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