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1 But du TP 2

Le but du TP 2 consiste �a d�evelopper un algorithme permettant la saisie et l'exploitation d'un r�eseau bay�esien.

Ce dernier est un outil issu de l'Intelligence Arti�cielle, qui permet la gestion de situations incertaines grâce

�a l'utilisation de probabilit�es. Un r�eseau bay�esien est compos�e d'une part d'une repr�esentation graphique, et

d'autre part d'une loi de probabilit�e stock�ee sous une forme compacte.

Le TP se d�eroulera en 3 parties : dans la premi�ere, vous �ecrirez l'algorithme permettant la saisie de la partie

graphique du r�eseau. Dans la deuxi�eme, vous vous attaquerez �a la saisie de la loi de probabilit�e. En�n, dans

la troisi�eme partie, vous r�edigerez l'algorithme de calcul qui permet l'exploitation du r�eseau, c'est-�a-dire qui

permet de quanti�er dans quelle mesure une situation parâ�t plus ou moins incertaine qu'une autre.

Vous trouverez dans le r�epertoire /Infos/caml-ens/98-99/tp2 un certain nombre de �chiers dont vous aurez

besoin. Votre mission, si vous l'acceptez, sera donc, en premier lieu de rapatrier tous ces �chiers chez vous (�a

cet e�et, un petit cp -r sera le bienvenu).

2 Partie I du TP

Le but de cette partie est de programmer une application graphique qui permette �a l'utilisateur, en l'occurence

vous, de cr�eer ais�ement des r�eseaux bay�esiens. Cette application propose les fonctionnalit�es suivantes, que l'on

peut s�electionner en cliquant sur les boutons appropri�es (cf. �gure 1 sur la page suivante) :

{ cr�eation d'un nouveau noeud (variable al�eatoire) dans le r�eseau (accessible grâce au bouton

�

add node

�

) ;

cliquer dans la partie droite de la fenêtre caml su�t pour cr�eer le noeud ;

{ suppression d'un noeud (bouton

�

remove node

�

) ; cliquer sur un noeud le d�etruit, ainsi que l'ensemble

des arcs qui lui sont adjacents ;

{ d�eplacement d'un noeud sur l'�ecran (bouton

�

move node

�

). Cette fonctionnalit�e est assez utile pour �eviter

que trop d'arcs ne se croisent ; cliquer sur le noeud, laisser le bouton de la souris appuy�e pendant tout le

d�eplacement, et relâcher lorsque le noeud est �a la bonne place ;

{ ajout d'un arc au r�eseau (bouton

�

add arc

�

) ; cliquer sur l'un des noeuds extr�emit�es de l'arc, laisser le

bouton de la souris appuy�e, relâcher le bouton sur l'autre noeud ;

{ suppression d'un arc (bouton

�

remove arc

�

) ; cliquer sur l'un des noeuds extr�emit�es de l'arc, laisser le

bouton de la souris appuy�e, relâcher le bouton sur l'autre noeud ;

{ �n de la saisie du r�eseau bay�esien (bouton

�

end construction

�

).

2.1 Mais qu'est-ce qu'un r�eseau bay�esien ?

2.1.1 Monsieur NASA d�ecouvre les probabilit�es

Lors des d�ebuts de la conquête spatiale, moulte fus�ees se sont �ecras�ees �a cause de probl�emes de propulsion.

C'�etait bien �evidemment embêtant, mais, bon, sans trop de gravit�e : le contribuable am�ericain pouvait se

permettre de gaspiller quelques millions de dollars. Mais arriva un moment o�u la NASA voulut envoyer des

hommes dans l'espace et, un peu plus tard, o�u elle d�ecida de cr�eer un engin qui, contrairement aux fus�ees

conventionnelles, pourrait e�ectuer plusieurs vols spatiaux : la navette spatiale. Et l�a, un probl�eme de propulsion

signi�ait non seulement une perte de milliards de dollars, mais aussi une perte humaine, ce qui n'�etait plus du

tout admissible.

Aussi monsieur NASA r�e�echit-il �a un moyen de g�erer rapidement tous les incidents des propulseurs de la

navette. Impossible de laisser des experts traiter ces probl�emes en temp r�eel : les temps de r�eaction humains

sont beaucoup trop lents. Monsieur NASA d�ecida donc de con�er cette tâche �a un syst�eme informatique.

Il alla voir le math�ematicien et lui tint �a peu pr�es ce langage :

{ Bonjour monsieur le math�ematicien, j'aimerais r�ealiser un logiciel qui me permette de pr�edire les pannes des

propulseurs de ma navette spatiale. Nombreuses sont les pannes qui ont �a peu pr�es les mêmes cons�equences.

Si j'arrivais �a diagnostiquer quelle est la panne la plus probable, je pourrais prendre les mesures appropri�ees.
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Fig. 1: Aspect de l'�ecran �a la �n de la partie I.

Est-ce que vous auriez un outil pour faire �ca ?

{ Vous l'avez d�ej�a cit�e : vous pouvez utiliser des probabilit�es.

{ Mais comment �ca marche ?

{ C'est simple, dans les ann�ee 30, Kolmogorov a d�e�ni les probabilit�es de la mani�ere suivante :

D�e�nition 1 (Probabilit�e) Soit 
 un ensemble �ni d'�ev�enements (�el�ementaires). Une probabilit�e P (�)

est une fonction de l'ensemble des sous-ensembles de 
 (les �ev�enements) dans [0; 1], qui v�eri�e les trois

propri�et�es suivantes :

1. 8A, P (A) � 0.

2. P (
) = 1 et P (;) = 0 (la probabilit�e de l'�ev�enement qui arrivera de mani�ere certaine est �egale �a 1, et

celle de l'�ev�enement qui n'arrivera jamais est �egale �a 0).

3. 8A;B tels que A \ B = ;, P (A [ B) = P (A) + P (B).

L'id�ee des probabilit�es, c'est tout simplement d'associer un nombre �a chaque �ev�enement, de telle sorte que plus

ce nombre est �elev�e, plus l'�ev�enement a de chances de se r�ealiser.

{ Quelle est la di��erence entre un �ev�enement �el�ementaire et un �ev�enement qui ne l'est pas ?

{ Tous les �ev�enements sont des sous-ensembles de 
, mais ceux qui sont �el�ementaires ne peuvent être d�ecompos�es

en une union de sous-ensembles plus petits. Prenez l'exemple du jet d'un d�e �a six faces. 
 repr�esente l'ensemble

des faces sur lesquelles peut retomber le d�e : 
 = fun,deux,trois,quatre,cinq,sixg. Dans ce cas, P (un [ deux [

trois) repr�esente le nombre de chances que le d�e a de tomber sur la face un, la face deux ou la face trois. Ce

n'est pas un �ev�enement �el�ementaire parce qu'on peut le d�ecomposer en trois �ev�enements : un, deux et trois. Par

contre trois est un �ev�enement �el�ementaire parce qu'on ne peut pas le d�ecomposer.

{ C'est bien joli votre th�eorie, mais si 
 a 6 �el�ements, il a 2

6

= 64 sous-ensembles possibles. Si je dois choisir un

nombre �a a�ecter �a chacun d'eux, je ne pourrai jamais utiliser vos probabilit�es dans des situations complexes,

par exemple lorsque 
 a 100 �el�ements !

{ Non, en fait, grâce �a la propri�et�e 3, il su�t de d�eterminer les probabilit�es des 6 �ev�enements �el�ementaires

de 
 pour que les probabilit�es de tous les autres �ev�enements soient d�etermin�es. Par exemple, P (un [ deux [

trois) = P (un) + P (deux) + P (trois).

{ Quand je veux calculer la probabilit�e d'un �ev�enement, je le d�ecompose en une union d'�ev�enements �el�ementaires

et je calcule la somme de leurs probabilit�es, c'est bien �ca ?

{ Oui, c'est tout �a fait cela !

{ Et si je voulais utiliser des probabilit�es pour d�ecrire l'incertitude sur le r�esultat des jets de 2 d�es �a 6 faces ?

{ Eh bien dans ce cas, 
 est �egal �a l'ensemble de tous les couples (i; j), o�u i repr�esente le r�esultat de premier

d�e, et j le r�esultat du second. Il faut bien que vous compreniez que ce qui arrive apr�es le jet des 2 d�es doit
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forc�ement pouvoir être d�ecrit �a l'aide d'un seul �ev�enement �el�ementaire.

Introduisons un peu de vocabulaire : P (trois) =

1

6

repr�esente la probabilit�e que l'�ev�enement trois arrive, autre-

ment dit que le jet de d�e ait pour r�esultat trois. En maths, on pourra formuler cela autrement : P (

�

r�esultat

du jet

�

= trois) =

1

6

et on d�esignera

�

r�esultat du jet

�

sous le nom de variable al�eatoire . Si vous voulez,

une variable al�eatoire est une synth�ese de plusieurs �ev�enements : par exemple, il est l�egitime de parler de la

probabilit�e que la variable

�

r�esultat du jet

�

prenne les valeurs un, deux ou trois. On pourra noter cela de la

mani�ere suivante : P (

�

r�esultat du jet

�

= un, deux ou trois) =

1

6

. Remarquez que les �ev�enements ne peuvent

prendre que des valeurs bool�eennes :

�

vrai

�

s'ils se r�ealisent et

�

faux

�

sinon, alors que les variables al�eatoires

peuvent prendre plus de deux valeurs. Au lieu de valeurs, pour faire plus chic, on parlera de modalit�es et,

si X est une variable al�eatoire, on notera jX j le nombre de ses modalit�es. Par exemple, j

�

r�esultat d'un jet de

d�e

�

j = 6.

Sur ces mots, monsieur NASA quitta satisfait le math�ematicien en se disant qu'apr�es tout, rentrer seulement

des chi�res pour chaque �ev�enement �el�ementaire ne devrait pas lui demander trop de temps, et qu'ensuite il

pourrait facilement calculer les probabilit�es qui l'int�eressaient. Il essaya donc de d�eterminer tous les �el�ements

de 
 pour son probl�eme de navette. Et l�a, quelle ne fut pas sa surprise de s'apercevoir qu'il ne pouvait tous

les d�eterminer parce qu'il y en avait beaucoup trop. En e�et, les pannes suivantes peuvent se produire simul-

tan�ement : fuites des r�eservoirs d'oxyg�ene, d'h�elium, d'azote, de fuel, probl�emes de 2 valves d'admission, de

pressions dans 4 r�eservoirs, de trop pleins. . . Autrement dit, 
 devait être constitu�e de l'ensemble des n-uplets

de toutes les pannes possibles. Supposons que ces pannes soient �evalu�ees sur une �echelle de 0 �a 9 en fonction de

leur gravit�e. Dans ce cas, 
 doit avoir 10

11

=100 milliards d'�el�ements. Voyant cela, monsieur NASA retourna

voir le math�ematicien.

{ Dites, je me suis livr�e �a un petit calcul qui m'a laiss�e entrevoir que 
 devait avoir beaucoup trop d'�el�ements

pour être utilisable par mes ordinateurs.

{ Ah, moi je n'y peux rien. Ma th�eorie est au point. Ce n'est pas de ma faute si votre ordinateur n'est pas assez

puissant. Allez demander conseil aupr�es de l'informaticien.

2.1.2 Monsieur NASA d�ecouvre les r�eseaux bay�esiens

Monsieur NASA alla voir l'informaticien et lui exposa son probl�eme. Celui-ci lui r�epondit en substance :

{ J'ai justement l'outil qu'il vous faut. C�a s'appelle un r�eseau bay�esien. Reprenons votre exemple du jet des

2 d�es. Selon le math�ematicien, 
 = f(x; y); 1 � x; y � 6g a 36 �el�ements, et vous devez a�ecter �a chacun de ces

�el�ements une probabilit�e. Appelons X la variable al�eatoire repr�esentant le r�esultat du premier jet et Y celui du

deuxi�eme jet. X et Y peuvent prendre chacun 6 valeurs. Remarquez que les r�esultats des deux jets de d�es ne

d�ependent pas l'un de l'autre. Dans ce cas, on dit que les variables al�eatoires X et Y sont ind�ependantes. Elles

v�eri�ent alors la propri�et�e suivante :

D�e�nition 2 (Ind�ependance (marginale)) Deux variables al�eatoires X et Y sont ind�ependantes si

P (X = x; Y = y) = P (X = x)� P (Y = y) 8x; y.

Autrement dit, il est inutile de stocker les probabilit�es des 36 �ev�enements �el�ementaires, il su�t de stocker les

probabilit�es suivantes :

P (X = 1) P (X = 2) P (X = 3) P (X = 4) P (X = 5) P (X = 6)

P (Y = 1) P (Y = 2) P (Y = 3) P (Y = 4) P (Y = 5) P (Y = 6)

et d'utiliser la formule de la d�e�nition 2 pour recalculer toutes les probabilit�es P (X = x; Y = y) qui vous

int�eressent.

{ Oui, mais pour mon probl�eme de navette, les variables al�eatoires

�

fuites des r�eservoirs d'oxyg�ene

�

,

�

d'h�elium

�

,

�

d'azote

�

,

�

de fuel

�

,

�

probl�emes de valves d'admission

�

,

�

de pressions dans les r�eservoirs

�

,

�

de

trop pleins

�

. . . ne sont pas ind�ependantes les unes des autres. Je ne peux donc pas appliquer l'ind�ependance !

{ C'est vrai, dans la pratique, il est assez rare d'avoir des variables totalement ind�ependantes, c'est pourquoi

une propri�et�e moins forte a �et�e introduite par les math�ematiciens : l'ind�ependance conditionnelle. Avant de la

montrer, je dois vous expliquer le concept de probabilit�e conditionnelle :

D�e�nition 3 (Probabilit�e conditionnelle) La probabilit�e d'un �ev�enement A conditionnellement �a un

�ev�enement B, que l'on note P (AjB), est la probabilit�e que A se produise sachant que B s'est produit.

Ce qui est int�eressant, c'est que P (AjB) peut se calculer tr�es facilement. D'abord, remarquez que P (Aj
) =

P (A). En e�et, P (Aj
) repr�esente la probabilit�e que A soit r�ealis�e conditionnellement au fait que l'�ev�enement

certain le soit aussi. Or on sait que cette condition est toujours v�eri��ee puisque P (
) = 1. Donc conditionner
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par 
 ne diminue en rien ou n'augmente en rien les chances que A a de se r�ealiser. L'exemple suivant va vous

permettre de comprendre comment P (AjB) se calcule pour un �ev�enement B quelconque : tirons au hasard une

carte parmi un jeu de 32 cartes. 
 = f32 cartesg. Consid�erons les �ev�enements A = tirer un roi et B = tirer un

coeur. On veut calculer P (AjB), c'est-�a-dire la probabilit�e de tirer un roi sachant que l'on a tir�e un coeur.

Si A se produit, sachant que B s'est aussi produit, cela signi�e que A\B se produit. Autrement dit, P (AjB) =

P (A \ BjB), ou encore la probabilit�e de tirer un roi sachant que l'on a tir�e un coeur est �egale �a la probabilit�e

de tirer le roi de coeur sachant que l'on a tir�e un coeur. Cela se voit bien sur la �gure ci-apr�es : on cherche la

probabilit�e que l'�ev�enement A (c'est-�a-dire l'un des quatre cercles) soit r�ealis�e, sachant que l'�ev�enement B l'est

(c'est-�a-dire que l'on est dans l'ellipse). Il n'y a donc qu'un seul cercle qui peut être r�ealis�e, et celui-ci correspond

�a A \ B.

B

U

A

roi de pique

ensemble des coeurs

roi de coeur
B

A

roi de trèfle

roi de carreau

Cette petite manipulation est tr�es int�eressante. En e�et, on cherche la probabilit�e que le cercle A\B, qui est

inclus dans B, soit r�ealis�e, sachant que l'�ev�enement B est r�ealis�e, c'est-�a-dire que P (B) = 1. Cela sugg�ere de ne

plus se placer dans l'univers (l'ensemble des �ev�enements �el�ementaires) 
, mais plutôt dans l'univers B, et, en

se servant de la remarque ci-dessus (P (Aj
) = P (A)), de calculer dans cet univers P (A \ BjB) = P (A \ B).

L�a, on peut appliquer une formule classique des probabilit�es :

P (A \ B) =

nombre de rois de coeur

nombre de cartes dans B

=

Card(A \ B)

Card(B)

:

On peut alors en d�eduire :

P (AjB) =

Card(A \ B)

Card(
)

�

Card(
)

Card(B)

=

P (A \ B)

P (B)

:

Cela donne lieu au th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 1 (Probabilit�e conditionnelle) Soient A et B deux �ev�enements. Si P (B) > 0 alors

P (AjB) =

P (A \ B)

P (B)

:

Revenons �a ce qui nous int�eresse : l'ind�ependance conditionnelle :

D�e�nition 4 (ind�ependance conditionnelle) Soient X

1

; X

2

; X

3

des ensembles de variables al�eatoires.

X

1

et X

2

sont ind�ependants conditionnellement �a X

3

si les propri�et�es suivantes (qui sont �equivalentes)

sont v�eri��ees :

1. P (X

1

= x

1

jX

2

= x

2

; X

3

= x

3

) = P (X

1

= x

1

jX

3

= x

3

) 8x

1

; x

2

; x

3

;

2. P (X

1

= x

1

; X

2

= x

2

jX

3

= x

3

) = P (X

1

= x

1

jX

3

= x

3

)� P (X

2

= x

2

jX

3

= x

3

) 8x

1

; x

2

; x

3

:

La barre verticale s�epare les variables conditionn�ees des variables conditionnantes. Ainsi P (X

1

= x

1

jX

2

=

x

2

; X

3

= x

3

) = P (X

1

= x

1

j(X

2

= x

2

; X

3

= x

3

)) et P (X

1

= x

1

; X

2

= x

2

jX

3

= x

3

) = P ((X

1

= x

1

; X

2

=

x

2

)jX

3

= x

3

).

Traduction de la propri�et�e 1 : P (X

1

= x

1

jX

3

= x

3

) repr�esente le nombre de chances que X

1

prenne la valeur

x

1

sachant l'information que X

3

a pris la valeur x

3

. P (X

1

= x

1

jX

2

= x

2

; X

3

= x

3

) repr�esente le nombre de

chances que X

1

prenne la valeur x

1

connaissant les informations X

3

a pris la valeur x

3

et X

2

a pris la valeur x

2

.

Autrement dit, la propri�et�e 1 traduit simplement le fait que la connaissance de la valeur prise par X

2

n'apporte

aucune information sur la valeur de X

1

quand on connâ�t d�ej�a la valeur de X

3

.
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La propri�et�e 2 traduit, elle, le fait que, connaissant la valeur de X

3

, X

1

et X

2

sont ind�ependantes.

Notez que deux variables X

1

; X

2

peuvent tr�es bien être ind�ependantes conditionnellement �a une troisi�eme, et

ne pas être ind�ependantes marginalement. Exemple : en g�en�eral, tousser provoque des maux de tête. Donc

X

1

=

�

tousser

�

et X

2

=

�

mal de tête

�

ne sont pas ind�ependants marginalement. Par contre, sachant que vous

avez attrap�e la grippe (X

3

), les variables X

1

et X

2

deviennent ind�ependantes car toux et c�ephal�ees sont deux

symptômes du virus, qui peuvent apparâ�tre s�epar�ement.

Autre illustration de l'ind�ependance conditionnelle : certains immeubles sont dot�es d'alarmes incendie. Vous

admettrez sans trop de di�cult�e qu'il existe un lien entre le d�eclenchement de ces alarmes et le fait qu'il y

ait r�eellement un incendie dans l'immeuble. Donc les variables al�eatoires

�

incendie

�

et

�

alarme

�

ne sont pas

ind�ependantes marginalement. De même, vous conviendrez que les variables

�

incendie

�

et

�

fum�ee

�

ne sont pas

non plus ind�ependantes, de même que

�

fum�ee

�

et

�

alarme

�

puisqu'en principe ces derni�eres se d�eclenchent

lorsqu'il y a un certain taux de fum�ee dans l'atmosph�ere. Par contre, �a partir du moment o�u l'appareil a d�etect�e

de la fum�ee, il se d�eclenche, qu'il y ait ou non un incendie. Donc

�

incendie

�

et

�

alarme

�

sont ind�ependants

conditionnellement �a la variable

�

fum�ee

�

.

Maintenant, quel est l'int�erêt de l'ind�ependance conditionnelle ? Eh bien, elle permet de r�eduire la place

n�ecessaire au stockage des probabilit�es. En e�et, si X

1

; : : : ; X

n

sont des variables al�eatoires, alors on peut

d�emontrer ais�ement par r�ecurrence grâce au th�eor�eme 1 (P (A;B) = P (AjB)� P (B)) que :

P (X

1

; : : : ; X

n

) = P (X

1

)� P (X

2

jX

1

)� P (X

3

jX

1

; X

2

)� � � � � P (X

n

jX

1

; : : : ; X

n�1

): (1)

L'�equation ci-dessus devient particuli�erement int�eressante lorsqu'on l'utilise conjointement avec la propri�et�e 1

de la d�e�nition 4 (cf. page 4) : si fi

1

; : : : ; i

k

g et fi

k+1

; : : : ; i

j�1

g forment une partition de f1; : : : ; j � 1g et

si X

j

est ind�ependant de X

i

k+1

; : : : ; X

i

j�1

conditionnellement �a X

i

1

; : : : ; X

i

k

, alors P (X

j

jX

1

; : : : ; X

j�1

) =

P (X

j

jX

i

1

; : : : ; X

i

k

). L'�equation (1) peut alors se simpli�er �enorm�ement, et, d'une mani�ere g�en�erale, le nombre

de probabilit�es conditionnelles �a rentrer dans l'ordinateur (et �a stocker en m�emoire) est souvent tr�es inf�erieur

�a celui qu'on aurait dû rentrer si l'on avait suivi le math�ematicien. Cela permet de traiter des probl�emes qui, a

priori, devraient être impossibles �a traiter.

L'id�ee des r�eseaux bay�esiens consiste donc :

1. �a recenser toutes les variables al�eatoires. Prenons un exemple : la dyspn�ee, une maladie respiratoire, peut

être engendr�ee par une tuberculose, un cancer des poumons, une bronchite, par plusieurs de ces ma-

ladies, ou bien par aucune. Un s�ejour r�ecent en Asie augmente les chances de tuberculose, tandis que

fumer augmente les risques de cancer des poumons. Un patient se rend �a l'hopital parce qu'il �eprouve

des di�cult�es �a respirer. Dans quelle mesure peut-on dire qu'il est atteint de dyspn�ee ? Les variables

al�eatoires de ce probl�eme sont donc

�

dyspn�ee

�

(le patient est-il atteint de dyspn�ee ? oui=non),

�

tubercu-

lose

�

(a-t-il la tuberculose ? oui=non),

�

cancer des poumons

�

(oui/non),

�

bronchite

�

(oui=non),

�

s�ejour

en Asie

�

(oui=non),

�

fumer

�

(oui/non).

2. �a choisir un ordre pour ces variables. Prenons par exemple X

1

=

�

s�ejour en Asie

�

, X

2

=

�

fumer

�

,

X

3

=

�

tuberculose

�

, X

4

=

�

cancer des poumons

�

, X

5

=

�

bronchite

�

, X

6

=

�

dyspn�ee

�

. En fait, on

peut ranger les variables dans n'importe quel ordre. Cependant, certains ordres sont plus avantageux

que d'autres parce qu'ils vont permettre plus de simpli�cations des probabilit�es conditionnelles. En r�egle

g�en�erale, on obtient plus de simpli�cations lorsque l'on place les variables correspondant �a des causes

avant celles correspondant aux cons�equences (par exemple, on a int�erêt �a placer

�

fumer

�

avant

�

cancer

des poumons

�

).

3. �a simpli�er les probabilit�es conditionnelles. On ne peut gu�ere simpli�er P (X

1

). A priori, on peut consid�erer

que le fait d'avoir s�ejourn�e en Asie est ind�ependant du fait que l'on fume (quoique. . . ). Donc P (X

2

jX

1

) =

P (X

2

). Il n'y a aucun lien entre le fait de fumer et celui d'avoir la tuberculose ; par contre il y en a

un avec un �eventuel s�ejour en Asie. Donc P (X

3

jX

1

; X

2

) = P (X

3

jX

1

). Un cancer du poumon n'a pas de

rapport avec un s�ejour en Asie, ni avec la tuberculose. Donc P (X

4

jX

1

; X

2

; X

3

) = P (X

4

jX

2

). De même

avec la bronchite, et comme

�

fumer

�

ne provoque pas de bronchite, P (X

5

jX

1

; X

2

; X

3

; X

4

) = P (X

5

).

En�n la dyspn�ee n'est provoqu�ee que par la tuberculose, la bronchite et le cancer des poumons, donc

P (X

6

jX

1

; X

2

; X

3

; X

4

; X

5

) = P (X

6

jX

3

; X

4

; X

5

). On peut objecter que X

6

devrait aussi d�ependre de X

2

puisque fumer augmente les risques de cancer du poumon. Mais sachant si l'on a (ou non) ce cancer,

le fait de fumer ne modi�e pas les chances d'avoir la dyspn�ee. Donc, connaissant X

3

; X

4

, et X

5

, X

6

est

ind�ependante de X

1

et de X

2

. Ainsi, l'�equation (1) se r�eduit-elle �a :

P (X

1

; X

2

; X

3

; X

4

; X

5

; X

6

) = P (X

1

)�P (X

2

)�P (X

3

jX

1

)�P (X

4

jX

2

)�P (X

5

)�P (X

6

jX

3

; X

4

; X

5

): (2)

Notez que si l'on avait saisi les probabilit�es des �ev�enements �el�ementaires comme le pr�econisait le
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math�ematicien, on aurait du saisir 2

6

= 64 nombres, tandis qu'avec l'�equation (2), on a besoin de saisir

uniquement 2 + 2 + 4 + 4 + 2 + 16 = 30 nombres.

4. �a utiliser les formules de probabilit�es ci-dessus pour calculer les probabilit�es cherch�ees.

A�n de mieux visualiser les simpli�cations des probabilit�es conditionnelles d�ecrites dans l'�equation (2), on

construit un graphe dans lequel les noeuds repr�esentent les variables al�eatoires et dans lequel on cr�ee des arcs

allant des variables conditionnantes vers les variables conditionn�ees : P (X

6

jX

3

; X

4

; X

5

) sera ainsi repr�esent�ee

grâce aux arcs (X

3

; X

6

), (X

4

; X

6

) et (X

5

; X

6

). On obtient alors le graphe de la �gure 2.

fumer

tuberculose bronchitepoumons
cancer des

X1 X2

X6

X3 X4 X5

séjour
en Asie

dyspnée

Fig. 2: Le r�eseau bay�esien de la dyspn�ee

Conclusion : un r�eseau bay�esien est constitu�e d'une part d'un graphe tel que celui ci-dessus et, d'autre part

d'un ensemble de probabilit�es conditionnelles. Il est d'usage de consid�erer que chaque noeud stocke sa probabilit�e

conditionnellement �a ses parents.

2.2 Travail demand�e dans la partie I : la saisie de la partie graphique du r�eseau

Toute l'interface utilisateur et les fonctions graphiques n�ecessaires �a l'obtention de la �gure 1, page 2, vous sont

donn�ees (�chiers graph.ml et interface.ml). Ce que l'on vous demande dans cette partie, c'est de compl�eter

le �chier partie 1.ml en r�ealisant les fonctions g�erant la structure interne du r�eseau bay�esien. La structure

retenue pour mod�eliser le r�eseau dans cette partie du TP est la suivante :

(* === repr�esentation d'un noeud === *)

type Graph_Node =

{nom : string; (* un identifiant du noeud *)

x : int ref; (* abscisse du noeud dans la fenêtre camlgraph *)

y : int ref};; (* ordonn�ee du noeud *)

(* === repr�esentation d'un arc === *)

type Graph_Arc =

{head : string; (* nom du noeud correspondant �a la pointe de l'arc *)

tail : string};; (* nom du noeud correspondant �a la queue de l'arc *)

Un r�eseau sera repr�esent�e par une liste de noeuds de type Graph Node et une liste d'arcs de type Graph Arc.

Cette structure est ad�equate car elle permet de rajouter et de supprimer des noeuds et des arcs tr�es simplement.

A�n de g�erer des erreurs �eventuelles, les exceptions suivantes pourront être lev�ees dans vos fonctions :

exception Multiply_Defined_Node of string;; (* === plusieurs noeuds ont le même nom === *)

exception Unknown_Arc of string;; (* === utilisation d'un arc non d�efini === *)

exception Unknown_Node of string;; (* === utilisation d'un noeud non d�efini === *)

exception Cycle_Detected of string;; (* === le r�eseau contient des cycles === *)

Vous pourrez retrouver toutes ces d�eclarations dans le �chier d'interface partie 1.mli.

Question 1 D�e�nissez une fonction add node de type Graph Node list -> string -> int -> int ->

Graph Node list qui prend en arguments une liste de noeuds liste node, le nom d'un noeud name, ainsi

que ses coordonn�ees x et y dans la fenêtre camlgraph. Cette fonction teste s'il existe une noeud dans la liste

liste node ayant pour nom name. Le cas �ech�eant, elle l�eve l'exception Multiply Defined Node "add node".

Sinon, elle ajoute en tête de liste node le noeud de nom name et renvoie cette nouvelle liste.
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Question 2 D�e�nissez une fonction find adjacent arcs de type Graph Node -> Graph Arc list ->

Graph Arc list qui prend en arguments un noeud N et une liste d'arcs L. Cette fonction renvoie la sous-liste

de L constitu�ee des arcs adjacents au noeud N, c'est-�a-dire la liste des arcs dont l'une des extr�emit�es correspond

au noeud N.

Question 3 D�e�nissez une fonction find non adjacent arcs de type Graph Node -> Graph Arc list ->

Graph Arc list qui prend en arguments un noeud N et une liste d'arcs L. Cette fonction renvoie la sous-liste

de L constitu�ee des arcs non adjacents �a N.

Question 4 Nous avons vu que les probabilit�es se calculent correctement en l'absence de cycles dans le r�eseau.

Quand le r�eseau contient des cycles, ce n'est plus vrai. Il faut donc empêcher l'utilisateur de cr�eer des cycles.

Pour cela, vous allez d�e�nir une fonction verif cycle : Graph Node list -> Graph Arc list -> bool qui

prend en arguments une liste de noeuds L N et une liste d'arcs L A, et qui renvoie false s'il existe un cycle et

true sinon.

On montre par r�ecurrence que lorsqu'un graphe est sans cycles, soit il n'a aucun noeud, soit il contient un

noeud ayant au plus un arc adjacent. Ce noeud ne peut alors faire partie d'un cycle. Pour d�etecter si le graphe

poss�ede des cycles on proc�ede donc de la fa�con suivante :

On teste si L N est vide, auquel cas le graphe pass�e en argument de la fonction est bien sans cycle. Dans le

cas contraire, on d�etermine la liste L N ext des noeuds ayant au plus un arc adjacent et la liste L A ext des

arcs adjacents �a ces noeuds. Si L N ext = ;, puisque L N 6= ;, (L N, L A) est un graphe comprenant au moins

un noeud, mais ne comprenant aucun noeud ayant au plus un arc adjacent. Dans ce cas, (L N, L A) contient

des cycles. Si, au contraire, L N ext 6= ;, alors le graphe (L N, L A) est sans cycle si et seulement si le graphe

(L NnL N ext, L AnL A ext), o�u LnM repr�esente l'ensemble L priv�e de M, l'est aussi. Il su�t donc de tester si ce

dernier graphe poss�ede des cycles.

Question 5 D�e�nissez une fonction add arc de type Graph Node list -> Graph Arc list -> string ->

string -> Graph Arc list qui prend en arguments une liste de noeuds, une liste d'arcs liste arc, ainsi que

les noms des deux extr�emit�es d'un nouvel arc. Cette fonction teste si l'ajout du nouvel arc cr�ee un cycle. Le cas

�ech�eant, elle l�eve une exception Cycle Detected "add arc". Sinon, elle ajoute en tête de liste arc le nouvel

arc et elle renvoie cette nouvelle liste.

Question 6 D�e�nissez une fonction remove arc : Graph Arc list -> string -> string -> Graph Arc

list qui prend en arguments une liste d'arcs liste arc, le nom N1 du noeud en queue d'un arc, et le nom

N2 �a la tête de l'arc. Cette fonction recherche l'arc (N1,N2) dans liste arc. Si elle ne le trouve pas, elle l�eve

l'exception Unknown Arc "remove arc" ; sinon, elle renvoie la liste liste arc priv�ee de l'arc (N1,N2).

Question 7 D�e�nissez une fonction remove node : Graph Node list -> Graph Arc list -> string ->

Graph Node list * Graph Arc list qui prend en arguments une liste de noeuds, une liste d'arcs et le nom

d'un noeud �a supprimer du graphe. Si le noeud n'appartient pas �a la liste de noeuds, la fonction l�eve l'exception

Unknown Node "remove node". Sinon, elle renvoie un couple form�ee de la liste de noeuds priv�ee du noeud �a

supprimer, et de la liste des arcs non adjacents �a ce noeud.

Question 8 D�e�nissez une fonction get node : Graph Node list -> string -> Graph Node qui prend en

arguments une liste de noeuds et le nom d'un noeud. La fonction recherche si la liste contient un noeud de même

nom. Le cas �ech�eant, elle renvoie ce noeud. Sinon, elle l�eve l'exception Unknown Node "get node".

Question 9 D�e�nissez une fonction get arc : Graph Arc list -> string -> string -> Graph Arc qui

prend en arguments une liste d'arcs, et les noms des extr�emit�es d'un arc (on ne sait pas si la tête ou la queue

de l'arc correspond au premier nom ou au deuxi�eme). La fonction recherche si la liste contient un arc avec

des extr�emit�es de mêmes noms. Le cas �ech�eant, elle renvoie cet arc. Sinon, elle l�eve l'exception Unknown Arc

"get arc".

Vous pouvez tester vos fonctions grâce �a la fonction partie 1() qui se trouve dans le �chier interface.ml.

Si vous voulez obtenir un ex�ecutable de la partie 1, tapez la commande :

camlc -custom -o partie_1 unix.zo graphics.zo partie_1.ml graph.zo interface.zo

-lgraph -lunix -lX11

3 Partie II du TP

Le but de cette partie est, d'une part, de permettre �a l'utilisateur de rentrer les probabilit�es de chaque

noeud du r�eseau bay�esien conditionnellement �a ses parents et, d'autre part, d'adapter la structure de donn�ees
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repr�esentant le r�eseau a�n de faciliter les calculs de la partie III. Dans la partie II, vous interrogerez l'utilisateur,

non plus dans la fenêtre camlgraph, mais dans le shell qui vous a servi �a lancer votre fenêtre (ou bien dans le

toplevel si vous travaillez en interactif).

�

A l'issue de cette partie, vous devriez obtenir un �ecran similaire �a celui

de la �gure 2 : l'ordinateur vous demande de saisir toutes les probabilit�es dont il a besoin.

Fig. 3: Aspect de l'�ecran �a la �n de la partie II.

3.1 Choix de la structure de donn�ees

Dans la partie I, il �etait assez pratique d'utiliser des listes de noeuds et d'arcs pour repr�esenter la partie

graphique du r�eseau bay�esien car cela permettait de rajouter ou de supprimer des noeuds tr�es simplement.

Lorsque l'on aborde la partie II, le graphe est d�e�ni une fois pour toutes, on ne le modi�era plus. Pour acc�el�erer les

calculs, il devient alors plus int�eressant d'utiliser des vecteurs que des listes. C'est pourquoi nous repr�esenterons

le r�eseau bay�esien comme un vecteur de noeuds.

Le point �epineux consiste maintenant �a trouver une structure pour repr�esenter les probabilit�es conditionnelles

stock�ees dans chaque noeud du r�eseau. Si nous devons stocker P (AjB), il nous faudra sauvegarder un nombre

(P (A = a

i

jB = b

j

)) pour chaque valeur de A et pour chaque valeur de B. Cela fait furieusement penser �a utiliser

une matrice. Les noeuds pouvant avoir plusieurs parents, il nous faudra des

�

matrices

�

�a plus de 2 dimensions :

on appelle hypermatrice une

�

matrice

�

ayant un nombre de dimensions quelconque. En particulier, une

hypermatrice de dimension 1 s'appelle un vecteur, une hypermatrice de dimension 2 s'appelle une matrice.

Nous allons donc d�e�nir un type hypermatrice pour repr�esenter les probabilit�es conditionnelles. L'id�ee consiste

�a dire que si une matrice peut être repr�esent�ee comme un vecteur de vecteurs, une hypermatrice peut l'être

comme un vecteur de vecteurs de vecteurs de vecteurs. . . Il nous faut toutefois un m�ecanisme pour rep�erer �a

quel noeud correspond chacune des dimensions. Puisque le r�eseau bay�esien est repr�esent�e comme un vecteur

de noeuds, il su�t de pr�eciser pour chacune des dimensions de l'hypermatrice l'indice du noeud correspondant

dans le vecteur repr�esentant le r�eseau. On obtient alors le type suivant :

type Hypermatrice = Vect of int * float vect | Mat of int * Hypermatrice vect;;

o�u le type int correspond �a un indice de noeud dans le vecteur de noeuds repr�esentant le r�eseau.

Exemple : Consid�erons deux noeuds A et B, ayant respectivement pour indices 2 et 10. A peut prendre 5 valeurs,

0; 1; 2; 3; 4, et B peut en prendre 3 : 0; 1; 2. Supposons que l'on veuille stocker la probabilit�e conditionnelle P (AjB)
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suivante :

P (A = 0jB = 0) = 0:2 P (A = 0jB = 1) = 0:3 P (A = 0jB = 2) = 0:1

P (A = 1jB = 0) = 0:4 P (A = 1jB = 1) = 0:2 P (A = 1jB = 2) = 0:1

P (A = 2jB = 0) = 0:1 P (A = 2jB = 1) = 0:3 P (A = 2jB = 2) = 0:2

P (A = 3jB = 0) = 0:2 P (A = 3jB = 1) = 0:1 P (A = 3jB = 2) = 0:1

P (A = 4jB = 0) = 0:1 P (A = 4jB = 1) = 0:1 P (A = 4jB = 2) = 0:5

Alors on peut repr�esenter P (AjB) par :

Mat (2, [| Vect (10, [|0.2; 0.3; 0.1|]);

Vect (10, [|0.1; 0.3; 0.2|]);

Vect (10, [|0.2; 0.1; 0.1|]);

Vect (10, [|0.1; 0.1; 0.5|]) |]);;

ou bien encore par :

Mat (10, [| Vect (2, [|0.2; 0.4; 0.1; 0.2; 0.1|]);

Vect (2, [|0.3; 0.2; 0.3; 0.1; 0.1|]);

Vect (2, [|0.1; 0.1; 0.2; 0.1; 0.5|]) |]);;

Nous verrons dans la partie III que pendant les calculs de probabilit�es, les noeuds re�coivent des messages de

leurs voisins dans le graphe. La structure suivante va nous permettre de r�ealiser cela :

type Voisin =

{voisin_num : int; (* indice du voisin dans le vecteur de noeuds *)

(* repr�esentant le r�eseau *)

message : float vect};; (* le message transmis par le voisin *)

La taille du message est �egale au nombre de modalit�es du voisin si celui-ci est un parent, et est �egale au nombre

de modalit�e du noeud lui-même si le voisin est un enfant.

En�n, voici la structure qui nous permet de manipuler les noeuds :

type Node =

{node_num : int; (* indice du noeud dans le vecteur repr�esentant le r�eseau *)

node_name : string; (* nom du noeud *)

node_x : int; (* abscisse du noeud dans la fenêtre camlgraph *)

node_y : int; (* ordonn�ee du noeud dans la fenêtre camlgraph *)

parent : Voisin list; (* liste des parents du noeud *)

enfant : Voisin list; (* liste des enfants du noeud *)

evidence : float vect; (* le vecteur d'evidence E_x (cf. partie III) *)

proba_marg : float vect; (* la probabilit�e a priori ou a posteriori du noeud *)

proba_cond : Hypermatrice};; (* la matrice de probabilit�e conditionnelle *)

Les tailles des vecteurs proba marg et evidence sont �egales au nombre de modalit�es du noeud.

3.2 Travail demand�e dans la Partie II : la saisie des matrices de probabilit�e condi-

tionnelle

Dans cette partie, vous allez compl�eter le �chier partie 2.ml.

Question 10 D�e�nissez une fonction get modalites : Graph Node list -> int vect qui prend en argu-

ment une liste de noeuds au format de la partie I. Cette fonction demande, pour chaque noeud de la liste,

�a l'utilisateur de saisir son nombre de modalit�es. Elle renvoie un vecteur contenant ces nombres dans l'ordre

suivant : le i

�eme

�el�ement correspond �a la modalit�e du i

�eme

noeud de la liste pass�ee en argument.

Question 11 D�e�nissez une fonction separate orphans de type Graph Node list -> Graph Arc list ->

Graph Node list * Graph Node list qui prend en argument une liste de noeuds et une liste d'arcs aux formats

de la partie I. Cette fonction renvoie un couple dont le premier �el�ement est la liste des noeuds qui, d'apr�es la

liste d'arcs, n'ont pas de parents, et dont le deuxi�eme �el�ement est la liste des noeuds qui, eux, ont des parents.

Question 12 D�e�nissez dans un style fonctionnel une fonction get node num : Graph Node list ->

string -> int qui recherche l'indice dans la liste du noeud dont le nom est pass�e en deuxi�eme argument.

La fonction retourne cet indice si elle trouve le noeud, et l�eve une exception Unknown Node "get node num"

sinon. On pose que le premier �el�ement d'une liste correspond �a l'indice 0.

D�e�nissez, toujours dans le plus pur style fonctionnel, la fonction get node num in vect : Node vect ->

string -> int qui fait exactement la même chose, mais en recherchant le noeud dans un vecteur de noeuds au

nouveau format.
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Question 13 D�e�nissez la fonction create proba cond : Graph Node list -> Graph Node -> string

list -> int vect -> Hypermatrice qui prend en arguments une liste de noeuds liste node, un noeud node,

la liste liste parents des noms des parents de node, et un vecteur contenant les modalit�es de tous les noeuds du

r�eseau. Cette fonction demande �a l'utilisateur de saisir l'ensemble de l'hypermatrice de probabilit�e conditionnelle

du noeud node. Elle renvoie cette hypermatrice.

Une hypermatrice est soit un vecteur de float, soit un vecteur d'hypermatrices. Lorsque vous cr�eerez

[[P (x

i

jy

1

; : : : ; y

n

)]]

jXjjY

1

j:::jY

n

j

, vous vous arrangerez pour que X corresponde �a la derni�ere dimension de l'hy-

permatrice. Exemple : reconsid�erons nos deux noeuds A et B, ayant respectivement pour indices 2 et 10, et leur

probabilit�e conditionnelle P (AjB) :

P (A = 0jB = 0) = 0:2 P (A = 0jB = 1) = 0:3 P (A = 0jB = 2) = 0:1

P (A = 1jB = 0) = 0:4 P (A = 1jB = 1) = 0:2 P (A = 1jB = 2) = 0:1

P (A = 2jB = 0) = 0:1 P (A = 2jB = 1) = 0:3 P (A = 2jB = 2) = 0:2

P (A = 3jB = 0) = 0:2 P (A = 3jB = 1) = 0:1 P (A = 3jB = 2) = 0:1

P (A = 4jB = 0) = 0:1 P (A = 4jB = 1) = 0:1 P (A = 4jB = 2) = 0:5

Alors P (AjB) sera repr�esent�e par :

Mat (10, [| Vect (2, [|0.2; 0.4; 0.1; 0.2; 0.1|]);

Vect (2, [|0.3; 0.2; 0.3; 0.1; 0.1|]);

Vect (2, [|0.1; 0.1; 0.2; 0.1; 0.5|]) |]);;

Question 14 D�e�nissez la fonction make graph : Graph Node list -> Graph Arc list -> Node vect

qui transforme un r�eseau bay�esien stock�e au format de la partie I, c'est-�a-dire une liste de noeuds et une

liste d'arcs, en un vecteur de noeuds au format node. On fera particuli�erement attention �a respecter les bonnes

dimensions pour les vecteurs repr�esentant les messages envoy�es par les voisins, pour ceux repr�esentant E

X

, pour

les probabilit�es marginales et conditionnelles. Ces vecteurs pourront être initialis�es avec des 0.

4 Partie III du TP

Dans cette partie, vous allez e�ectuer des calculs de probabilit�es.

�

A l'issue de la troisi�eme partie, vous pourrez

tester la fonction partie 3() qui v�eri�e si vos calculs sont exacts (cette fonction se trouve dans le �chier

fin.zo). Le cas �ech�eant, vous verrez sur la droite de la fenêtre camlgraph un r�eseau bay�esien qui correspond

�a peu de choses pr�es �a celui utilis�e par la NASA pour g�erer les incidents du syst�eme de propulsion de la navette

spatiale. Vous verrez alors les messages transiter dans le r�eseau, les �eches rouges symbolisant des messages et

les �eches vertes des demandes de messages de certains noeuds �a leurs voisins. Vous verrez de plus la navette

spatiale s'�elever normalement dans la partie gauche de l'�ecran (cf. �gure 4). Si les calculs sont incorrects, caml

vous avertira que vous venez de sacri�er une navette spatiale.

Fig. 4: Aspect de l'�ecran �a la �n de la partie III.
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La section ci-dessous explique en d�etails comment se d�eroulent les calculs dans le r�eseau bay�esien. La lecture de

la section 4.1.2 su�t pour r�epondre aux questions 15 �a 20. Les autres sections, plus exactement les algorithmes 2

et 3, devraient vous permettre de comprendre l'algorithme de calcul de probabilit�e, ce qui vous permettra de

r�epondre aux trois derni�eres questions de la partie III.

4.1 Monsieur NASA cauchemarde sur les calculs �a e�ectuer dans le r�eseau

Monsieur NASA fut convaincu assez rapidement que les r�eseaux bay�esiens pouvaient lui permettre de stocker

toutes les informations n�ecessaires aux calculs de probabilit�es qu'il envisageait d'e�ectuer. Restait maintenant

�a se pr�eoccuper desdits calculs. . .

4.1.1 Calcul des probabilit�es a priori

La premi�ere chose que l'on peut calculer, ce sont les probabilit�es marginales a priori, c'est-�a-dire les P (X

i

).

Reprenons l'exemple de la dyspn�ee. P (X

1

), P (X

2

) et P (X

5

) ont d�ej�a �et�e saisies dans l'ordinateur, donc pas

besoin de calcul pour les d�eterminer. En g�en�eralisant, on peut dire que cela correspond aux probabilit�es des

noeuds sans parents dans le graphe (les noeuds orphelins). En appliquant la propri�et�e 3 de la d�e�nition 1,

P (X

3

= x

3

) =

jX

1

j

X

i=1

P (X

3

= x

3

; X

1

= x

i

1

);

et, en appliquant le th�eor�eme 1, on obtient :

P (X

3

= x

3

) =

jX

1

j

X

i=1

P (X

3

= x

3

jX

1

= x

i

1

)� P (X

1

= x

i

1

):

De la même mani�ere,

P (X

4

= x

4

) =

jX

2

j

X

i=1

P (X

4

= x

4

jX

2

= x

i

2

)� P (X

2

= x

i

2

):

En�n, pour calculer P (X

6

), on remarque que :

P (X

6

= x

6

) =

jX

3

j

X

i=1

jX

4

j

X

j=1

jX

5

j

X

k=1

P (X

6

= x

6

; X

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

);

=

jX

3

j

X

i=1

jX

4

j

X

j=1

jX

5

j

X

k=1

P (X

6

= x

6

jX

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

)� P (X

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

): (3)

Il reste maintenant �a calculer P (X

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

). Pour cela, on reprend la propri�et�e 3 de la

d�e�nition 1 :

P (X

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

) =

jX

1

j

X

a=1

jX

2

j

X

b=1

jX

6

j

X

c=1

P (X

1

= x

a

1

; X

2

= x

b

2

; X

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

; X

6

= x

c

6

);

=

jX

1

j

X

a=1

jX

2

j

X

b=1

jX

6

j

X

c=1

P (X

1

= x

a

1

)� P (X

2

= x

b

2

)� P (X

3

= x

i

3

jX

1

= x

a

1

)� P (X

4

= x

j

4

jX

2

= x

b

2

)

�P (X

5

= x

k

5

)� P (X

6

= x

c

6

jX

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

)

et on lui applique l'�equation (2) :

P (X

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

) =

2

4

jX

1

j

X

a=1

P (X

3

= x

i

3

jX

1

= x

a

1

)� P (X

1

= x

a

1

)

3

5

�

2

4

jX

2

j

X

b=1

P (X

4

= x

j

4

jX

2

= x

b

2

)� P (X

2

= x

b

2

)

3

5

�

2

4

jX

6

j

X

c=1

P (X

6

= x

c

6

jX

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

)

3

5

� P (X

5

= x

k

5

)

= P (X

3

= x

i

3

)� P (X

4

= x

j

4

)� P (X

5

= x

k

5

):
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Par cons�equent, d'apr�es ce qui pr�ec�ede et l'�equation 3, on peut calculer P (X

6

= x

6

) de la mani�ere suivante :

P (X

6

= x

6

) =

jX

3

j

X

i=1

jX

4

j

X

j=1

jX

5

j

X

k=1

P (X

6

= x

6

jX

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

)� P (X

3

= x

i

3

)� P (X

4

= x

j

4

)� P (X

5

= x

k

5

):

Les calculs que nous venons de mener nous permettent d'en d�eduire l'algorithme de calcul des probabilit�es a

priori pour des graphes quelconques

1

:

Les probabilit�es des noeuds orphelins (sans parents dans le graphe) sont d�ej�a calcul�ees. Pour tous les noeuds

X

i

dont tous les parents Y

1

; : : : ; Y

n

ont �et�e calcul�es, P (X

i

= x

i

) se calcule de la mani�ere suivante :

P (X

i

= x

i

) =

jY

1

j

X

j

1

=1

jY

2

j

X

j

2

=1

: : :

jY

n

j

X

j

n

=1

P (X

i

= x

i

jY

1

= y

j

1

1

; : : : ; Y

n

= y

j

n

n

)� P (Y

1

= y

j

1

1

)� � � � � P (Y

n

= y

j

n

n

):

En l'absence de cycle dans le graphe, une r�ecursion sur le nombre de noeuds non calcul�es montre que soit i) il

existe un noeud dont tous les parents ont d�ej�a �et�e calcul�es, auquel cas on peut appliquer l'�equation ci-dessus ;

soit ii) tous les noeuds ont �et�e calcul�es.

4.1.2 Les calculs selon une notation matricielle

Nous allons reprendre les calculs ci-dessus, mais en utilisant des op�erations matricielles plutôt que des op�erations

sur des probabilit�es. Pour mieux comprendre ce qui suit, nous allons syst�ematiquement indicer les vec-

teurs, les matrices et hypermatrices par leurs dimensions respectives. Ainsi V

n

d�esignera un vecteur ayant

n �el�ements, M

pn

d�esignera une matrice ayant p lignes et n colonnes, soit p � n �el�ements. De mani�ere ana-

logue, M

i

1

i

2

:::i

p

repr�esentera une hypermatrice ayant i

1

� i

2

� � � � � i

p

�el�ements. De plus, nous d�esignerons

dans les calculs les vecteurs, matrices et hypermatrices par leurs termes g�en�eriques de la mani�ere suivante :

un vecteur V

n

=

0

B

@

v

1

.

.

.

v

n

1

C

A

sera not�e [[v

i

]]

n

, o�u v

i

repr�esente l'�el�ement du vecteur sur la i

�eme

ligne ; une ma-

trice M

pn

=

0

B

B

B

B

B

B

@

m

11

: : : : m

1j

: : : : m

1n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

m

i1

: : : : m

ij

: : : : m

in

.

.

.

.

.

.

.

.

.

m

p1

: : : : m

pj

: : : : m

pn

1

C

C

C

C

C

C

A

sera not�ee [[m

ij

]]

pn

, et une hypermatrice M

i

1

i

2

:::i

p

sera not�ee

[[m

j

1

j

2

:::j

p

]]

i

1

i

2

:::i

p

.

Somme de deux hypermatrices :

SoientM

i

1

i

2

:::i

p

etN

i

1

i

2

:::i

p

deux hypermatrices de mêmes dimensions. Alors la somme de ces deux hypermatrices

est l'hypermatrice suivante : M

i

1

i

2

:::i

p

+N

i

1

i

2

:::i

p

= [[m

j

1

j

2

:::j

p

+m

j

1

j

2

:::j

p

]]

i

1

i

2

:::i

p

.

Produit d'une hypermatrice avec un scalaire :

Soient � un nombre r�eel quelconque et M

np

= [[m

ij

]]

np

une matrice quelconque. On sait que le produit de M

np

par � est �egal �a la matrice �M

np

= [[� m

ij

]]

np

. On g�en�eralise tr�es simplement ce produit aux hypermatrices :

soit M

i

1

i

2

:::i

p

= [[m

j

1

j

2

:::j

p

]]

i

1

i

2

:::i

p

, alors �M

i

1

i

2

:::i

p

= [[� m

j

1

j

2

:::j

p

]]

i

1

i

2

:::i

p

.

1

En fait, si l'on pousse les calculs jusqu'au bout, cet algorithme ne fonctionne que pour des graphes sans cycles, c'est-�a-dire

dans lequel il n'existe pas d'ensemble de noeuds fX

i

1

; : : : ;X

i

k

g tel que le graphe contienne soit l'arc (X

i

1

; X

i

k

) soit l'arc (X

i

k

;X

i

1

),

et, pour tout j < k, soit (X

i

j

; X

i

j+1

) soit l'arc (X

i

j+1

; X

i

j

)
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Produit d'une hypermatrice avec un vecteur :

Soient V

n

= [[v

n

]] un vecteur de taille n, et M

pn

= [[m

ij

]]

pn

une matrice. Notons 
 le produit en question. On

sait que le produit de la matrice M

pn

par le vecteur V

n

est �egal au vecteur

N

p

=M

pn


 V

n

=

0

B

@

P

n

i=1

v

j

�m

1j

.

.

.

P

n

i=1

v

j

�m

pj

1

C

A

= [[

n

X

j=1

v

j

�m

ij

]]

p

:

On peut g�en�eraliser ce produit �a des hypermatrices de la mani�ere suivante : Soit M

i

1

i

2

:::i

p

une hypermatrice

soit V

i

k

un vecteur. Alors le produit de l'hypermatrice hypermatrice avec le vecteur est �egal �a M

i

1

i

2

:::i

p


 V

i

k

=

[[

P

i

k

i=1

v

i

�m

j

1

j

2

:::j

k�1

ij

k+1

:::j

p

]]

i

1

i

2

:::i

k�1

i

k+1

:::i

p

.

Produit tensoriel (ou terme �a terme) entre deux vecteurs :

Soient deux vecteurs V

k

= [[v

i

]]

k

et W

k

= [[w

j

]]

k

. Alors le produit tensoriel de V

k

et de W

k

est �egal �a V

k

�W

k

=

[[v

i

� w

i

]]

k

.

4.1.3 Calcul des probabilit�es a priori :

Revenons maintenant aux calculs qui nous int�eressent. Consid�erons un noeud X dont on connâ�t les probabilit�es

a priori de ses parents, Y

1

; : : : ; Y

n

. On a vu que P (X = x

j

) se calcule en th�eorie de la mani�ere suivante :

P (X = x

j

) =

jY

1

j

X

j

1

=1

jY

2

j

X

j

2

=1

: : :

jY

n

j

X

j

n

=1

P (X = x

j

jY

1

= y

j

1

1

; Y

2

= y

j

2

2

; : : : ; Y

n

= y

j

n

n

)� P (Y

1

= y

j

1

1

)� � � � � P (Y

n

= y

j

n

n

):

En pratique, nous allons stocker dans l'ordinateur la probabilit�e conditionnelle P (X = x

i

jY

1

= y

j

1

1

; : : : ; Y

n

=

y

j

n

n

) pour l'ensemble des valeurs x

i

; y

j

1

1

; : : : ; y

j

n

n

, grâce �a une hypermatrice : [[P (x

i

jy

j

1

1

; : : : ; y

j

n

n

)]]

jXjjY

1

j:::jY

n

j

. De

la même mani�ere, nous allons stocker les probabilit�es des parents sous forme de vecteurs [[P (y

j

k

k

)]]

jY

k

j

. D'apr�es les

formules qui pr�ec�edent, il est relativement �evident que l'�equation ci-dessus correspond �a la ligne x

j

du vecteur

[[P (x

i

)]]

jXj

d�e�ni par :

[[P (x

i

)]]

jX

i

j

=

�

� � �

��

[[P (x

i

jy

j

1

1

; : : : ; y

j

n

n

)]]

jXjjY

1

j:::jY

n

j


 [[P (y

j

1

1

)]]

jY

1

j

�


 [[P (y

j

2

2

)]]

jY

2

j

�

� � �

�


 [[P (y

j

n

n

)]]

jY

n

j

:

Autrement dit, le calcul des probabilit�es a priori se ram�ene �a l'algorithme suivant :

Algorithme 1 (Calcul des probabilit�es a priori) Les probabilit�es des noeuds orphelins (sans parents

dans le graphe) sont d�ej�a calcul�ees. Pour tous les noeuds X dont tous les parents Y

1

; : : : ; Y

n

ont �et�e calcul�es,

[[P (X = x

i

)]]

jXj

se calcule de la mani�ere suivante :

[[P (x

i

)]]

jXj

=

�

� � �

��

[[P (x

i

jy

j

1

1

; : : : ; y

j

n

n

)]]

jXjjY

1

j:::jY

n

j


 [[P (y

j

1

1

)]]

jY

1

j

�


 [[P (y

j

2

2

)]]

jY

2

j

�

� � �

�


 [[P (y

j

n

n

)]]

jY

n

j

:

En l'absence de cycle dans le graphe, soit i) il existe un noeud dont tous les parents ont d�ej�a �et�e calcul�es,

auquel cas on peut appliquer l'�equation ci-dessus ; soit ii) tous les noeuds ont �et�e calcul�es.

4.1.4 Calcul des probabilit�es a posteriori

L'int�erêt des r�eseaux bay�esiens ne r�eside pas seulement dans le calcul des probabilit�es a priori ; heureusement,

sinon nous aurions d�evelopp�e un outil bien compliqu�e pour l'utilit�e qu'il procurerait ! Non, l'int�erêt principal

des r�eseaux bay�esiens r�eside dans le calcul de probabilit�es a posteriori. Reprenons l'exemple de la dyspn�ee. Que

nous indiquent les probabilit�es a priori ? Eh bien tout simplement la probabilit�e qu'une personne choisie au

hasard dans la population fume (P (X

2

)), ou bien qu'elle soit all�ee en Asie (P (X

1

)), ou bien encore la proba-

bilit�e qu'une personne choisie au hasard ait une dyspn�ee (P (X

6

)). Cependant, ce n'est pas ce qui int�eresse le

m�edecin pour faire son diagnostic : lui sait que son patient fume et qu'il n'a jamais s�ejourn�e en Asie. Donc

ce qui l'int�eresse, c'est la probabilit�e que le patient ait une dyspn�ee sachant ces informations, autrement dit

P (X

6

=

�

oui

�

jX

1

=

�

non

�

; X

2

=

�

oui

�

). Une probabilit�e conditionn�ee par des informations (des observa-

tions) s'appelle une probabilit�e a posteriori . Grâce �a un exemple simple et des �equations aux dimensions, nous

allons d�eduire comment l'on peut la calculer.
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Lorsque les observations proviennent d'une racine

Consid�erons donc le r�eseau de la �gure 5. On apprend par ailleurs que T , qui a priori pouvait prendre les

UT X Y Z

Fig. 5: Exemple de r�eseau bay�esien

valeurs t

1

; t

2

; : : : ; t

jT j

ne peut plus prendre que deux valeurs t

1

et t

2

. Appelons e cette information (e comme

evidence en anglais). Quelle est maintenant la probabilit�e de chacune des variables al�eatoires connaissant e ?

Autrement dit, que valent P (T je), P (U je), P (X je), P (Y je), P (Zje) ?

Tout d'abord, il faut calculer P (T = t

i

je) pour tout i. Bien �evidemment, si i 6= 1; 2, P (T = t

i

je) = 0. Supposons

que T repr�esente le couple (âge,sexe) des �etudiants dans un groupe de TD. Si t

0

, t

1

, t

2

, t

3

correspondent res-

pectivement aux couples (âge�21 ans, masculin), (âge>21 ans, masculin), (âge�21 ans, f�eminin), (âge>21 ans,

f�eminin), et si en moyenne les groupes contiennent 23 hommes, dont 14 ont plus de 21 ans, et 7 femmes dont 3

ont plus de 21 ans, alors :

P (T = t

1

) =

9

30

; P (T = t

2

) =

14

30

; P (T = t

3

) =

4

30

; P (T = t

4

) =

3

30

:

On stocke sur ordinateur la probabilit�e de T grâce au vecteur [[P (t

i

)]]

jT j

= (

9

30

;

14

30

;

4

30

;

3

30

). Maintenant, on

s�electionne un groupe et l'on s'aper�coit qu'il n'y a aucune femme dans ce groupe. Dans ce cas, on peut dire

qu'en s�electionnant un individu au hasard dans le groupe, on a 14 chances sur 23 qu'il ait plus de 21 ans, et 9

chances sur 23 qu'il ait moins de 21 ans. Ainsi,

P (T = t

1

je) =

9

23

; P (T = t

2

je) =

14

23

; P (T = t

3

je) = 0; P (T = t

4

je) = 0:

Notons que

P

4

i=1

P (T = t

i

je) = 1. Cr�eons un vecteur repr�esentant l'information sur T , E

jT j

= (1; 1; 0; 0), o�u les

1 repr�esentent les valeurs t

i

que peut prendre T et les 0 repr�esentent les valeurs que T ne peut plus prendre, et

e�ectuons le produit tensoriel de [[P (t

i

)]]

jT j

avec E

jT j

. On obtient alors le vecteur [[P (t

i

)]]

jT j

�E

jT j

= (

9

30

;

14

30

; 0; 0),

qui n'est autre que le vecteur repr�esentant P (T je) �a un coe�cient multiplicatif pr�es. Ce dernier est visiblement

�egal �a

30

23

, ce qui correspond en fait �a

1

P (e)

puisqu'on a 23 chances sur 30 de s�electionner un homme lorsque

l'on choisit un individu au hasard dans un groupe choisi lui aussi au hasard. Cependant, nous calculerons ce

coe�cient de la mani�ere suivante : on sait que

P

4

i=1

P (T = t

i

je) = 1, donc obligatoirement, le coe�cient

multiplicatif est l'inverse de la somme des �el�ements du vecteur [[P (t

i

)]]

jT j

� E

jT j

. Sous forme matricielle, cette

somme peut s'�ecrire de la mani�ere suivante :

�

[[P (t

i

)]]

jT j

�E

jT j

�


 1

jT j

, o�u 1

jT j

d�esigne le vecteur de taille jT j

compos�e uniquement de 1. Donc

[[P (t

i

je)]]

jT j

=

1

P (e)

�

[[P (t

i

)]]

jT j

�E

jT j

�

et P (e) =

�

[[P (t

i

)]]

jT j

�E

jT j

�


 1

jT j

:

En principe, on ne calcule jamais le coe�cient multiplicatif P (e) car les calculs restent coh�erents quels que

soient ces coe�cients. Lorsqu'on a besoin de montrer �a l'utilisateur les probabilit�es calcul�ees, il su�t de se

rappeler que

P

i

P (A = a

i

je) = 1, quelle que soit la variable A.

Calculons maintenant P (U je).

P (U = uje) =

P (U = u; e)

P (e)

=

P

4

i=1

P (U = u; ejT = t

i

)� P (T = t

i

)

P (e)

:

Notons que P (U = u; ejT = t

3

) = P (U = u; ejT = t

4

) = 0 puisque ce sont les probabilit�es que U = u et T = t

1

ou t

2

sachant que T = t

3

ou t

4

. De même P (T = t

3

; e) = P (T = t

4

; e) = 0. Par contre, P (U = u; ejT = t

1

) =

P (U = u; ejT = t

2

) = P (U = ujT = t

2

), P (T = t

1

; e) = P (T = t

1

), et P (T = t

2

; e) = P (T = t

2

). Donc

P (U = uje) =

P

4

i=1

P (U = ujT = t

i

)� P (T = t

i

; e)

P (e)

=

4

X

i=1

P (U = ujT = t

i

)� P (T = t

i

je):

Autrement dit, pour calculer P (U = uje), il su�t de faire le produit scalaire de la matrice [[P (u

i

jt

j

)]]

jUjjT j

avec

le vecteur [[P (t

j

je)]]

jT j

. De la même mani�ere, on voit bien que [[P (x

i

je)]]

jXj

= [[P (x

i

ju

j

)]]

jXjjUj


 [[P (u

j

je)]]

jUj

. Par

r�ecurrence,
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Supposons que le r�eseau bay�esien soit une châ�ne et que l'information e provienne de la racine de cette châ�ne.

Soit B un noeud quelconque de la châ�ne (except�e la racine), et soit A son p�ere.

Alors [[P (b

i

je)]]

jBj

= [[P (b

i

ja

j

)]]

jBjjAj


 [[P (a

j

je)]]

jAj

.

D'une mani�ere plus visuelle (cf. �gure 6), voil�a comment se passe la propagation de l'information T = t

1

ou

t

2

dans le r�eseau :

1. T re�coit l'information, sous forme d'un vecteur E

jT j

, qu'il ne peut plus prendre que certaines valeurs.

2. T met alors �a jour sa probabilit�e : [[P (t

i

je)]]

jT j

=

1

P (e)

�

[[P (t

i

)]]

jT j

�E

jT j

�

. Il envoie alors �a son �ls un

message �

TU

= [[P (t

i

je)]]

jT j

.

3. Lorsque U re�coit le message envoy�e par T , il met �a jour sa propre probabilit�e a posteriori : [[P (u

i

je)]]

jUj

=

[[P (u

i

jt

j

)]]

jUjjT j


 �

TU

. Il envoie ensuite �a son �ls un message �

UX

= [[P (u

i

je)]]

jUj

.

4. lorsque X re�coit le message, il met �a jour sa probabilit�e et �emet un message �

XY

, et ainsi de suite. . .

UT X Y Z

information surT

�

TU

�

UX

�

XY

�

Y Z

Fig. 6: Les messages �a envoyer pour calculer les probabilit�es a posteriori

Lorsque les observations proviennent d'une feuille

Supposons maintenant que l'information e ne soit plus en T mais en Z : on apprend que Z peut seulement

prendre les valeurs z

1

et z

2

au lieu des 4 valeurs z

1

; z

2

; z

3

; z

4

. On connâ�t d�ej�a P (Z), cette probabilit�e ayant

�et�e calcul�ee dans les sections 4.1.1 et 4.1.2. De la même mani�ere que l'on avait calcul�e P (T je), on peut calculer

P (Zje) :

[[P (z

i

je)]]

jZj

=

1

P (e)

�

[[P (z

i

)]]

jZj

�E

jZj

�

et P (e) =

�

[[P (z

i

)]]

jZj

�E

jZj

�


 1

jZj

:

Pour calculer P (Y je), nous allons utiliser le th�eor�eme de Bayes :

Th�eor�eme 2 (Th�eor�eme de Bayes) Soient A et B deux variables al�eatoires telles que P (A) 6= 0 et

P (B) 6= 0. Alors :

P (BjA) = P (AjB)�

P (B)

P (A)

: (4)

Appliquons le th�eor�eme :

P (Y je) = P (ejY )�

P (Y )

P (e)

:

Maintenant P (ejY ) = P (Z = z

1

ou z

2

jY ) = P (Z = z

1

jY ) + P (Z = z

2

jY ). En termes matriciels, on obtient :

[[P (ejy

i

)]]

jY j

= [[P (z

j

jy

i

)]]

jZjjY j


E

jZj

:

Par cons�equent,

[[P (y

i

je)]]

jY j

=

1

P (e)

��

[[P (z

j

jy

i

)]]

jZjjY j


E

jZj

�

� [[P (y

i

)]]

jY j

�

:

De la même mani�ere,

P (X je) = P (ejX)�

P (X)

P (e)

=

jY j

X

i=1

P (ejX;Y = y

i

)� P (Y = y

i

jX)�

P (X)

P (e)

:

Or, d'apr�es la signi�cation des arcs dans le graphe, le fait que l'arc (Y; Z) existe, mais que l'arc (X;Z) n'existe

pas, signi�e que Z est ind�ependant de X conditionnellement �a Y . Autrement dit, P (ejX;Y = y

i

) = P (ejY = y

i

).

Donc

P (X je) =

jY j

X

i=1

P (ejY = y

i

)� P (Y = y

i

jX)�

P (X)

P (e)

:
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En termes matriciels, on obtient :

[[P (x

i

je)]]

jXj

=

1

P (e)

�

[[P (ejy

j

)]]

jY j


 [[P (y

j

jx

i

)]]

jY jjXj

�

� [[P (x

i

)]]

jXj

:

Par r�ecurrence, on obtient la propri�et�e suivante :

Supposons que le r�eseau bay�esien soit une châ�ne et que l'information e provienne de la feuille de cette

châ�ne. Soit un noeud B quelconque de la châ�ne (except�e la feuille), et soit A son �ls. Alors [[P (b

i

je)]]

jBj

=

1

P (e)

�

[[P (eja

j

)]]

jAj


 [[P (a

j

jb

i

)]]

jAjjBj

�

� [[P (b

i

)]]

jBj

. L�a encore, le terme multiplicatif

1

P (e)

n'a pas besoin d'être

calcul�e explicitement puisqu'on sait que [[P (b

i

je)]]

jBj

� 1

jBj

= 1.

D'une mani�ere plus visuelle (cf. �gure 7), voil�a comment se passe la propagation de l'information Z = z

1

ou

z

2

dans le r�eseau :

1. Z re�coit l'information sous forme d'un vecteur E

jZj

qu'il ne peut plus prendre que certaines valeurs.

2. Z met alors �a jour sa probabilit�e : [[P (z

i

je)]]

jZj

=

1

P (e)

�

[[P (z

i

)]]

jZj

�E

jZj

�

. Il envoie alors �a son p�ere un

message �

ZY

= [[P (ejy

i

)]]

jY j

= [[P (z

j

jy

i

)]]

jZjjY j


E

jZj

.

3. Lorsque Y re�coit le message envoy�e par Z, il met �a jour sa propre probabilit�e a posteriori : [[P (y

i

je)]]

jY j

=

1

P (e)

�

�

ZY

� [[P (y

i

)]]

jY j

�

. Il envoie ensuite �a son p�ere un message �

Y X

= �

ZY


 [[P (y

j

jx

i

)]]

jY jjXj

.

4. lorsque X re�coit le message, il met �a jour sa probabilit�e et emet un message �

XU

, et ainsi de suite. . .

UT X Y Z

information surZ

�

XU

�

Y X

�

ZY

�

UT

Fig. 7: Les messages �a envoyer pour calculer les probabilit�es a posteriori

Lorsque les observations proviennent d'une racine et d'une feuille

Supposons maintenant qu'on ait eu une information e

T

en T et une information e

Z

en Z. Pour calculer les pro-

babilit�es a posteriori, Dans ce cas, l'algorithme n'est pas compliqu�e, c'est en fait juste une petite g�en�eralisation

de ce que nous avons fait pr�ec�edemment :

1. On calcule les messages � et � avec les formules donn�ees pr�ec�edemment.

2. Pour les noeuds non observ�es, U , X , Y , si l'on note _ l'�egalit�e �a un coe�cient multiplicatif pr�es, les

probabilit�es a posteriori sont �egales �a :

[[P (u

i

je

T

; e

z

)]]

jUj

_

�

[[P (u

i

jt

j

)]]

jUjjT j


 �

TU

�

� �

XU

;

[[P (x

i

je

T

; e

z

)]]

jXj

_

�

[[P (x

i

ju

j

)]]

jXjjUj


 �

UX

�

� �

Y X

;

[[P (y

i

je

T

; e

z

)]]

jY j

_

�

[[P (y

i

jx

j

)]]

jY jjXj


 �

XY

�

� �

ZY

:

3. Pour les noeuds observ�es, T et Z :

[[P (t

i

je

T

; e

z

)]]

jT j

_

�

[[P (t

j

)]]

jT j

� �

UT

�

�E

T

;

[[P (z

i

je

T

; e

z

)]]

jZj

_

�

[[P (z

i

jy

j

)]]

jZjjY j


 �

Y Z

�

�E

Z

:

En fait, dans les calculs, on peut ne pas di��erencier les variables non observ�ees de celles qui le sont si l'on rajoute

�a ces derniers un �ls �ctif qui enverrait un message � �egal au message E. Par exemple, pour T , on rajouterait

un �ls qui enverrait le message E

jT j

.

Dans tout ce qui suit, on appellera les messages � lorsqu'ils sont envoy�es des parents vers les enfants, et �

lorsqu'ils vont des enfants vers les parents.
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UT X Y Z

information surT

information surZ

�

TU

�

UX

�

XY

�

Y Z

�

XU

�

Y X

�

ZY

�

UT

Fig. 8: Les messages �a envoyer pour calculer les probabilit�es a posteriori

4.1.5 Red�e�nition du calcul des probabilit�es a priori �a l'aide des � et des �

Si l'on examine attentivement l'algorithme donn�e page 13 pour calculer les probabilit�es a priori des variables

du r�eseau, on se convaincra assez facilement que cet algorithme se transpose de la mani�ere suivante :

Algorithme 2 (Calcul des probabilit�es a priori)

1.

�

A chaque noeud X du r�eseau, on associe un vecteur d'observation E

jXj

= 1

X

, et sur chaque arc (X;Y ),

on place un message �

Y X

= 1

X

.

2. Pour chaque noeud X dont les probabilit�es a priori de tous ses parents Y

1

; : : : ; Y

n

ont �et�e calcul�ees,

[[P (x

i

)]]

jXj

se calcule de la mani�ere suivante :

[[P (x

i

)]]

jXj

=

��

� � �

��

[[P (x

i

jy

j

1

1

; : : : ; y

j

n

n

)]]

jXjjY

1

j:::jY

n

j


 �

Y

1

X

�


 �

Y

2

X

�

� � �

�


 �

Y

n

X

�

��

Z

1

X

�� � ���

Z

p

X

;

o�u Z

1

; : : : ; Z

p

sont les �ls de X. Lorsque X a calcul�e sa probabilit�e a priori, il envoie un message �

XZ

j

=

[[P (x

i

)]]

jXj

�a tous ses �ls Z

j

.

3. En l'absence de cycle dans le graphe, soit i) il existe un noeud dont tous les parents ont d�ej�a �et�e calcul�es,

auquel cas on peut appliquer le 2 ; soit ii) tous les noeuds ont �et�e calcul�es.

4.1.6 Calcul des probabilit�es a posteriori : le cas g�en�eral

Comprendre l'algorithme ci-dessus se ram�ene globalement �a comprendre le sens des arcs dans le r�eseau. L'exis-

tence d'un arc (X;Y ) signi�e que les variables X et Y ne sont pas ind�ependantes. Si l'on apprend quelque

chose sur l'une de ces deux variables, il est donc normal de propager l'information �a l'autre. Si, au contraire, il

n'existe pas d'arc (X;Y ), mais qu'il existe une suite d'arcs (X;U

1

); (U

1

; U

2

); : : : ; (U

n�1

; U

n

); (U

n

; Y ), alors une

information en X doit avoir des r�epercussions sur U

1

. Oui, mais maintenant, U

1

a re�cu des informations, et

donc il est normal qu'il en fasse pro�ter U

2

, et ainsi de suite. Par r�ecurrence, l'information va transiter jusqu'�a

Y . Maintenant, pourquoi les messages transmis �a travers les arcs du r�eseau sont-ils su�sants pour calculer les

probabilit�es a posteriori ? En fait, d'apr�es la signi�cation des arcs, si l'on n'a pas d'arc de X vers Y , cela signi�e

que conditionnellement aux variables U

1

; : : : ; U

n

, X et Y sont ind�ependants. Ainsi, �a partir du moment o�u X

a envoy�e un message vers U

1

et que celui-ci a mis �a jour sa probabilit�e, X devient ind�ependant de Y , et donc

il n'a pas �a envoyer d'autres messages vers Y pour que la probabilit�e de Y soit mise �a jour proprement.

Conclusion : dans un r�eseau bay�esien quelconque, on peut mettre �a jour toutes les probabilit�es apr�es l'arriv�ee

d'observations uniquement en envoyant des messages �a travers les arcs du r�eseau.

Encore faut-il savoir d�eterminer quels messages envoyer, et dans quel ordre. Pour r�epondre �a la premi�ere question,

il convient de comprendre quelle est la signi�cation de ces messages. La �gure 9 va nous y aider : l'arc (X;Y )

A B
sous-graphesous-graphe

YX

Fig. 9: De la signi�cation du � et du �.

s�epare le r�eseau en deux sous-r�eseaux, d�esign�es par les lettres A et B. L'ensemble des observations du sous-

r�eseau A va avoir un certain impact sur X . Eh bien c'est cet impact que le vecteur �

XY

propage vers Y . De

même, �

Y X

propage vers X l'impact des observations du sous-r�eseau B. Par cons�equent, �

XY

est totalement

ind�ependant de �

Y X

, et ces deux vecteurs peuvent même être calcul�es sur des machines fonctionnant en parall�ele.
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Z

1

�

Y

1

X

�

Z

1

X

Y

1

�

Y

n

X

�

Z

p

X

Z

2

Z

p

Y

2

Y

n

X

Fig. 10: Les messages �a envoyer.

Consid�erons maintenant la �gure 10 : un noeud X a pour parents Y

1

; : : : ; Y

n

et pour enfants Z

1

; : : : ; Z

p

. Il d�esire

envoyer un message �

XY

1

vers Y

1

. Il doit donc consid�erer comme sous-r�eseauB la partie du r�eseau de la �gure 10

en haut �a gauche de Y

1

, et comme sous-r�eseau A le reste du r�eseau de la �gure 10. Donc, le message �

XY

1

doit

imp�erativement renfermer les informations contenues dans tous les �

Y

j

X

, pour j � 2, car les Y

j

ou leurs parents

peuvent avoir �et�e observ�ees. Pour les mêmes raisons, �

XY

1

doit aussi renfermer les informations contenues

dans tous les �

Z

i

X

. Les �equations aux dimensions vont nous montrer comment r�ealiser cela : les �

Y

j

X

ont

pour taille jY

j

j. Or, X ne connâ�t a priori cette dimension que par l'interm�ediaire de sa matrice de probabilit�e

conditionnelle.

�

Etant donn�e que �

XY

1

a pour dimension jY

1

j, il va falloir faire disparâ�tre de la matrice de

probabilit�e conditionnelle les dimensions en Y

j

, j � 2. Le seul op�erateur que l'on ait d�e�ni qui nous permette

cela est le produit hypermatrice-vecteur. On devra donc calculer

���

[[P (xjy

1

; y

2

; : : : ; y

n

)]]

jXjjY

1

j:::jY

n

j


 �

Y

2

X

�


 �

Y

3

X

�


 � � �

�


 �

Y

n

X

:

Apr�es calcul, on obtient une matrice de taille jX jjY

1

j. Il faut donc encore �eliminer la dimension en X (donc

faire un produit matrice-vecteur) pour obtenir un message ayant la bonne taille. Tous les �

Z

i

X

ainsi que E

X

ont pour taille X . On va donc constituer un vecteur de taille X int�egrant toutes leurs informations, et puis on

va multiplier ce vecteur par la matrice de taille jX jjY

1

j. On obtiendra alors un vecteur de taille Y

1

, qui a en

outre le bon goût de renfermer exactement les informations que l'on veut faire passer �a Y

1

. Donc :

�

XY

1

=

���

[[P (xjy

1

; : : : ; y

n

)]]

jXjjY

1

j:::jY

n

j


 �

Y

2

X

�


 � � �

�


 �

Y

n

X

�




�

�

Z

1

X

� �

Z

2

X

� � � � � �

Z

p

X

�E

X

�

:

De la même mani�ere, les �equations aux dimensions nous montrent que

�

XZ

1

=

���

[[P (xjy

1

; : : : ; y

n

)]]

jXjjY

1

j:::jY

n

j


 �

Y

1

X

�


 � � �

�


 �

Y

n

X

�

� �

Z

2

X

� � � � � �

Z

p

X

�E

X

:

Maintenant, il reste �a ordonner les envois de messages. D'apr�es la sous-section pr�ec�edente, sans perte de

g�en�eralit�e, on peut supposer que la phase de calcul des probabilit�es a priori a �etabli des valeurs pour les �

et � de chaque arc du r�eseau. En partant de cette hypoth�ese, on peut montrer assez facilement par r�ecurrence

que l'algorithme suivant organise correctement les envois de messages :

Algorithme 3 (Calcul des probabilit�es a posteriori)

1. On choisit un noeud X au hasard.

2. Ce noeud demande �a ses voisins de lui envoyer un message.

�

A leur tour, les voisins demandent �a leurs

voisins (sauf X) de leur envoyer des messages, et ainsi de suite : chaque noeud demande �a tous ses

voisins, except�e le noeud qui lui a demand�e d'envoyer un message, de lui envoyer un message. Les

noeuds aux extr�emit�es du r�eseau ne peuvent plus demander de message �a personne. Ils �emettent alors

leur message. Lorsqu'un noeud a re�cu tous les messages qu'il attendait, il envoie alors le message qu'on

lui avait demand�e, et ainsi de suite jusqu'�a X.

3. Lorsque X a re�cu tous les messages qu'il avait demand�e, il distribue des messages �a tous ses voisins.

�

A leur tour, ceux-ci distribuent des messages vers leurs voisins, except�e X, et ainsi de suite, jusqu'�a ce

qu'on ne puisse plus envoyer de message.

Chaque message est calcul�e selon les formules donn�ees au bas de la page pr�ec�edente. La phase 2 s'appelle une

collecte d'informations et la phase 3 s'appelle une distribution d'informations.

Exemple : Consid�erons le graphe de la �gure 11. Supposons que T , W , Y et Z aient �et�e observ�es. Choisissons
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V

XWW

Y,Z

Z

T
W

Y

Z

T V

XW

Y

Z

T

Y,Z,T Y,Z,T

W,T

W,T

W,Y,Z

collecte di�usion

Fig. 11: Collecte d'informations.

un noeud au hasard, disons X .

collecte : X demande �a V , Y et T de lui envoyer leurs messages. T envoie tout de suite son �

TX

, qui contient les

informations sur l'observation de T . Y et V demandent quant �a eux �a Z et �aW de leur envoyer des messages.W

envoie �

WV

�a V . Ce message contient les informations sur l'observation de W . Z envoie �

ZY

pour que Y puisse

connâ�tre les informations sur l'observation de Z. V envoie �a X un message �

V X

qui contient les informations

sur l'observation de W . En�n, Y envoie �a X un message contenant �a la fois les informations sur l'observation

de Z et sur celle de Y . Ainsi, X connâ�t les impacts de toutes les informations.

di�usion : X envoie �a V un message �

XV

= [[P (x

i

)]]

jXj


 (�

TX

� �

Y X

�E

X

). Autrement dit, le message �

XV

renferme l'impact des observations sur T , Y et Z. Le noeud X envoie aussi les messages �

XY

= [[P (x

i

)]]

jXj




(�

TX

� �

V X

�E

X

) et �

XT

= [[P (x

i

)]]

jXj


 (�

Y X

� �

V X

�E

X

), qui contiennent respectivement les impacts

des observations sur T;W , et sur Y; Z;W . Le noeud V envoie alors un message �

VW

qui contient l'impact des

observations de Y; Z; T sur W . En�n, Y envoie un message �

Y Z

qui contient l'impact de W;T sur Z.

Apr�es la collecte et la di�usion, tous les noeuds ont re�cu les impacts de chacune des observations. Une �equation

aux dimensions nous indique alors comment calculer les probabilit�es a posteriori des noeuds en fonction des

messages qu'ils ont re�cu. Un noeud X ayant pour parents Y

1

; : : : ; Y

n

et pour enfants Z

1

; : : : ; Z

p

connâ�t les

dimensions de ses parents grâce �a [[P (x

i

jy

1

; : : : ; y

n

]]

jXjjY

1

j:::jY

n

j

. Pour faire disparâ�tre les dimensions des parents,

il va falloir faire des produits de la matrice de probabilit�e conditionnelle avec les messages �

Y

i

X

. On obtient

alors un vecteur de taille jX j. Il su�t alors de faire des produits tensoriels avec E

X

et avec les �

Z

j

X

pour obtenir

[[P (x

i

je)]]

jXj

:

Si e repr�esente l'ensemble des observations que l'on veut propager dans le r�eseau, alors :

[[P (x

i

je)]]

jXj

=

���

[[P (xjy

1

; : : : ; y

n

)]]

jXjjY

1

j:::jY

n

j


 �

Y

1

X

�


 � � �

�


 �

Y

n

X

�

� �

Z

1

X

� � � � � �

Z

p

X

�E

X

:

4.2 Travail demand�e dans la Partie III : les calculs dans le r�eseau

Question 15 D�e�nissez la fonction copy hypermatrice : Hypermatrice -> Hypermatrice qui prend en

argument une hypermatrice et qui renvoie une copie de celle-ci. Les hypermatrices �etant d�e�nies �a partir du

type vect, si l'on �ecrit let hypermat1 = hypermat2; ; les deux hypermatrices partageront leurs donn�ees,

c'est-�a-dire que si l'on modi�e un �el�ement dans hypermat1, il sera aussi modi��e dans hypermat2, ce qui peut

être gênant pour certains calculs. Le but de la pr�esente fonction est donc d'empêcher ce partage des donn�ees.

Vous utiliserez pour cela la fonction copy vect du module vect (cf. le manuel de r�ef�erence).

Question 16 D�e�nissez la fonction prod tensoriel : Hypermatrice -> Hypermatrice -> unit qui

prend en argument deux hypermatrices et qui stocke dans la premi�ere le produit tensoriel des deux hyperma-

trices. Si ces derni�eres sont de dimensions di��erentes, elle l�eve une exception Bad Dimension "prod tensoriel".

Question 17 D�e�nissez la fonction get dim hypermatrice : Hypermatrice -> (int * int) vect qui

prend en argument une hypermatrice et qui renvoie un vecteur dont chaque �el�ement est un couple repr�esentant

des informations sur une dimension de l'hypermatrice. Le premier �el�ement de ce couple correspond �a l'indice

du noeud correspondant �a la dimension, dans le vecteur de noeuds repr�esentant le r�eseau bay�esien ; le deuxi�eme

est le nombre de modalit�es de ce noeud. Pour expliquer plus simplement, si, �a une dimension de l'hypermatrice,

on trouve Vect (4, make vect 5 1.), le couple renvoy�e par la fonction est (4,5). Ainsi,

get_dim_hypermatrice (Mat(2, [|Vect (0, [|0.65; 1.3; 0.35|]);

Vect (0, [|0.2; 5.6; 0.8|])|]));;
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renverra [|(2,2); (0,3)|].

Question 18 D�e�nissez la fonction add hypermatrice : Hypermatrice -> Hypermatrice -> unit qui

prend en argument deux hypermatrices et stocke dans la premi�ere la somme des deux. Si les matrices n'ont pas

les mêmes dimensions, elle l�eve l'exception Bad Dimension "add hypermatrice".

Question 19 D�e�nissez la fonction prod hypermatrice scalaire : Hypermatrice -> float -> unit qui

prend en arguments une hypermatrice et un scalaire, et qui stocke dans le premier le produit de l'hypermatrice

par le scalaire.

Question 20 D�e�nissez la fonction rescale proba : Hypermatrice -> unit qui prend une hypermatrice

repr�esentant soit un message (�, �), un vecteur de probabilit�e marginale, ou une hypermatrice de probabilit�e

conditionnelle. La fonction modi�e cette hypermatrice de mani�ere �a ce que la somme des �el�ements de chacun

des vecteurs sur sa derni�ere dimension soit �egale �a 1. Par exemple, apr�es la session

let M = Mat(2, [|Vect (0, [|0.65; 1.; 0.35|]);

Vect (0, [|0.2; 3.; 0.8|])|]);;

rescale_proba M;;

on obtient une hypermatrice M �egale �a :

M : Mat(2, [|Vect (0, [|0.325; .5; 0.175|]);

Vect (0, [|0.05; .75; 0.2|])|])

Question 21 Les fonctions collect evidence et distribute evidence vous sont fournies dans le �chier

partie 3.ml. Elles r�ealisent les collectes et distributions des messages d�ecrits plus haut. Mais on ne voit pas

s'a�cher dans la fenêtre camlgraph les messages qu'elles font transiter dans le r�eseau.

Dans le �chier partie 3.ml, il existe justement deux fonctions, draw message : int * int -> int * int

-> unit et draw ask message : int * int -> int * int -> unit, qui dessinent pr�ecis�ement des �eches �a

côt�e des arcs sur lesquels transitent les messages. Les couples d'int pass�es en arguments de ces fonctions

correspondent aux coodonn�ees x,y des noeuds aux extr�emit�es des arcs de transition. Dans draw message, les

premi�eres coordonn�ees sont celles du noeud qui envoie le message, et les derni�eres sont celles du noeud qui re�coit

le message. Dans draw ask message, les premi�eres coordonn�ees sont celles du noeud qui demande un message,

et les derni�eres sont celles du noeud �a qui il demande le message.

A�n de voir les messages s'a�cher dans la fenêtre camlgraph, ins�erez dans les codes des fonctions

collect evidence et distribute evidence des appels �a ces fonctions.

Question 22 Les fonctions collect evidence et distribute evidence ne sont pas optimis�ees car elles

e�ectuent plusieurs fois les mêmes calculs. En lisant attentivement ces fonctions, ou bien en les tra�cant (trace

"nom de fonction"), essayer de trouver o�u sont r�ealis�es ces calculs redondants, et trouvez une parade pour ne

les faire qu'une seule fois.

Question 23 Est-il possible d'intervertir dans les fonctions collect evidence et distribute evidence les

appels de process voisin appliqu�e aux enfants du noeud courant et de process voisin appliqu�e aux parents ?

Expliquez pourquoi ?

Pour obtenir un ex�ecutable de la partie III du TP, tapez : camlc -custom -o fin tp unix.zo graphics.zo

partie 1.ml graph.zo interface.zo partie 2.ml partie 3.ml fin.zo -lgraph -lunix -lX11
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