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1 Introdu
tion �a la statistique des
riptive

Le but de la statistique des
riptive en g�en�eral, et de 
e 
ours en parti
ulier, est de proposer une m�ethodologie

permettant la synth�ese d'informations 
ontenues dans des amas de donn�ees, ainsi que leur exploitation.

Exemple 1 : A�n d'�etudier la r�epartition des salaires mensuels de jeunes 
adres dans une entreprise, une

enquête a �et�e r�ealis�ee, qui a permis de 
onsigner les salaires des 
ent 
adres que 
ompte l'entreprise

(60 hommes et 40 femmes). Les tableaux 1 et 2 
i-dessous repr�esentent les donn�ees <brutes> r�e
olt�ees, �a

savoir la liste des salaires de tous les 
adres de l'entreprise.

18 10 12 12 10 14 14 14 12 12 16 18 10 16 16

16 16 12 12 14 14 14 14 12 16 14 14 16 16 16

12 10 18 12 18 18 14 14 14 12 16 14 16 16 14

10 16 16 14 14 14 12 16 16 14 14 12 14 10 10

Tab. 1: Salaires des 60 
adres mas
ulins (exprim�es en kF)

16 16 14 14 14 14 10 12 12 08 20 14 14 12 16

14 20 14 12 12 16 10 10 18 10 16 12 12 14 10

14 18 12 12 16 08 14 10 12 14

Tab. 2: Salaires des 40 
adres f�eminins (exprim�es en kF)

Grâ
e �a 
es deux tableaux, il devrait être possible d'estimer, par exemple, quel est le salaire moyen

des 
adres mas
ulins, 
elui du personnel f�eminin, quel est le salaire le plus bas, le plus �elev�e. Est-
e que

l'entreprise paye mieux son personnel mas
ulin que son personnel f�eminin ? La r�eponse �a 
es questions

pourrait permettre, entre autres, de situer l'entreprise par rapport �a ses 
on
urrents. . .

Malheureusement 
elle-
i ne d�e
oule pas dire
tement des deux tableaux : il faut d'abord synth�etiser

les informations qu'ils 
ontiennent avant de pouvoir en extraire une information <ais�ement utilisable>.

Par exemple, on ne peut pas dire sans e�e
tuer de 
al
ul si l'entreprise paye �equitablement son personnel

sans distin
tion de sexe. Nous verrons dans 
e 
ours des outils permettant de r�epondre �a 
e type de

questions. �

1.1 Un peu de vo
abulaire

D�e�nition 1 : On appelle population (statistique) l'ensemble des objets ou des personnes sur lesquels porte

une �etude. Chaque �el�ement de la population est appel�e un individu. Les 
rit�eres selon lesquels on �etudie

une population sont appel�es des 
ara
t�eres. Les valeurs que peuvent prendre les 
ara
t�eres sont appel�es des

modalit�es. On dit qu'un 
ara
t�ere est quantitatif si son ensemble de modalit�es est un ensemble de nombres,

et si 
eux-
i 
orrespondent �a une �e
helle math�ematique. Dans le 
as 
ontraire, le 
ara
t�ere est dit qualitatif.

Par 
onvention, un 
ara
t�ere quantitatif est aussi appel�e variable statistique.

Exemple 2 : A�n de d�eterminer les taxes d'habitation, une 
ommune pro
�ede au re
ensement de toutes ses

habitations. Celles-
i sont �evalu�ees grâ
e au formulaire suivant :

Type de logement . . . . . . . . . . . . . . . appartement

maison individuelle

autre

Surfa
e habitable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Nombre de pi�e
es d'habitation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Y a-t-il une 
uisine ? . . . . . . . . . . . . oui, priv�ee

oui, 
ommune

non

Salle de bains ou dou
he ? . . . . . . . oui, priv�ee

oui, 
ommune

non
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L'ensemble de toutes les habitations forme alors la population, et un logement parti
ulier est un individu

de la population statistique. Les 
ara
t�eres 
orrespondent aux questions pos�ees. Si une habitation 
ontient

3 pi�e
es, alors 3 est une modalit�e du 
ara
t�ere <Nombre de pi�e
es d'habitation>. Le <type de logement>,

l'existen
e d'une <
uisine>, d'une <salle de bain ou dou
he> sont des 
ara
t�eres qualitatifs tandis que la

<surfa
e habitable> et le <nombre de pi�e
es d'habitation> sont des 
ara
t�eres quantitatifs. �

Notons qu'on peut asso
ier des modalit�es num�eriques �a un 
ara
t�ere qualitatif. Par exemple, on pourrait attri-

buer au 
ara
t�ere <type de logement> les modalit�es 1, 2, 3, en prenant la 
onvention : 1 signi�e <appartement>,

2 signi�e <maison individuelle>, et 3 �equivaut �a <autres>. Mais 
ela ne transformerait en au
un 
as le 
ara
t�ere

en une variable statistique. En e�et, les 
hi�res 1, 2, 3, ne re
�etent au
une �e
helle num�erique : on aurait pu

prendre n'importe quel nombre, et 
e dans n'importe quel ordre. Par exemple, les modalit�es auraient pu être

3, 10, 50 ave
 la 
onvention : 50 = <appartement>, 3 = <maison individuelle>, et 10 = <autres>. Don
 dire

qu'une modalit�e est sup�erieure �a une autre ou vaut deux fois plus qu'une autre n'a au
une signi�
ation : le


ara
t�ere est alors qualitatif.

Exemple 3 : Dans une 
ompagnie d'aviation, on 
her
he �a 
onnâ�tre par une �etude s'il existe une relation entre

le nombre de langues parl�ees 
ouramment et le poste o

up�e au sein de la 
ompagnie. La population est

don
 l'ensemble du personnel de la 
ompagnie. Il y a deux 
ara
t�eres : le nombre de langues parl�ees,

et le poste o

up�e (m�e
ani
ien, pilote, hôtesse. . .). Le premier est quantitatif (
'est don
 une variable

statistique) ; le se
ond est qualitatif. �

D�e�nition 2 : Une variable statistique est dis
r�ete si les valeurs num�eriques qu'elle peut prendre sont isol�ees

(un ensemble d'entiers par exemple). Une variable statistique est 
ontinue si elle peut prendre a priori toutes

les valeurs num�eriques d'un intervalle.

Exemple 2 (suite) : Le 
ara
t�ere <surfa
e habitable> est une variable statistique 
ontinue 
ar l'ensemble de

ses modalit�es est R

+

. Par 
ontre la variable statistique <Nombre de pi�e
es d'habitation> est dis
r�ete 
ar

ses modalit�es sont des nombres entiers. �

Dans la suite du 
ours, nous nous int�eresserons surtout aux variables statistiques.

caractère

quantitatif (variable statistique)qualitatif

discret continu

Fig. 1 { Classi�
ation des 
ara
t�eres.

1.2 Distribution et repr�esentation d'un 
ara
t�ere qualitatif et d'une variable sta-

tistique dis
r�ete

Dans la suite du 
ours, nous noterons les 
ara
t�eres en majus
ules : A;B;C;X; Y . . . Pour 
haque 
ara
t�ereX ,

on notera ses modalit�es de la mani�ere suivante : x

1

; x

2

; x

3

: : :

D�e�nition 3 : Soit X un 
ara
t�ere d�e�ni sur une population de N individus et dont l'ensemble des modalit�es

est fx

1

; : : : ; x

I

g. L'e�e
tif (on dit en
ore l'e�e
tif absolu) de la modalit�e x

i

est le nombre d'individus de la

population pour lesquels le 
ara
t�ere X prend la valeur x

i

. On le note habituellement N

i

.

La fr�equen
e (on dit en
ore l'e�e
tif relatif) de la modalit�e x

i

, que l'on note f

i

, est d�e�nie par f

i

= N

i

=N .

La distribution du 
ara
t�ere X est l'ensemble des 
ouples f(x

1

; f

1

); (x

2

; f

2

); : : :g.
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Exemple 1 (suite) : L'entreprise poss�ede 100 
adres, et l'on �etudie la r�epartition des salaires, notamment en

fon
tion du sexe du personnel. Par 
ons�equent, la population �etudi�ee est l'ensemble de tous les 
adres

de l'entreprise. Un individu de la population 
orrespond �a un 
adre. Il y a 100 
adres, don
 N = 100.

Consid�erons maintenant le 
ara
t�ere X = <sexe>. Ses modalit�es sont fx

1

= mas
ulin; x

2

= f�emining. On

sait qu'il y a 60 hommes et 40 femmes dans l'entreprise. Don
N

1

= 60 etN

2

= 40, et f

1

= N

1

=N = 60=100

et f

2

= 40=100. Autrement dit, f

1

= 60% de la population est mas
uline, et f

2

= 40% est f�eminine. Ces

donn�ees peuvent être synth�etis�ees dans le tableau suivant :

modalit�es mas
ulin f�eminin

e�e
tif 60 40

fr�equen
e

60

100

40

100

Tab. 3: Synth�ese du 
ara
t�ere X .

�

Exemple 3 (suite) : L'enquête men�ee au sein de la 
ompagnie d'aviation a permis d'�etablir la liste de donn�ees

<brutes> suivante :

r�epondant n

o

nb de langues poste r�epondant n

o

nb de langues poste

1 1 m�e
ani
ien 13 2 pilote

2 2 hôtesse 14 2 hôtesse

3 1 m�e
ani
ien 15 3 hôtesse

4 1 
adre 16 1 
adre

5 2 
adre 17 1 m�e
ani
ien

6 3 pilote 18 3 pilote

7 2 
adre 19 2 
adre

8 2 m�e
ani
ien 20 2 hôtesse

9 1 pilote 21 1 m�e
ani
ien

10 2 pilote 22 2 hôtesse

11 1 m�e
ani
ien 23 2 pilote

12 4 hôtesse 24 2 hôtesse

Tab. 4: Nombre de langues parl�ees par les employ�es.

La population, 
'est-�a-dire le nombre d'employ�es de la 
ompagnie d'aviation, est �egal �a N = 24. Le


ara
t�ere X = <poste> (qui est un 
ara
t�ere qualitatif) a pour ensemble de modalit�es fx

1

= 
adre; x

2

=

hôtesse; x

3

= m�e
ani
ien; x

4

= piloteg. Dans le tableau 
i-dessus, on peut 
ompter 7 hôtesses, don


N

2

= 7 et f

2

= N

2

=N = 7=24. De la même mani�ere, le 
ara
t�ere Y = <nombre de langues>(qui est une

variable statistique dis
r�ete) a pour ensemble de modalit�es fy

1

= 1; y

2

= 2; y

3

= 3; y

4

= 4g. L'e�e
tif et

la fr�equen
e des modalit�es des 
ara
t�eres X et Y se r�esument au tableau 
i-apr�es :

modalit�e de X e�e
tif fr�equen
e


adre 5 5/24

hôtesse 7 7/24

m�e
ani
ien 6 6/24

pilote 6 6/24

modalit�e de Y e�e
tif fr�equen
e

1 8 8/24

2 12 12/24

3 3 3/24

4 1 1/24

Tab. 5: E�e
tif et fr�equen
e.

�

Passer des donn�ees brutes (tableau 4) au tableau 5 
i-dessus est avantageux 
ar les informations y sont plus

fa
ilement exploitables. Il est par exemple plus fa
ile de 
al
uler le nombre moyen de langues parl�ees par le

personnel, ou bien la 
at�egorie de personnel la plus repr�esent�ee �a partir du tableau 5 qu'�a partir du tableau 4.

Mais on peut en
ore am�eliorer la lisibilit�e des informations en utilisant des repr�esentations graphiques.

D�e�nition 4 : Soit un 
ara
t�ere X dont la distribution est f(x

1

; f

1

); (x

2

; f

2

); (x

3

; f

3

); : : :g. Le

diagramme en bâtons est un graphe dans lequel on asso
ie �a 
ha
une des modalit�es x

i

(repr�esent�ees sur

l'axe horizontal) un bâton de hauteur f

i

. Si l'on �elargit les bâtons, on obtient une repr�esentation en 
olonnes.
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Exemples 3 et 1 (suite) : La partie droite du tableau 5 (qui repr�esente une variable statistique dis
r�ete)

peut être illustr�ee par les graphes suivants :

nombre de
langues

fréquence

3/24

8/24

12/24

1/24
1 32 4

nombre de
langues

Diagramme en bâtons Représentation en colonnes

fréquence

3/24

8/24

12/24

1/24
1 32 4

Fig. 2: repr�esentation en bâtons et en 
olonnes.

De mani�ere tout �a fait similaire, on peut repr�esenter un 
ara
t�ere qualitatif par un diagramme en

bâtons ou par une repr�esentation en 
olonnes. Par exemple, les 
ara
t�eres <poste> et <sexe> des ta-

bleaux 5 et 3 peuvent être illustr�es respe
tivement par :

cadre hôtesse mécanicienpilote

fréquence

6/24
7/24

5/24

poste

Diagramme en bâtons Représentation en colonnes

cadre hôtesse mécanicienpilote

fréquence

6/24
7/24

5/24

poste

Fig. 3: Repr�esentation en bâtons et en 
olonnes du 
ara
t�ere <poste>.

40/100
60/100

féminin

fréquence

masculin

sexe

Diagramme en bâtons

40/100
60/100

féminin

fréquence

masculin

sexe

Représentation en colonnes

Fig. 4: Repr�esentation en bâtons et en 
olonnes du 
ara
t�ere <sexe>.

�

1.3 Distribution et repr�esentation d'une variable statistique 
ontinue

D'une mani�ere g�en�erale, on va essayer d'appliquer aux variables statistiques 
ontinues les mêmes traitements

que pour les variables qualitatives ou bien quantitatives dis
r�etes. Ainsi :

Exemple 1 (suite) :

�

A partir des tableaux 1 et 2 de la page 4 nous pourrions utiliser la d�e�nition 3 pour

d�eterminer l'e�e
tif et la fr�equen
e de la variables statistique 
ontinue <salaire> :
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{ Si la population �etudi�ee est limit�ee �a l'ensemble des 
adres mas
ulins, alors N = 60 
ar l'entreprise ne


ompte que 60 hommes. De plus, l'ensemble des modalit�es de la variable X = <salaire mensuel> est fx

1

=

10; x

2

= 12; x

3

= 14; x

4

= 16; x

5

= 18g 
ar 
e sont les seuls 
hi�res que l'on retrouve dans le tableau 1.

On peut d�enombrer 20 
hi�res <14> dans le tableau 1, d'o�u N

3

= 20 et f

3

= N

3

=N = 20=60 = 1=3. Un

tiers du personnel mas
ulin a don
 un salaire de 14000F. On peut don
 synth�etiser le tableau 1 dans le

tableau suivant (en parti
ulier, les lignes 1 et 3 donnent la distribution des modalit�es) :

modalit�es 10 12 14 16 18

e�e
tifs 7 12 20 16 5

fr�equen
es

7

60

12

60

20

60

16

60

5

60

Tab. 6: Synth�ese des salaires du personnel mas
ulin.

{ Si la population �etudi�ee est limit�ee �a l'ensemble des 
adres f�eminins, alorsN = 40, l'ensemble des modalit�es

de la variable X = <salaire mensuel> est fx

1

= 8; x

2

= 10; x

3

= 12; x

4

= 14; x

5

= 16; x

6

= 18; x

7

= 20g.

Suivant le même prin
ipe, on peut r�esumer le tableau 2 dans le tableau suivant :

modalit�es 8 10 12 14 16 18 20

e�e
tifs 2 6 10 12 6 2 2

fr�equen
es

2

40

6

40

10

40

12

40

6

40

2

40

2

40

Tab. 7: Synth�ese des salaires du personnel f�eminin.

{ Si la population �etudi�ee est l'ensemble de tous les 
adres de l'entreprise, N = 100, l'ensemble des modalit�es

de la variable X = <salaire mensuel> est fx

1

= 8; x

2

= 10; x

3

= 12; x

4

= 14; x

5

= 16; x

6

= 18; x

7

= 20g et

les tableaux 1 et 2 sont synth�etis�es dans :

modalit�es 8 10 12 14 16 18 20

e�e
tifs 2 17 22 32 22 7 2

fr�equen
es

2

100

17

100

22

100

32

100

22

100

7

100

2

100

Tab. 8: Synth�ese des salaires du personnel.

�

Cependant la nature 
ontinue du 
ara
t�ere peut poser quelques probl�emes 
omme l'illustre l'exemple suivant :

Exemple 4 : On �etudie les revenus d'une promotion de 40 ing�enieurs trois ans apr�es leur sortie de leur �e
ole

d'ing�enieur. Apr�es avoir demand�e �a 
ha
un son salaire, on dresse la liste suivante :

19600 12500 17700 18800 19100 14700 21900 22500 21800 20100

16200 20500 12200 25400 20900 21200 15500 21300 17900 25000

21700 14400 18300 16700 23000 17000 24300 27000 27700 22200

18000 17500 23700 21600 13800 19200 20200 15100 19600 17200

Tab. 9: Salaires mensuels des 40 ing�enieurs (exprim�es en F).

Le probl�eme auquel nous sommes alors 
onfront�es est le suivant : l'e�e
tif de 
haque modalit�e est de 1,

autrement dit, on ne ren
ontre pas deux fois exa
tement la même valeur dans le tableau 
i-dessus. Les

e�e
tifs et les fr�equen
es des modalit�es ne permettent don
 pas de synth�etiser les donn�ees brutes, pas

plus que ne le permettent le diagramme en bâtons ou la repr�esentation en 
olonnes.

�

A titre indi
atif, dans

la �gure 
i-dessous se trouve le diagramme en bâtons que l'on aurait obtenu.

12
20

0
12

50
0

13
80

0

14
40

0
14

70
0

15
10

0

16
20

0
16

70
0

17
00

0
17

20
0

17
50

0
17

70
0

18
00

0

18
80

0
18

30
0

19
10

0
19

20
0

19
60

0

17
90

0 20
20

0
20

10
0

20
50

0
20

90
0

21
20

0
21

30
0

21
80

0
21

60
0

21
90

0 22
20

0
22

50
0

23
00

0

23
70

0

salaire

24
30

0

fréquence

1/40

Fig. 5: Diagramme en bâtons.

Ce diagramme n'est manifestement pas plus lisible que le tableau 9. �
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Pourquoi est-
e que l'e�e
tif et la fr�equen
e r�esument bien les donn�ees brutes lorsque les 
ara
t�eres sont

dis
rets ou qualitatifs, et pas quand ils sont 
ontinus ? En fait, dans les exemples de la se
tion 1.2, la taille de la

population est bien sup�erieure au nombre de modalit�es des 
ara
t�eres (dans l'exemple 1, <sexe> a 2 modalit�es

et <salaire> en a 7 alors que la population 
ompte 100 individus ; dans l'exemple 3, <poste> et <nombre de

langues> ont 4 modalit�es et la population a 24 individus, et
). Par d�e�nition, une variable statistique 
ontinue

peut prendre une in�nit�e de valeurs dans tout intervalle ; on ne peut don
 pas raisonnablement esp�erer que le

nombre de modalit�es d'un 
ara
t�ere 
ontinu soit tr�es inf�erieur �a la taille de la population. Comment se sortir

de 
e pi�ege ? Tout simplement en <dis
r�etisant> le 
ara
t�ere, 
'est-�a-dire en regroupant toutes les modalit�es

appartenant �a 
ertains intervalles dans des 
lasses de donn�ees.

Exemple 4 (suite) : A�n de synth�etiser les donn�ees du tableau 9, regroupons les modalit�es en tran
hes de

2000F. En arrondissant, les salaires sont globalement �etal�es entre 12000F et 28000F. On aura don
 8


lasses : [12000F; 14000F[; [14000F; 16000F[; : : : ; [26000F; 28000F[, o�u [x; y[ d�esigne l'intervalle entre x et

y, x 
ompris mais y non 
ompris. En regroupant les valeurs du tableau 9, on obtient le tableau suivant :

Classe de salaire e�e
tif fr�equen
e Classe de salaire e�e
tif fr�equen
e

[12000; 14000[ 3 3=40 [20000; 22000[ 10 10=40

[14000; 16000[ 4 4=40 [22000; 24000[ 4 4=40

[16000; 18000[ 7 7=40 [24000; 26000[ 3 3=40

[18000; 20000[ 7 7=40 [26000; 28000[ 2 2=40

Tab. 10: Regroupement en 
lasses.

�

Les 
lasses 
onstituent un ensemble dis
ret. Si l'on rempla�
ait le 
ara
t�ere <salaire> par un nouveau 
ara
t�ere

<
lasse de salaires>, on pourrait don
 utiliser les diagrammes en bâtons ou en 
olonnes vus dans la se
tion 1.2.

Exemple 4 (suite) :

�

A partir des donn�ees du tableau 10, on obtiendrait le diagramme en bâtons suivant :

[12,14[ [14,16[ [16.18[ [18,20[ [20,22[ [22,24[ [24,26[ [26,28[

salaire

fréquence

2/40
3/40
4/40

7/40

10/40

Fig. 6: R�epartition du salaire en kF.

En �elargissant les bâtons, on obtiendrait une repr�esentation en 
olonnes. Contrairement au 
as dis
ret,

dans lequel la largeur des 
olonnes n'a au
une signi�
ation, il serait assez logique d'imposer que la largeur

des 
olonnes 
orresponde aux bornes des 
lasses. On obtiendrait ainsi la repr�esentation suivante :



Se
tion 1. Introdu
tion �a la statistique des
riptive 10

fréquence

2/40
3/40
4/40

7/40

10/40

12000 14000 16000 18000 20000 22000 24000 26000 28000

salaire

Fig. 7: R�epartition du salaire en F.

�

Malheureusement, si l'on pro
�edait de 
ette mani�ere, la le
ture de la repr�esentation en 
olonnes pourrait

�eventuellement nous induire en erreur. En e�et, il n'y a au
une raison de ne 
onsid�erer que des 
lasses de même

largeur. Voi
i 
e qui arrive lorsque la largeur des 
lasses n'est pas 
onstante :

Exemple 4 (suite) : Dis
r�etisons la variable <salaire> grâ
e aux 
lasses suivantes : f[12000F; 17000F[, [17000F;

18000F[, [18000F; 19000F[, [19000F; 20000F[, [20000F; 21000F[, [21000F; 22000F[, [22000F; 27000F[g. On

obtient alors le tableau d'e�e
tif et de fr�equen
e 
i-apr�es :

Classe de salaire e�e
tif fr�equen
e

[12000; 17000[ 9 9=40

[17000; 18000[ 5 5=40

[18000; 19000[ 3 3=40

[19000; 20000[ 4 4=40

[20000; 21000[ 4 4=40

[21000; 22000[ 6 6=40

[22000; 28000[ 9 9=40

Tab. 11: Nouveau regroupement en 
lasses.


e qui donne lieu �a la repr�esentation en 
olonnes 
i-dessous.

fréquence

12 17 18 2019 21 22

3/40

9/40

6/40
5/40
4/40

28

salaire

Fig. 8: Repr�esentation en 
olonnes pour des 
lasses de di��erentes largeurs.
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Lorsque l'on regarde la �gure 7, on a l'impression qu'il y a plus de salaires <moyens>, 
'est-�a-dire tournant

aux alentours de 20000F, que de salaires bas (12000F) ou �elev�es (28000F). Au 
ontraire, lorsque l'on

regarde la �gure 8, on a l'impression que la majorit�e des salaires est soit plutôt �elev�e, soit plutôt bas,

mais qu'il y a peu de salaires moyens. �

Cet exemple montre que l'interpr�etation de la �gure d�epend des 
lasses que l'on a 
onstitu�ees. Cette propri�et�e

est gênante 
ar nous avions 
r�e�e les repr�esentations graphiques 
i-dessus a�n de synth�etiser les donn�ees brutes

pour pouvoir les analyser rapidement. Si l'on doit en
ore analyser la �gure avant de 
omprendre les informations

qu'elle 
ontient, on n'a pas gagn�e grand 
hose par rapport aux donn�ees brutes.

Les �gures 7 et 8 paraissent 
ontradi
toires par
e que 
ette derni�ere est un <faux ami>. En fait, lorsqu'on

regarde la �gure 8, on l'interpr�ete plutôt 
omme si elle 
orrespondait �a la �gure 
i-apr�es, qui n'a, malheureu-

sement, pas du tout la même signi�
ation : d'apr�es elle, 
haque plage de 1000F entre 12000F et 17000F a une

fr�equen
e de 9/40.

fréquence

12 17 18 2019 21 22

3/40

9/40

6/40
5/40
4/40

13 14 15 16 23 24

salaire

272625 28
Pour ne pas tomber dans 
e pi�ege, il suÆt de diviser la fr�equen
e en question, �a savoir 9/40, par le nombre de

tran
hes de 1000F entre 12000F et 17000F, autrement dit 5. Don
, en moyenne, 
haque tran
he de 1000F entre

12000F et 17000F a une fr�equen
e de (9/40)/5 = 9/200. De même, on devrait asso
ier la fr�equen
e (9/40)/6 �a


ha
une des tran
hes de 1000F entre 22000F et 28000F. Ce
i nous donnerait la �gure 
i-apr�es, qui montre bien

que la majorit�e des salaires tourne autour de 19KF.

fréquence

12 17 18 2019 21 2213 14 15 16 23 24

salaire

272625 28

6/40

5/40

4/40

3/40

9/200
9/240

En fait, 
ela revient �a 
r�eer 
e que l'on appelle un histogramme :
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D�e�nition 5 : Un histogramme est un graphe dont l'axe des abs
isses repr�esente les modalit�es et qui asso
ie

�a 
haque 
lasse de modalit�es un re
tangle dont la base 
orrespond aux bornes de 
ette 
lasse et dont la hauteur

est �egale �a

hauteur =

fr�equen
e

base

:

Autrement dit, dans un histogramme, la fr�equen
e d'une 
lasse est �egale au produit de sa base par sa hauteur,

don
 �a la surfa
e du re
tangle qui lui est asso
i�e.

Exemple 5 :

�

A l'issue d'une enquête statistique, on a r�e
up�er�e les donn�ees suivantes 
on
ernant une variable

statistique X :

9,4 6,1 3,3 3,5 5,2 8,1 5,7 5,3 3,9 5,9

5,5 3,9 8,8 0,2 4,2 7,3 6,3 6,4 6,4 5,7

5,8 1,9 7,5 5,9 5,8 1,2 3,2 5,9 6,8 4,6

8,3 5,1 6,2 6,7 4,8 5,2 6,3 2,1 0,8 1,6

On r�epartit les donn�ees 
i-dessus dans les 
lasses de modalit�es suivantes :

[0; 3[, [3; 5[, [5; 6[, [6; 7[ et [7; 10[.

On veut dessiner l'histogramme 
orrespondant �a 
es 
lasses de modalit�es.

La premi�ere �etape 
onsiste �a asso
ier �a 
haque 
lasse les donn�ees lui appartenant. On obtient alors :


lasse donn�ees de la 
lasse

[0; 3[ 0,2 0,8 1,2 1,6 1,9 2,1

[3; 5[ 3,2 3,3 3,5 3,9 3,9 4,2 4,6 4,8

[5; 6[ 5,1 5,2 5,2 5,3 5,5 5,7 5,7 5,8 5,8 5,9 5,9 5,9

[6; 7[ 6,1 6,2 6,3 6,3 6,4 6,4 6,7 6,8

[7; 10[ 7,3 7,5 8,1 8,3 8,8 9,4

On peut maintenant 
al
uler les fr�equen
es et les hauteurs asso
i�ees �a 
ha
une des 
lasses :


lasse fr�equen
e base hauteur

[0; 3[ 6/40 3 (6/40)/3 = 2/40

[3; 5[ 8/40 2 (8/40)/2 = 4/40

[5; 6[ 12/40 1 (12/40)/1 = 12/40

[6; 7[ 8/40 1 (8/40)/1 = 8/40

[7; 10[ 6/40 3 (6/40)/3 = 2/40

Il ne reste plus alors qu'�a dessiner l'histogramme :

fréquence

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

modalités
2/40

4/40

12/40

8/40

�



Se
tion 1. Introdu
tion �a la statistique des
riptive 13

D�e�nition 6 : Soit X une variable statistique 
ontinue. Supposons que ses modalit�es aient �et�e regroup�ees

en 
lasses fC

1

; C

2

; : : : ; C

I

g. Pour 
haque 
lasse C

i

= [a

i

; b

i

[, le 
entre de la 
lasse C

i

est �egal �a (a

i

+ b

i

)=2.

D'une mani�ere g�en�erale, il n'existe pas de r�egle pr�e
ise r�egissant le 
hoix des 
lasses. Il existe 
ependant

quelques prin
ipes qu'il est pr�ef�erable de respe
ter :

{ Le nombre de 
lasses ne doit être ni trop grand, ni trop petit. Dans le premier 
as, on n'obtient pas de

synth�ese d'information (voir �gure 8) ; dans le se
ond 
as, il n'y a pas assez de 
lasses pour que l'on puisse

en d�eduire la r�epartition des modalit�es dans la population.

{ Les 
lasses doivent être adja
entes les unes aux autres et doivent être d�e�nies de telle sorte qu'au
un

individu n'appartient �a deux 
lasses (
'est pour 
ela que l'on a utilis�e des bornes du type [x; y[).

{ Les 
lasses 
ontiennent toutes au moins une observation.

1.4 Exer
i
es

Exer
i
e 1 L'�equipe de re
her
he d'un groupe pharma
eutique d�e
ide de lan
er une �etude pour d�eterminer si

l'absorption r�eguli�ere d'aspirine r�eduit les risques d'infar
tus. Pour 
ela, elle distribue �a 22000 volontaires des


omprim�es, qui peuvent être soit de l'aspirine, soit un pla
�ebo. L'exp�erien
e est 
onduite pendant 5 ans.

Quels sont les populations, individus, 
ara
t�eres, modalit�es de l'�etude. D�eterminer si le ou les 
ara
t�ere(s)

en question est(sont) quantitatif(s) ou qualitatif(s) et, le 
as �e
h�eant, s'il(s) est(sont) dis
ret(s) ou 
ontinu(s).

Exer
i
e 2 Une enquête parue dans le num�ero du 29 juin 1993 de USA Today montre les pr�ef�eren
es des

adoles
ents am�eri
ains en mati�ere de fast-foods. Pour 
ela, on a demand�e �a 603 personnes de 
o
her dans le

questionnaire 
i-apr�es la 
ase qui remporte leur pr�ef�eren
e gastronomique(?).

M
Donald's . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Burger King . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ta
o Bell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Wendy's food . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pizza Hut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Autres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1/ D�eterminez quelle est la population de 
ette enquête, son 
ara
t�ere, les modalit�es de 
e dernier.

2/ On a pris les questionnaires un par un et on a not�e dans le tableau 
i-dessous les 
ases qui �etaient 
o
h�ees

(pour simpli�er l'exer
i
e, on a juste not�e les 50 premiers questionnaires) :

Wendy autre autre M
Do Hut King M
Do M
Do M
Do Ta
o

Ta
o autre autre M
Do M
Do King autre autre autre Hut

M
Do M
Do M
Do autre M
Do Ta
o Ta
o King M
Do M
Do

autre autre Ta
o M
Do autre King M
Do M
Do autre Ta
o

Ta
o King M
Do M
Do M
Do Ta
o M
Do autre M
Do M
Do

D�eterminer l'e�e
tif et la fr�equen
e des modalit�es du 
ara
t�ere <fast food pr�ef�er�e>. Tra
er le diagramme en

bâtons 
orrespondant.

Exer
i
e 3 En 1993, l'asso
iation des 
her
heurs de la 
hambre de 
ommer
e am�eri
aine a re
ens�e le prix

moyen des maisons d'environ 150m

2

dans diverses villes. Voi
i les r�esultats obtenus :
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Huntsville 105111$ An
horage 155913$ Phoenix 100748$

Little Ro
k 92750$ San Diego 223600$ Denver 125200$

Orlando 104112$ Bloomington 105613$ Ames 110325$

La Nouvelle Orl�eans 88000$ Minneapolis 128112$ Lin
oln 92925$

Man
hester 125750$ Albuquerque 130550$ R�eno-Sparks 142300$

Albany 116363$ Charlotte 115800$ Cin
innati 121329$

Salem 108656$ Sioux Falls 99890$ Memphis 91297$

Houston 96900$ Salt Lake City 92281$ Charleston 126000$

Green Bay 114500$

1/ Regrouper les modalit�es de la variable statistique <prix> en 5 
lasses de tailles identiques et d�eterminer

l'e�e
tif et les fr�equen
es de 
haque 
lasse. D�eterminer l'histogramme 
orrespondant.

2/ Regrouper les 3 derni�eres 
lasses en une seule. D�eterminer l'histogramme 
orrespondant.

Exer
i
e 4 Aux

�

Etats Unis, la taxe sur les 
arburants est �x�ee par 
haque �etat. En 1992, la Federal Highway

Administration a �etabli le tableau suivant, qui indique pour 
ha
un des 50 �etats sa taxe (exprim�ee en 
ents par

gallon) :

18.0 8.0 18.0 18.7 17.0 22.0 28.0 19.0 11.8 7.5 16.0 21.0 19.0

18.0 15.4 20.0 19.0 23.5 21.0 15.0 20.0 18.2 13.0 21.4 24.6 24.0

17.0 22.9 22.3 17.0 21.0 17.0 24.0 22.4 26.0 16.0 18.0 20.0 20.0

17.5 23.0 20.4 22.2 9.0 15.0 20.0 18.6 10.5 19.0 16.0

1/ Doit-on regrouper les modalit�es du 
ara
t�ere <taxe>. Justi�er votre r�eponse.

2/ D�eterminer les fr�equen
es ainsi qu'une repr�esentation graphique de la variable statistique <taxe>.
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2 Moyenne, m�ediane et dispersion

Probl�eme : existe-t-il quelques indi
ateurs bien 
hoisis qui nous permettraient de synth�etiser les donn�ees en-


ore plus que les repr�esentations graphiques vues dans la se
tion pr�e
�edente? Autrement dit, peut-on di��eren
ier

les histogrammes 
i-dessous grâ
e �a quelques variables 
ara
t�eristiques?

1 32 9 1110 8 9 1210 11

Fig. 9: Quelques histogrammes.

Les deux histogrammes de gau
he sont identiques, ex
ept�es qu'ils sont d�e
al�es sur l'axe des abs
isses. Les

deux histogrammes de droites sont situ�es aux mêmes endroits sur l'axe des abs
isses mais 
elui de droite est

visiblement plus �etendu en largeur, on dit aussi plus dispers�e, que 
elui du milieu. Ce
i va nous amener �a

introduire les notions de <moyenne> et <d'�e
art type>.

2.1 La moyenne

D�e�nition 7 : Soit X une variable statistique dis
r�ete d�e�nie sur une population de N individus, et dont

les modalit�es sont fx

1

; x

2

; : : : ; x

I

g. La moyenne de X, not�ee �

X

, est d�e�nie par :

�

X

=

I

X

i=1

f

i

x

i

=

1

N

I

X

i=1

N

i

x

i

:

Soit Y une variable statistique 
ontinue d�e�nie sur une population de N individus. Supposons que ses moda-

lit�es aient �et�e regroup�ees en I 
lasses dont, par analogie ave
 les variables dis
r�etes, nous noterons les 
entres

fy

1

; y

2

; : : : ; y

I

g. Alors la moyenne de Y , not�ee �

Y

, est d�e�nie par :

�

Y

=

I

X

i=1

f

i

y

i

=

1

N

I

X

i=1

N

i

y

i

:

Exemple 3 (suite) : Illustrons le 
al
ul de la moyenne d'une variable statistique dis
r�ete sur l'exemple de la


ompagnie d'aviation. Le tableau 5, page 6, nous indique les fr�equen
es f

i

des modalit�es de la variable

Y = <nombre de langues parl�ees>. D'apr�es 
e tableau, on a :

�

Y

=

8

24

� 1 +

12

24

� 2 +

3

24

� 3 +

1

24

� 4 =

45

24

= 1; 875:

En moyenne, le personnel de la 
ompagnie d'aviation parle 1,875 langues. �

Dans le 
as d'une variable statistique 
ontinue, il est pratiquement impossible de 
onnâ�tre la valeur th�eorique

r�eelle de la moyenne 
ar les valeurs observ�ees de la variable ne sont en g�en�eral que des approximations des valeurs

qu'elle prend. Par exemple, si l'on tirait des nombres r�eels au hasard, on pourrait tr�es bien tirer le nombre �,

mais nous ne pourrions noter qu'un nombre �ni de d�e
imales et don
 seulement une approximation de sa valeur

r�eelle. C'est pourquoi, pour 
al
uler (approximer) la moyenne d'une variable 
ontinue, on peut se 
ontenter de


al
uler la moyenne des 
entres des 
lasses de modalit�es.
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Exemple 4 (suite) : Illustrons le 
al
ul de la moyenne d'une variable 
ontinue grâ
e �a l'exemple des revenus

des 40 ing�enieurs. La variable en question est X = <revenu des ing�enieurs>. D'apr�es le tableau 10, page 9,

on aurait alors

�

X

=

3

40

� 13000+

4

40

� 15000+

7

40

� 17000+

7

40

� 19000+

10

40

� 21000+

4

40

� 23000+

3

40

� 25000+

2

40

� 27000 = 19550:

Si l'on avait pris les 
lasses d�e�nies dans le tableau 11, on aurait obtenu :

�

X

=

9

40

� 14500+

5

40

� 17500+

3

40

� 18500+

4

40

� 19500+

4

40

� 20500+

6

40

� 21500+

9

40

� 25000 = 19687; 5:

On remarque que, quelles que soient les 
lasses 
hoisies, les valeurs obtenues pour �

X

qui, rappelons-le,

ne sont qu'une approximation, sont assez pro
hes l'une de l'autre. �

Il peut arriver que l'on ait �a modi�er l'�e
helle d'une variable. Par exemple, les salaires a
tuels sont exprim�es

en fran
s et on passe �a l'euro, ou bien une variable repr�esente des temp�eratures exprim�ees en degr�es 
elsius et

l'on d�esire les 
onvertir en farenheit. Probl�eme : 
omment mettre �a jour la moyenne ?

Propri�et�e : Soit X une variable statistique et soit Y = aX + b, o�u a et b sont des nombres r�eels. Alors

�

Y

= a�

X

+ b.

Pour 
on
lure au sujet de la moyenne, notons qu'une de ses 
ara
t�eristiques les plus int�eressantes est qu'elle

se pr�ete ais�ement �a des manipulations alg�ebriques. Ainsi, si X est une variable statistique d�e�nie sur n sous-

populations distin
tes S

1

; S

2

; : : : ; S

n


omprenant respe
tivement N

1

; N

2

; : : : ; N

n

individus, et si �

i

, i = 1; : : : ; n,

repr�esente la moyenne de X sur la i

�eme

sous-population, alors la moyenne �

X

de X sur la population S =

S

1

[ S

2

[ : : : [ S

n

est d�e�nie par :

�

X

=

n

X

i=1

N

i

�

i

n

X

i=1

N

i

:
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Exemple 6 : Le se
r�etariat d'

�

Etat 
harg�e de la sant�e a re
ens�e le nombre de m�ede
ins pour 100000 habitants

en Fran
e au 1

er

janvier 1997, 
e qui a permis d'�etablir le tableau suivant :

r�egion nb de m�ede
ins/100000hab population de la r�egion

Alsa
e 309,4 1689722

Aquitaine 289,4 2914306

Auvergne 258,1 1312670

Bourgogne 237,7 1626420

Bretagne 264,8 2884441

Centre 233,8 2480325

Champagne-Ardenne 240,3 1344985

Corse 273,7 262696

Fran
he-Comte 252,6 1108868

Ile de Fran
e 380,8 11100578

Languedo
-Roussillon 320,8 2290212

Limousin 298,9 711989

Lorraine 275,0 2284364

Midi-Pyren�ees 329,7 2511677

Nord - Pas-de-Calais 259,7 3975741

Basse-Normandie 240,7 1422933

Haute-Normandie 241,1 1802986

Pays de la Loire 242,7 3165636

Pi
ardie 222,3 1875394

Poitou-Charentes 262,1 1613506

P.A.C.A 372,6 4567364

Rhone-Alpes 282,0 5657092

Question : �a partir de 
e tableau, peut-on d�eterminer le nombre moyen de m�ede
ins pour 100000 habitants

en Fran
e m�etropolitaine ? En fait, tout se passe 
omme si la variable X = <nombre moyen de m�ede
ins

pour 100000 habitants> avait �et�e �etudi�ee ind�ependamment sur 
haque r�egion (
haque sous-population),

fournissant ainsi les �

i

apparaissant dans la deuxi�eme 
olonne du tableau 
i-dessus. Les N

i


orrespondent

�evidemment �a la troisi�eme 
olonne du tableau. Ainsi, �

X

est d�e�ni par :

�

X

=

309; 4� 1689722+ 289; 4� 2914306+ � � �+ 282; 0� 5657092

1689722+ 2914306+ � � �+ 5657092

� 297; 9

�

2.2 M�ediane et quantiles

La moyenne repr�esente la valeur 
entrale des modalit�es, mais il existe une autre tendan
e 
entrale, la m�ediane,

qui est une valeur de la variable pour laquelle la moiti�e de la population a une modalit�e inf�erieure �a 
ette valeur

et l'autre moiti�e en a une sup�erieure :

D�e�nition 8 : Soit X une variable statistique dis
r�ete d�e�nie sur une population de N individus, et dont

les modalit�es sont fx

1

; : : : ; x

I

g. Tout nombre Æ tel que

X

i2fj:x

j

<Æg

N

i

� N=2 et

X

i2fj:x

j

>Æg

N

i

� N=2

est une m�ediane de X.

Exemple 7 : Consid�erons une variable statistique dis
r�ete X d�e�nie sur une population de N = 19 individus,

et dont l'e�e
tif est le suivant :

modalit�e 0 1 2 3 4 5

e�e
tif 2 3 4 5 3 2
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Si l'on �e
rit les valeurs prises par la variable pour 
ha
un des individus, on obtient :

0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5

"

La 
�e
he indique la m�ediane : il y a autant de 
hi�res �a gau
he de 
ette 
�e
he qu'�a sa droite.

Consid�erons maintenant une variable statistique dis
r�ete Y d�e�nie sur une population de N = 18

individus, et dont l'e�e
tif est le suivant :

modalit�e 0 1 2 3 4 5

e�e
tif 2 3 4 4 3 2

Si l'on �e
rit les valeurs prises par la variable pour 
ha
un des individus, on obtient :

0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5

" "

Il y a deux m�edianes 
ar non seulement

X

i2fj:x

j

<2g

N

i

= 5 � 18=2 et

X

i2fj:x

j

>2g

N

i

= 9 � 18=2, mais aussi

X

i2fj:x

j

<3g

N

i

= 9 � 18=2 et

X

i2fj:x

j

>3g

N

i

= 5 � 18=2. �

D�e�nition 9 : Soit X une variable statistique 
ontinue. La m�ediane est le nombre Æ tel que les aires situ�ees

de part et d'autre de 
e nombre dans l'histogramme repr�esentant X sont �egales.

Exemple 4 (suite) : Si l'on applique la d�e�nition 
i-dessus �a l'histogramme de la �gure 7, page 9, on obtient

alors la m�ediane :

fréquence

2/40
3/40
4/40

7/40

10/40

12000 14000 16000 18000 20000 22000 24000 26000 28000

salaire

médiane

Fig. 10: R�epartition du salaire en F.

D'une mani�ere g�en�erale, il n'est pas tr�es pratique de travailler dire
tement sur l'histogramme. Voi
i une

m�ethode simple pour d�eterminer la m�ediane : reprenons le tableau des fr�equen
es des modalit�es (
elui-
i

avait �et�e 
al
ul�e page 9) :

Classe de salaire e�e
tif fr�equen
e fr�equen
e 
umul�ee

[12000; 14000[ 3 3=40 3=40

[14000; 16000[ 4 4=40 7=40

[16000; 18000[ 7 7=40 14=40

[18000; 20000[ 7 7=40 21=40

[20000; 22000[ 10 10=40 31=40

[22000; 24000[ 4 4=40 35=40

[24000; 26000[ 3 3=40 38=40

[26000; 28000[ 2 2=40 40=40
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La fr�equen
e 
umul�ee pour la i

�eme


lasse de modalit�e, que nous noterons F

i

, repr�esente la somme

des fr�equen
es des 
lasses de modalit�es x

j

, j � i, autrement dit, F

i

= f

1

+ f

2

+ � � �+ f

i

.

Remarquons que la fr�equen
e 
umul�ee pour la 
lasse [16000; 18000[ est 14=40, 
e qui signi�e que

14=40

�eme

de la population, 
'est-�a-dire moins de la moiti�e de la population, a un revenu inf�erieur ou �egal

�a 18000F. De plus, 21=40

�eme

, soit plus de la moiti�e de la population, a un revenu inf�erieur �a 20000F.

Dans le re
tangle de base [18000; 2000[, le 
oin gau
he repr�esente don
 14=40

�eme

de la population et le


oin droit 21=40

�eme

. Pour obtenir la moiti�e de la population, on fait une r�egle de trois :

1

2

=

20

40

=

14

40

+

6

7

�

21� 14

40

) m�ediane = 18000+

6

7

� 20000 = 19714; 286F:

�

Les quantiles g�en�eralisent la notion de m�ediane :

D�e�nition 10 : Soit X une variable statistique dis
r�ete d�e�nie sur une population de N individus, et dont

les modalit�es sont fx

1

; : : : ; x

I

g. Tout nombre Æ tel que

X

i2fj:x

j

<Æg

N

i

� �N et

X

i2fj:x

j

>Æg

N

i

� (1� �)N

est un quantile d'ordre � de X.

Soit X une variable statistique 
ontinue. Un quantile d'ordre � est le nombre Æ tel que les aires situ�ees de

part et d'autre de 
e nombre dans l'histogramme repr�esentant X sont �egales respe
tivement �a �� aire totale

et (1� �) � aire totale.

Les prin
ipaux quantiles sont :

valeur de � nom du quantile d'ordre �

1=2 m�ediane

i=4 (i = 1; 2; 3) i

�eme

quartile

i=5 (i = 1; 2; 3; 4) i

�eme

quintile

i=10 (i = 1; 2; : : : ; 9) i

�eme

d�e
ile

i=100 (i = 1; : : : ; 99) i

�eme


entile

Propri�et�e : Soit X une variable statistique et soit Y = aX + b, o�u a et b sont des nombres r�eels. Alors

m�ediane(Y ) = a�m�ediane(X) + b.

2.3 Varian
e et �e
art-type

Maintenant que l'on sait 
omment 
ara
t�eriser les tendan
es <
entrales> de l'amas de donn�ees, il faut aussi


ara
t�eriser sa dispersion. La premi�ere id�ee qui vient �a l'esprit est la suivante :

D�e�nition 11 : Soit X une variable statistique dis
r�ete. L'�etendue de X est la di��eren
e entre la plus grande

modalit�e de X et la plus petite modalit�e.

Soit X une variable statistique 
ontinue. L'�etendue de X est la di��eren
e entre la borne sup�erieure de la


lasse asso
i�ee �a la plus grande valeur observ�ee et la borne inf�erieure de la 
lasse asso
i�ee �a la plus petite

valeur observ�ee.

Exemple 4 (suite) : D'apr�es le tableau 10, page 9, les 
lasses de X = <revenu> vont de [12000; 14000[ �a

[26000; 28000[. Don
 l'�etendue de X est �egale �a 28000� 12000 = 16000. �

Propri�et�e : Soit X une variable statistique et soit Y = aX + b, o�u a et b sont des nombres r�eels. Alors

�etendue(Y ) = jaj � �etendue(X).

Cependant l'�etendue n'est pas une mesure de dispersion tr�es utilis�ee. En e�et, si elle a le m�erite de montrer

l'intervalle sur lequel s'�etend la variable statistique, elle pr�esente l'in
onv�enient majeur de ne donner au
une
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information sur la r�epartition de 
elle-
i sur 
et intervalle. Ainsi, dans une population P 
ontenant 100 individus,

si X et Y sont deux variables statistiques telles que

{ pour la variable X , les e�e
tifs des modalit�es i, i 2 f1; 2; : : : ; 100g, sont tous �egaux �a 1,

{ pour la variable Y , les e�e
tifs des modalit�es i, i 2 f1; 2; 3; 4; 5g, sont respe
tivement �egaux �a 20, 20, 20,

20 et 19 ; 
eux des modalit�es i, i 2 f6; 7; : : : ; 99g sont �egaux �a 0 ; et en�n, l'e�e
tif de la modalit�e 100 est

�egal �a 1,

alors les variables X et Y ont la même �etendue. Pourtant, 
es deux variables parâ�ssent tr�es di��erentes. C'est

pourquoi les statisti
iens pr�ef�erent utiliser une autre mesure de dispersion, �a savoir l'�e
art-type, une mesure qui

se d�e�nit �a partir de la notion de varian
e. L'id�ee est d'analyser globalement les d�eviations observ�ees entre les

valeurs prises par une variable sur un individu et la moyenne de 
elle-
i.

D�e�nition 12 : Soit X une variable statistique dis
r�ete d�e�nie sur une population de N individus et dont

l'ensemble des modalit�es est x

1

; : : : ; x

I

. La varian
e de X, not�ee �

2

X

, est �egale �a :

�

2

X

=

I

X

i=1

f

i

(x

i

� �

X

)

2

=

1

N

I

X

i=1

N

i

(x

i

� �

X

)

2

:

Soit Y une variable statistique 
ontinue d�e�nie sur une population de N individus. Supposons que ses moda-

lit�es aient �et�e regroup�ees en I 
lasses dont, par analogie ave
 les variables dis
r�etes, nous noterons les 
entres

fy

1

; y

2

; : : : ; y

I

g. Alors la varian
e de Y , not�ee �

2

Y

, est d�e�nie par :

�

2

Y

=

I

X

i=1

f

i

(y

i

� �

Y

)

2

=

1

N

I

X

i=1

N

i

(y

i

� �

Y

)

2

:

Ainsi, plus �

2

X

est grand, plus les valeurs de la variable sont dispers�ees. Pourquoi prendre des 
arr�es? Par
e

que si l'on avait d�e�ni la varian
e 
omme �etant �egale �a

P

I

i=1

f

i

(x

i

� �

X

), on aurait syst�ematiquement obtenu

la valeur 0.

Exemple 8 : Soit X une variable statistique dis
r�ete sur une population de 18 individus. Les valeurs de la

variable observ�ees dans la population sont :

2 0 3 3 4 1 2 5 2 3 0 4 2 1 1 5 3 4

En ordonnant les donn�ees, nous obtenons les e�e
tifs suivants :

modalit�e 0 1 2 3 4 5

e�e
tif 2 3 4 4 3 2

On peut ainsi 
al
uler la moyenne �

X

:

�

X

=

1

18

(2� 0 + 3� 1 + 4� 2 + 4� 3 + 3� 4 + 2� 5) =

45

18

=

5

2

:

Par 
ons�equent, la varian
e de X est :

�

2

X

=

1

18

�

2�

�

0�

5

2

�

2

+ 3�

�

1�

5

2

�

2

+ 4�

�

2�

5

2

�

2

+ 4�

�

3�

5

2

�

2

+ 3�

�

4�

5

2

�

2

+ 2�

�

5�

5

2

�

2

�

=

81

2

:

�
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Exemple 4 (suite) : Pour illustrer la varian
e d'une variable statistique 
ontinue, reprenons le tableau 10 :

Classe de salaire 
entre de la 
lasse e�e
tif fr�equen
e

[12000; 14000[ 13000 3 3=40

[14000; 16000[ 15000 4 4=40

[16000; 18000[ 17000 7 7=40

[18000; 20000[ 19000 7 7=40

[20000; 22000[ 21000 10 10=40

[22000; 24000[ 23000 4 4=40

[24000; 26000[ 25000 3 3=40

[26000; 28000[ 27000 2 2=40

D'apr�es 
e tableau, la moyenne, d�ej�a 
al
ul�ee page 16, est de 19550. La varian
e est don
 :

�

2

X

=

1

40

h

3� (13000� 19550)

2

+ 4� (15000� 19550)

2

+ 7� (17000� 19550)

2

+ 7� (19000� 19550)

2

+ 10� (21000� 19550)

2

+ 4� (23000� 19550)

2

+ 3� (25000� 19550)

2

+ 2� (27000� 19550)

2

i

= 13197500F

2

:

�

En pratique, on ne 
al
ule pas la varian
e dire
tement �a partir de la d�e�nition 12. Il est en e�et souvent

plus simple d'utiliser la formule suivante :

�

2

X

=

1

N

 

I

X

i=1

N

i

x

2

i

!

� �

2

X

:

D�emonstration :

�

2

X

=

1

N

I

X

i=1

N

i

(x

i

� �

X

)

2

=

1

N

I

X

i=1

N

i

(x

2

i

� 2�

X

x

i

+ �

2

X

)

=

1

N

I

X

i=1

N

i

x

2

i

�

2�

X

N

I

X

i=1

N

i

x

i

+

�

2

X

N

I

X

i=1

N

i

=

1

N

I

X

i=1

N

i

x

2

i

�

2�

X

N

N�

X

+

�

2

X

N

N

=

1

N

 

I

X

i=1

N

i

x

2

i

!

� �

2

X

:

�

Propri�et�e : Soit X une variable statistique et soit Y = aX + b, o�u a et b sont des nombres r�eels. Alors

�

2

Y

= a

2

�

2

X

.

Le probl�eme de la varian
e, qu'on peut 
onstater sur l'exemple 
i-dessus, r�eside dans le fait qu'on a des

donn�ees exprim�ees dans une unit�e (i
i des fran
s), et que la varian
e est exprim�ee dans le 
arr�e de 
ette unit�e

(F

2

). Pour pallier 
ela, on introduit, en statistique, l'�e
art-type :

D�e�nition 13 : Soit X une variable statistique (dis
r�ete ou 
ontinue). L'�e
art-type de X, not�e �

X

, est la

ra
ine 
arr�ee de la varian
e de X.

Propri�et�e : Soit X une variable statistique et soit Y = aX + b, o�u a et b sont des nombres r�eels. Alors

�

Y

= jaj�

X

.
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L'�e
art-type est assur�ement la mesure de dispersion la plus utilis�ee en statistique. Le th�eor�eme suivant le

justi�e :

Th�eor�eme 1 (In�egalit�e de Bienaym�e-T
h�ebi
he�) : Soit X une variable statistique dis
r�ete de

moyenne �

X

et d'�e
art-type �

X

. Alors l'ensemble des valeurs de X observ�ees entre �

X

� k�

X

et �

X

+ k�

X

est stri
tement sup�erieur �a 1�

1

k

2

.

Cette propri�et�e s'�etend aux variables statistiques 
ontinues : l'ensemble des individus pour lesquels la valeur

de X se situe entre �

X

� k�

X

et �

X

+ k�

X

est stri
tement sup�erieure �a 1�

1

k

2

�eme

de la population.

Cette propri�et�e est importante 
ar elle montre que plus de 88,89% de la population se situe entre �

X

� 3�

X

et �

X

+3�

X

, et même plus de 96% de la population se situe entre �

X

� 5�

X

et �

X

+5�

X

. L'�e
art-type, asso
i�e

au th�eor�eme 1, est don
 un indi
ateur de dispersion tr�es puissant.

D�emonstration : Soit k un nombre r�eel stri
tement positif et soit X une variable statistique dis
r�ete dont

l'ensemble des modalit�es est fx

1

; : : : ; x

I

g et dont la moyenne et l'�e
art-type valent respe
tivement �

X

et �

X

.

Soient I

1

= fi : �

X

� k�

X

� x

i

� �

X

+ k�

X

g et I

2

= fi : x

i

< �

X

� k�

X

ou �

X

+ k�

X

< x

i

g. Alors :

�

2

X

=

I

X

i=1

f

i

(x

i

� �

X

)

2

=

X

i2I

1

f

i

(x

i

� �

X

)

2

+

X

i2I

2

f

i

(x

i

� �

X

)

2

:

Lorsque i 2 I

2

, (x

i

� �

X

)

2

> k

2

�

2

X

. Don
 :

�

2

X

>

X

i2I

1

f

i

(x

i

� �

X

)

2

+

X

i2I

2

f

i

k

2

�

2

X

�

X

i2I

2

f

i

k

2

�

2

X

= k

2

�

2

X

X

i2I

2

f

i

:

En remarquant que

X

i2I

2

f

i

= 1�

X

i2I

1

f

i

, on obtient �

2

X

> k

2

�

2

X

 

1�

X

i2I

1

f

i

!

, d'o�u :

1

k

2

> 1�

X

i2I

1

f

i

, 
e qui �equivaut �a :

X

i2I

1

f

i

> 1�

1

k

2

:

�

2.4 Exer
i
es

Exer
i
e 1 La 
hambre de 
ommer
e am�eri
aine a e�e
tu�e une �etude sur le prix des vins dans di��erentes villes

des

�

Etats Unis. Voi
i les donn�ees r�e
olt�ees (
i-dessous les prix de Chablis Paul Masson, bouteille de 1,5 litre) :

Huntsville 5,95$ Phoenix 4,40$ San Diego 5,41$

Denver 4,39$ Bloomington 4,67$ La Nouvelle Orl�eans 4,52$

Man
hester 4,24$ Albuquerque 4,93$ Albany 5,91$

Charlotte 4,69$ Salem 4,51$ Charleston 6,05$

Cal
uler la moyenne de la variable <prix des vins>.

Exer
i
e 2 Le servi
e administratif d'une 
ompagnie de jeux vid�eos de 40 personnes a 
omptabilis�e le nombre

de jour d'absent�eisme au 
ours de l'ann�ee derni�ere. Il a ainsi obtenu le tableau suivant :

Nombre de jours nombre d'employ�es

de 0 �a 2 13

de 3 �a 5 14

de 6 �a 8 6

de 9 �a 11 4

de 12 �a 14 3
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En moyenne, 
ombien de jours un employ�e est-il absent ?

Exer
i
e 3 D'apr�es le Business Week dat�e du 3 aout 1992, le gouvernement am�eri
ain a a

ord�e en 1991 aux

12 �rmes automobiles list�ees 
i-dessous le nombre de brevets suivant :

General Motors 506 Ford 234 Chrysler 97

Nissan 385 Pors
he 50 Honda 249

Mazda 210 Volvo 23 Daimler-Benz 275

Toyota 257 Mitsubishi 36 BMW 13

D�eterminer la m�ediane de la variable <nombre de brevets>, ainsi que les premiers et deuxi�emes quartiles.

Exer
i
e 4 Aux

�

Etats Unis, la taxe sur les 
arburants est �x�ee par 
haque �etat. En 1992, la Federal Highway

Administration a �etabli le tableau suivant, qui indique pour 
ha
un des 50 �etats sa taxe (exprim�ee en 
ents par

gallon) :

18.0 8.0 18.0 18.7 17.0 22.0 28.0 19.0 11.8 7.5 16.0 21.0 19.0

18.0 15.4 20.0 19.0 23.5 21.0 15.0 20.0 18.2 13.0 21.4 24.6 24.0

17.0 22.9 22.3 17.0 21.0 17.0 24.0 22.4 26.0 16.0 18.0 20.0 20.0

17.5 23.0 20.4 22.2 9.0 15.0 20.0 18.6 10.5 19.0 16.0

1/ Regrouper la variable statistique <taxe> en 5 
lasses de tailles identiques.

2/ Cal
uler le troisi�eme quintile de la variable <taxe>.

Exer
i
e 5 Reprenez l'exer
i
e 1 et 
al
ulez l'�e
art-type de la variable <prix des vins>. Re
al
ulez la moyenne

et l'�e
art-type en fran
s, et non plus en dollars.

Faites de même ave
 l'exer
i
e 4.

Exer
i
e 6 Une so
i�et�e d'assuran
es veut proposer �a ses 
lients une nouvelle poli
e d'assuran
e. Pour d�eterminer

son tarif, elle a s�ele
tionn�e les dossiers de 40 de ses 
lients, et a estim�e 
e qu'elle aurait dû rembourser aux dits


lients l'ann�ee derni�ere. Voi
i les remboursements qu'elle a 
al
ul�es :

500F 150F 0F 0F 2500F 250F 0F 100000F 1000F 500F

0F 0F 5500F 560F 0F 230F 150F 1000F 0F 1250F

60F 0F 1500F 0F 750F 1500F 2000F 0F 750F 0F

700F 1800F 200F 0F 600F 0F 20000F 300F 0F 0F

1/ Cal
uler la moyenne et l'�e
art-type de la variable <remboursement>.

2/ Cal
uler le premier et le neuvi�eme d�e
ile.

3/ Quelle est la mesure de dispersion la plus appropri�ee?
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3 Introdu
tion aux probabilit�es

Dans tout 
e que l'on a vu jusqu'�a maintenant intervient impli
itement la notion de probabilit�e. Par exemple,

le th�eor�eme de Bienaym�e-T
hebi
he� peut se r�esumer �a Prob(�

X

� k�

X

� X � �

X

+ k�

X

) > 1� 1=k

2

. Mais

qu'est 
e, au juste, qu'une probabilit�e ? C'est une question �epineuse �a laquelle il est diÆ
ile de r�epondre : plusieurs

r�eponses ont d�ej�a �et�e apport�ees, mais au
une ne satisfait enti�erement la 
ommunaut�e s
ienti�que travaillant sur

le sujet. Grossi�erement, les th�eories qui s'a�rontent pour le moment sont r�eparties en deux 
lasses :

{ les <probabilit�es subje
tives>, prôn�ees en parti
ulier par des 
her
heurs 
omme DeFinetti

1

ou Lindley

2

,

qui 
onsid�erent que les probabilit�es expriment le degr�e d'in
ertitude que les individus a

ordent �a des

�ev�enements in
ertains. Par exemple si l'on lit dans un journal <
ertains observateurs de la vie politique

pensent qu'il y a une 
han
e sur quatre pour que la ren
ontre au sommet ait lieu avant novembre>,

alors Prob(ren
ontre avant novembre) = 0; 25. Cet exemple peut parâ�tre un peu simpliste, mais dans

la pratique, 
ette interpr�etation des probabilit�es est souvent utilis�ee : dans la gestion des 
atastrophes

naturelles, il est assez rare d'avoir beau
oup de donn�ees <obje
tives> ; si l'on veut utiliser des outils

<probabilistes> (eh oui, �
a existe), on demande alors �a des experts es 
atastrophes d'estimer la probabilit�e

que tel ou tel �ev�enement se produise.

{ les <probabilit�es obje
tives>, qui sugg�erent que les probabilit�es ne d�ependent absolument pas d'appr�e
iations

personnelles et doivent don
 être fond�ees uniquement sur des donn�ees obje
tives. Historiquement 
'est ainsi

que les premiers math�emati
iens pens�erent les probabilit�es aux XVI�eme, XVII�eme et XVIII�eme si�e
les

(Cardano, De Moivre, Pas
al, Bernoulli, Lapla
e) : en �etudiant les jeux de hasard, ils 
her
h�erent �a

d�e
ouvrir les harmonies naturelles du hasard. L'appro
he des probabilit�es obje
tives est en
ore d'a
tualit�e

de nos jours puisqu'elle a donn�e lieu dans les ann�ees 30 �a l'axiomatique de Kolmogoro�. En pratique, elle

est aussi tr�es utile : par exemple, 
'est un logi
iel �a base de probabilit�es <obje
tives> qui g�ere les in
idents

du syst�eme de propulsion de la navette spatiale

3

. Un autre logi
iel �a base de probabilit�es g�ere le diagnosti


de pannes des imprimantes sous Windows 95, et
.

Quoi qu'il en soit, toutes 
es th�eories s'a

ordent pour dire que les probabilit�es sont une des nombreuses mani�eres

de repr�esenter de l'in
ertitude. Ri
hard T. Cox , un physi
ien, a même montr�e math�ematiquement que, si l'on est

<rationnel>, 
'est la seule repr�esentation qu'on puisse 
hoisir, toutes les autres aboutissent �a des in
onsistan
es

4

.

Par rationnel, Cox entend le respe
t de 5 desideratas :

1. Si vous �evaluez l'in
ertitude d'un �ev�enement de plusieurs mani�eres, vous devez toujours obtenir le même

r�esultat.

2. L'in
ertitude d'un �ev�enement ne doit pas 
hanger brutalement par
e que l'in
ertitude sur un autre

�ev�enement subit une tr�es l�eg�ere modi�
ation. Par exemple, 
e n'est pas par
e que vous pipez l�eg�erement

un d�e que le <1>, qui sortait avant une fois sur six, va maintenant sortir une fois sur deux.

3. La repr�esentation de l'in
ertitude doit être universelle, 
'est-�a-dire ne pas s'appliquer seulement �a quelques

probl�emes. Par exemple s'appliquer �a l'in
ertitude sur le jet d'un d�e, mais pas pour le num�ero qui va sortir

�a la roulette.

4. Vous ne voulez �evaluer l'in
ertitude que d'�ev�enements d�e�nis sans ambigu��t�e. Par exemple, prenez une

personne au hasard dans la rue, 
ombien de 
han
es a-t-elle d'être des DOM-TOM? Que veut dire <être

des DOM-TOM> ? Est-
e qu'on parle des personnes n�ees dans les DOM-TOM? re
ens�ees dans les DOM-

TOM? habitant a
tuellement les DOM-TOM? L'�enon
�e est ambigu.

5. La repr�esentation doit pouvoir utiliser toutes les informations dont vous disposez. Autrement dit, si vous ne

fournissez pas �a votre repr�esentation toutes les informations que vous avez, ne 
ontestez pas ses �evaluations

d'in
ertitude, sous pretexte que votre pro
essus mental vous a 
onduit �a estimer di��eremment l'in
ertitude.

Puisque 
'est la seule mani�ere d'être rationnel, adoptons-la. Dans le reste du 
ours, nous suivrons l'appro
he

obje
tiviste par
e qu'elle 
orrespond bien �a l'esprit des statistiques.

�

Etudions maintenant une d�e�nition des

probabilit�es.

1


f. \Theory of Probability", Vol 1 & 2, Bruno DeFinetti, Wiley & Sons

2


f. \S
oring Rules and the Inevitability of Probability", Dennis V. Lindley, International Statisti
al Review, vol 50 (1982),

pp. 1-26

3


f. le site internet : http ://www.resear
h.mi
rosoft.
om/resear
h/dtg/horvitz/vista.htm

4


f. \The Algebra of Probable Inferen
e", Ri
hard T. Cox, Johns Hopkins University Press
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3.1 Les �ev�enements

D�e�nition 14 : Tout 
e qui peut se r�ealiser ou ne pas se r�ealiser �a la suite d'une exp�erien
e est appel�e

�ev�enement. Lorsque l'on est assur�e qu'un �ev�enement va se produire, on dit que l'�ev�enement est 
ertain.

Lorsqu'on est assur�e qu'il ne pourra jamais se produire, il est dit impossible. Un �ev�enement est �el�ementaire

si seulement un seul r�esultat de l'exp�erien
e permet de le r�ealiser.

Exemple 9 : Supposons qu'on prenne une pi�e
e pour jouer �a pile ou fa
e. Des �ev�enements possibles sont alors

<pile>, <fa
e>, <tran
he> (si l'on 
onsid�ere que la pi�e
e peut retomber sur la tran
he). On peut aussi


omposer des �ev�enements : <pile ou fa
e>, <pile ou tran
he>, <pile et fa
e>, et
. Notons qu'un �ev�enement

n'est pas for
�ement r�ealisable, par exemple on n'obtiendra jamais <pile et fa
e> en même temps. <pile

et fa
e> est don
 un �ev�enement impossible. On le note habituellement �.

Si l'on veut jouer aux d�es, des �ev�enements possibles sont : <obtenir un six>, <ne pas obtenir un

six>, <obtenir un 
hi�re inf�erieur �a trois>. <obtenir un 
hi�re inf�erieur �a 7> est un �ev�enement 
ertain.

<obtenir un 
hi�re pair> n'est pas un �ev�enement �el�ementaire 
ar trois r�esultats d'exp�erien
e permettent

de le r�ealiser : lorsque le d�e tombe sur <2>, lorsqu'il tombe sur <4> et lorsqu'il tombe sur <6>. Par 
ontre,

l'�ev�enement <obtenir 4> est �el�ementaire. �

D�e�nition 15 : L'univers asso
i�e �a une exp�erien
e, que l'on note habituellement 
, est l'ensemble des

�ev�enements �el�ementaires. Ainsi, tout �ev�enement est un sous-ensemble de 
.

Exemple 10 : L'univers asso
i�e �a l'exp�erien
e (on parle aussi d'une exp�erien
e al�eatoire ) <jet d'un d�e �a six

fa
es> est l'ensemble : 
 = f<obtenir 1>, <obtenir 2>, <obtenir 3>, <obtenir 4>, <obtenir 5>, <obtenir

6>g. Notons que l'on n'aurait pas pu rajouter dans l'ensemble 
 des �ev�enements �el�ementaires tels que

<obtenir 7> ou <obtenir 8> 
ar au
un r�esultat ne permet de les r�ealiser. �

D�e�nition 16 : Soient A et B deux �ev�enements (
'est-�a-dire des sous-ensembles de 
). Alors :

{ A [ B d�esigne un �ev�enement qui est r�ealis�e d�es lors qu'au moins un des �ev�enements A et B est r�ealis�e.

{ A \ B d�esigne un �ev�enement qui est r�ealis�e si �a la fois A et B sont r�ealis�es.

{ A (
ompl�ementaire de A dans 
) est l'�ev�enement qui est r�ealis�e si et seulement si A ne l'est pas.

{ A \ B = � : il s'agit de deux �ev�enements qui ne peuvent se r�ealiser simultan�ement. On dit qu'ils sont

in
ompatibles ou en
ore disjoints.

[, \ et le 
ompl�ementaire 
orrespondent aux op�erations usuelles sur les ensembles (
e qui est normal puisque

les �ev�enements sont en fait des ensembles).

Exemple 11 : Dans l'exemple du jet de d�es, l'�ev�enement <obtenir un nombre inf�erieur �a 10> est �egal �a 
. En

e�et, il peut se mettre sous la forme : <obtenir 1> [ <obtenir 2> [ <obtenir 3> [ <obtenir 4> [ <obtenir

5> [ <obtenir 6>.

<obtenir un nombre pair> \ <obtenir un nombre inf�erieur ou �egal �a 4> = [<obtenir 2> [ <obtenir 4> [

<obtenir 6>℄ \ [<obtenir 1> [ <obtenir 2> [ <obtenir 3> [ <obtenir 4>℄ = <obtenir 2 ou 4>.

<obtenir un nombre pair> \ <obtenir un nombre impair> = �. �

3.2 D�e�nition des probabilit�es

Dans toute 
ette se
tion, ainsi que dans les deux suivantes, on supposera toujours que l'univers 
 est �ni.

�

A partir de la notion d'�ev�enement, Kolmogoro� a d�e�ni les probabilit�es de la mani�ere suivante :
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D�e�nition 17 : Soit 
 un ensemble �ni. Une probabilit�e Prob(�) est une fon
tion de l'ensemble des parties

de 
, 
'est-�a-dire l'ensemble des sous-ensembles de 
, que l'on note P(
), dans [0; 1℄, qui v�eri�e les trois

propri�et�es suivantes :

1. 8A 2 P(
), Prob(A) � 0.

2. Prob(
) = 1 et Prob(�) = 0.

3. 8A 2 P(
), 8B 2 P(
) tels que A \ B = �, Prob(A [ B) = Prob(A) + Prob(B).

Grâ
e �a 
ette d�e�nition, on voit qu'�etant donn�ees les probabilit�es des �ev�enements �el�ementaires, la propri�et�e 3

nous permet de 
al
uler la probabilit�e de n'importe quel �ev�enement (puisque 
e dernier est en fait une r�eunion

�nie d'�ev�enements �el�ementaires disjoints).

Corollaire 1 : Soient A et B deux �ev�enements quel
onques. Alors :

Prob(A [ B) = Prob(A) + Prob(B) � Prob(A \ B):

3.3 Cas des probabilit�es uniformes

Consid�erons l'exp�erien
e al�eatoire <on lan
e un d�e �a six fa
es non pip�e>. L'univers de l'exp�erien
e est don


l'ensemble de tous les r�esultats possibles du jet, 
'est-�a-dire f<1>, <2>, <3>, <4>, <5>, <6>g. Les �ev�enements

�el�ementaires sont <i>, i = 1; : : : ; 6. On suppose le d�e non pip�e, don
 toutes les fa
es ont la même 
han
e de

sortir. Si l'on d�esigne par Prob(<i>) la probabilit�e que la fa
e <i> sorte, alors on doit avoir :

Prob(<1>) = Prob(<2>) = Prob(<3>) = Prob(<4>) = Prob(<5>) = Prob(<6>):

Prob(
) = 1, autrement dit :

Prob(
) = Prob(<1>) + Prob(<2>) + Prob(<3>) + Prob(<4>) + Prob(<5>) + Prob(<6>) = 1:

Des deux �egalit�es 
i-dessus, on d�eduit que :

Prob(<1>) = Prob(<2>) = Prob(<3>) = Prob(<4>) = Prob(<5>) = Prob(<6>) =

1

j
j

=

1

6

:

On dit alors que la probabilit�e est uniforme et que les �ev�enements �el�ementaires sont �equiprobables .

Prenons maintenant un �ev�enement 
ompos�e : <1 ou 2>. Il y a une 
han
e sur six d'obtenir un <1> et une


han
e sur six d'obtenir un <2>. On ne peut obtenir 
es r�esultats en même temps, autrement dit les �ev�enements

sont disjoints, don
, d'apr�es la propri�et�e 3 de la d�e�nition 17 
i-dessus, il y a deux 
han
es sur six d'avoir soit

un <1> soit un <2>. Autrement dit, Prob(<1> ou <2>) = 2=6. En g�en�eralisant, soit E un �ev�enement. Alors

Prob(E) =

jEj

j
j

: (1)

D�e�nition 18 : Dans le 
as d'une probabilit�e uniforme, la probabilit�e d'un �ev�enement est �egale au nombre

de 
as favorables �a la r�ealisation de 
et �ev�enement (jEj) divis�e par le nombre d'�ev�enements dans l'univers

(j
j).

On remarque que 
ette d�e�nition est totalement en a

ord ave
 la d�e�nition 17 de Kolmogoro� : le 
ardinal

d'un ensemble �etant toujours positif ou nul, l'�equation (1) entrâ�ne la propri�et�e 1 de la d�e�nition 17. Prob(
) =

j
j=j
j = 1 et Prob(�) = j�j=j
j = 0. La propri�et�e 3 de la d�e�nition 17, quant �a elle, est v�eri��ee puisque si

A \ B = �, jA [ Bj = jAj+ jBj.

3.4 Probabilit�es et fr�equen
es

Consid�erons maintenant une exp�erien
e al�eatoire quel
onque. Par exemple le jet d'un d�e �a six fa
es. R�ealisons

n fois l'exp�erien
e et notons les fr�equen
es relatives de 
ha
un des �ev�enements. Ainsi f

n

(A) d�enote le nombre de
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fois o�u l'�ev�enement A a �et�e r�ealis�e parmi 
es n exp�erien
es. Il est �evident que f

n

(A) d�epend des jets de d�es que

l'on a e�e
tu�es. Deux s�eries de jets peuvent don
 nous donner deux valeurs di��erentes pour f

n

(A). Cependant,

on observe exp�erimentalement (et on peut le d�emontrer math�ematiquement) que lorsque n augmente, f

n

(A)


u
tue de moins en moins. Lorsque n tend vers +1, la limite vers laquelle tend f

n

(A), nous dirons que 
'est

la probabilit�e de A : 
'est assez logique puisque 
ela 
orrespond en gros au nombre de 
han
es que A a de se

r�ealiser.

D�e�nition 19 (loi des grands nombres) : Soit f

n

(A) la fr�equen
e de r�ealisation d'un �ev�enement A

parmi n exp�erien
es al�eatoires. Alors :

Prob(A) = lim

n!+1

f

n

(A):

Exemple 12 : Vous jetez un d�e �a six fa
es un millier de fois et vous notez les fr�equen
es des r�esultats obtenus :

modalit�e 1 2 3 4 5 6

fr�equen
e 0,165 0,169 0,166 0,167 0,166 0,167

n = 1000 �etant un <grand> nombre, on peut approximer les probabilit�es des �ev�enements par les fr�equen
es


i-dessus. Ainsi, Prob(<nombre < 4>) = Prob(<1>)+Prob(<2>)+Prob(<3>) = 0; 165+0; 169+0; 166 =

0:5. �

Remarque : insistons sur le fait que les fr�equen
es ne nous fournissent qu'une approximation des probabilit�es,

et que 
ette approximation n'est bonne que pour n <tr�es grand>.

3.5 Probabilit�es sur un univers 
ontinu

On verra pr�e
is�ement dans la se
tion 6 
omment les 
hoses se passent lorsque l'univers est 
ontinu. Toutefois,

on peut d�ej�a en donner une esquisse. Repartons du 
as o�u l'univers est �ni, prenons l'exemple 4 
on
ernant

les salaires de 40 ing�enieurs : �a partir de donn�ees re
ueillies dans la population, on a d�etermin�e des 
lasses de

salaire, leur fr�equen
e ainsi que l'histogramme 
i-dessous.

fréquence

12000 14000 16000 18000 22000 24000 26000 28000

salaire

20000

Fig. 11: Histogramme des salaires.

D'apr�es la se
tion 3.4, la probabilit�e d'appartenir �a une 
lasse devrait 
orrespondre au nombre de 
as

favorables = nombre d'�ev�enements dans l'univers, 
'est-�a-dire �a la fr�equen
e de la 
lasse. Or, nous avons vu

page 12 que, dans un histogramme, les fr�equen
es 
orrespondent aux surfa
es des re
tangles. Par analogie, si

l'on veut 
al
uler la probabilit�e que le salaire soit 
ompris entre 18500F et 21000F, on va 
al
uler la surfa
e

gris�ee sur la �gure 11.

On peut tout de même se dire que 
'est une te
hnique assez grossi�ere : l'univers est sens�e être 
ontinu, et

on ne dessine que des re
tangles. Si l'on aÆnait un peu les donn�ees (en supposant que la population est aussi

grande que l'on veut), on pourrait peut-être s�eparer l'univers en plus de 
lasses. Multiplions par 2 le nombre de


lasses et voyons 
e que nous obtenons :
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fréquence

12000 14000 16000 18000 20000 22000 24000 26000 28000

salaire

Fig. 12: Multipli
ation du nombre de 
lasses.

Le 
al
ul de Prob(salaire entre 18500F et 21000F) s'e�e
tue de la même mani�ere. Cependant, on voit que

la surfa
e est 
al
ul�ee �a partir d'un polygone dont les 
ontours sont beau
oup plus pr�e
is que dans la �gure 11.

En multipliant par deux le nombre de 
lasses une in�nit�e de fois, on s'aper�
oit que les re
tangles �nissent par

former une sorte de 
ourbe assez lisse (voir �gure 
i-dessous). La probabilit�e d'avoir un salaire entre 18500F et

21000F se 
al
ule par analogie en prenant la surfa
e d�elimit�ee par le mor
eau de 
ourbe entre 18500F et 21000F.

En termes plus math�ematiques, on 
al
ule l'int�egrale entre 18500F et 21000F de la fon
tion dont la 
ourbe est

repr�esent�ee sur la �gure 13. Cette fon
tion s'appelle une fon
tion de densit�e .

fréquence

12000 14000 16000 18000 20000 22000 24000 26000 28000

salaire

Fig. 13: Fon
tion de densit�e.

En g�en�eralisant, voil�a 
omment on d�e�nit et 
omment on utilise les probabilit�es sur un univers 
ontinu : on


ommen
e par d�e�nir une fon
tion de densit�e, qui nous donne la r�epartition (on dit aussi la distribution)

des �ev�enements. Ensuite, lorsque l'on veut 
al
uler Prob(A), il suÆt de 
al
uler la surfa
e d�elimit�ee par la

fon
tion de densit�e dans la zone o�u les �ev�enements sont in
lus dans A.
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Ce
i nous am�ene aux remarques suivantes :

{ Lorsqu'une variable est 
ontinue, la probabilit�e d'un �ev�enement �el�ementaire est for
�ement nulle. En e�et,

un �ev�enement �el�ementaire ne doit être le r�esultat que d'une seule exp�erien
e. Sur la �gure 13, un �ev�enement

�el�ementaire 
orrespond ainsi �a un point sur l'axe des abs
isses, et don
 la surfa
e �a 
al
uler est for
�ement

nulle. Exemple : 
al
uler la probabilit�e qu'un salaire soit �egal exa
tement �a 20000F revient �a 
al
uler la

surfa
e de la fon
tion de densit�e entre 20000F et 20000F. C'est don
 bien une surfa
e nulle.

{ La surfa
e d�elimit�ee par la fon
tion de densit�e sur tout l'univers 
 est for
�ement �egale �a 1 (puisqu'elle


orrespond �a Prob(
)). On avait bien �evidemment la même propri�et�e pour les histogrammes : la somme

des surfa
es des re
tangles est �egale �a 1 
ar elle 
orrespond �a la somme des fr�equen
es.

{ Les valeurs prises par la fon
tion de densit�e sont for
�ement positives ou nulles partout. Autrement, en


al
ulant les surfa
es par des int�egrales, on pourrait obtenir des surfa
es n�egatives, et don
 des probabilit�es

n�egatives.

3.6 Probabilit�es 
onditionnelles et ind�ependan
e

La notion de probabilit�e 
onditionnelle est l'une des fon
tionnalit�es les plus importantes et les plus simples

des probas :

D�e�nition 20 : la probabilit�e d'un �ev�enement A 
onditionnellement �a un �ev�enement B, que l'on note

Prob(AjB), est la probabilit�e que A se produise sa
hant que B s'est ou va se produire.

Exemple 13 : On tire au hasard deux 
artes d'un jeu qui en 
omporte 32. Probl�eme : quelle est la probabilit�e

de tirer deux rois ? Si l'on s'en r�ef�ere �a la se
tion 3.3, Prob(2 rois) = nombre de 
as favorables = nombre

d'�ev�enements possibles dans l'univers. Le d�enominateur est simple �a 
al
uler : il y a 32 possiblit�es de tirer

la premi�ere 
arte. Lorsque 
elle-
i est tir�ee, il ne reste que 31 
artes, et on tire une 
arte parmi 
elles-
i.

Don
 le d�enominateur est �egal �a 32� 31 = 992. Cal
ulons maintenant le num�erateur : au d�epart, il y a 4

rois dans le jeu et on tire un de 
es rois. Il y a don
 4 possibilit�es. Ensuite, parmi les 
artes restantes, il ne

reste que 3 rois. Don
 le num�erateur est �egal �a 4�3 = 12. Par 
ons�equent, Prob(2 rois) = 12=992 = 3=248.

On a don
 3 
han
es sur 248 d'obtenir 2 rois lorsque l'on tire au hasard deux 
artes. Mais supposons

que la premi�ere 
arte que l'on ait tir�ee soit un roi, que peut-on dire sur la probabilit�e d'avoir en
ore un

roi au deuxi�eme tirage ? Le raisonnement du paragraphe pr�e
�edent nous dit alors que le nombre de 
as

favorables est 3 et que le nombre d'�ev�enements possibles dans l'univers est 31. Don
 la probabilit�e de tirer

un deuxi�eme roi 
onditionellement au fait que la premi�ere 
arte tir�ee �etait un roi, 
'est-�a-dire Prob(2

�eme

roi j premi�ere 
arte est un roi) est �egale �a 3=31. �

Voyons 
omment 
al
uler Prob(AjB). D'abord, remarquons que Prob(Aj
) = Prob(A). En e�et, Prob(Aj
)

repr�esente la probabilit�e que A soit r�ealis�e 
onditionnellement au fait qu'au moins un �ev�enement �el�ementaire

sera r�ealis�e. Or on sait que 
ette 
ondition est toujours v�eri��ee puisque Prob(
) = 1. Don
 
onditionner par 


ne diminue en rien ou n'augmente en rien les 
han
es que A a de se r�ealiser. Don
 Prob(Aj
) doit n�e
essairement

être �egal �a Prob(A). L'exemple suivant va nous permettre de 
omprendre 
omment Prob(AjB) se 
al
ule pour

un �ev�enement B quel
onque :

Exemple 14 : Tirons au hasard une 
arte parmi un jeu de 32 
artes. 
 = f32 
artesg. Consid�erons les

�ev�enements A = tirer un roi et B = tirer un 
�ur. On veut 
al
uler Prob(AjB), 
'est-�a-dire la pro-

babilit�e de tirer un roi sa
hant que l'on a tir�e un 
�ur.

Si A se produit, sa
hant que B s'est aussi produit, 
ela signi�e que A\B se produit. Autrement dit,

Prob(AjB) = Prob(A \ BjB), ou en
ore la probabilit�e de tirer un roi sa
hant que l'on a tir�e un 
�ur

est �egale �a la probabilit�e de tirer le roi de 
�ur sa
hant que l'on a tir�e un 
�ur. Cela se voit bien sur

la �gure 
i-apr�es : on 
her
he la probabilit�e que l'�ev�enement A (
'est-�a-dire l'un des quatre 
er
les) soit

r�ealis�e, sa
hant que l'�ev�enement B l'est (
'est-�a-dire que l'on est dans l'ellipse). Il n'y a don
 qu'un seul


er
le qui peut être r�ealis�e, et 
elui-
i 
orrespond �a A \ B.
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B

U

A

roi de pique

ensemble des coeurs

roi de coeur
B

A
roi de trèfle

roi de carreau
Cette petite manipulation est tr�es int�eressante. En e�et, on 
her
he la probabilit�e que le 
er
le A\B,

qui est in
lus dans B, soit r�ealis�e, sa
hant que l'�ev�enement B est r�ealis�e, 
'est-�a-dire que Prob(B) = 1.

Cela sugg�ere de rempla
er l'univers 
 par l'univers B, et de 
al
uler dans 
et univers Prob(A \ BjB) =

Prob(A \ B). La se
tion 3.3 nous dit alors que :

Prob(A \ B) =

jA \ Bj

jBj

:

On peut alors en d�eduire :

Prob(AjB) =

jA \ Bj

j
j

�

j
j

jBj

=

Prob(A \ B)

Prob(B)

:

�

Il s'av�ere que la formule obtenue 
i-dessus est toujours v�eri��ee :

Th�eor�eme 2 : Soient A et B deux �ev�enements. Si Prob(B) > 0, alors :

Prob(AjB) =

Prob(A \ B)

Prob(B)

: (2)

Pourquoi imposer Prob(B) > 0 ? Outre le fait que diviser Prob(A \ B) par z�ero risque de donner un

r�esultat pour le moins 
urieux, il y a aussi une question s�emantique : Prob(AjB) 
orrespond �a la probabilit�e

que l'�ev�enement A soit r�ealis�e sa
hant que B l'est. Or, justement, si Prob(B) = 0, B ne peut être r�ealis�e, d'o�u

un petit probl�eme au niveau de la signi�
ation du Prob(AjB) dans un tel 
as.

L'�equation (2) parâ�t toute bête mais elle est globalement �a la base de tous les travaux a
tuels sur les

probabilit�es. Par exemple, elle permet de d�emontrer le th�eor�eme de Bayes :

Th�eor�eme 3 (Bayes) : Soient A et B deux �ev�enements tels que Prob(A) 6= 0 et Prob(B) 6= 0. Alors :

Prob(BjA) = Prob(AjB)�

Prob(B)

Prob(A)

: (3)

D�emonstration : Si Prob(A) 6= 0 et Prob(B) 6= 0 alors :

Prob(BjA) =

Prob(A \ B)

Prob(A)

=

Prob(A \ B)

Prob(B)

�

Prob(B)

Prob(A)

= Prob(AjB) �

Prob(B)

Prob(A)

:

�
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Fig. 14: Le r�ev�erend Thomas Bayes (1702 { 1761).

Le th�eor�eme de Bayes nous sera utile dans les tests d'hypoth�eses, se
tion 9. En e�et, si A repr�esente l'ob-

servation d'un �ev�enement lors d'une exp�erien
e et B une hypoth�ese, on a alors :

Prob(hypoth�esejobservation) = Prob(observationjhypoth�ese)�

Prob(hypoth�ese)

Prob(observation)

:

Cette �equation stipule que la 
royan
e que l'on a en une hypoth�ese H (ou en
ore la probabilit�e de l'hypoth�ese)

apr�es avoir observ�e un �ev�enement e peut se 
al
uler grâ
e �a la 
royan
e que l'on avait en H avant toute

observation (Prob(H)), la probabilit�e que e se r�ealise, et la probabilit�e que l'on observe e sa
hant que H s'est

r�ealis�ee. On peut abandonner Prob(e) en remarquant que :

Prob(e) = Prob(ejH)Prob(H) + Prob(ejH)Prob(H):

D�emonstration : Prob(ejH)Prob(H) + Prob(ejH)Prob(H) = Prob(e;H) + Prob(e;H) = Prob(e). �

Autrement dit, la probabilit�e qu'une hypoth�ese H soit vraie sa
hant qu'on observe e peut se 
al
uler �a partir

de la probabilit�e que l'hypoth�ese H soit vraie quand on n'a au
une information, de la probabilit�e d'obtenir e

quand on sait que H est vraie, et de la probabilit�e d'obtenir e quand on sait que H est fausse.

Exemple 15 : Vous êtes r�eveill�es la nuit par la d�eli
ate sonnerie du signal d'alarme de votre maison. Probl�eme :

quel degr�e de 
on�an
e devez-vous a

order dans la possibilit�e d'une e�ra
tion de votre domi
ile ?

Vous avez men�e votre enquête aupr�es du fabri
ant du signal d'alarme et, d'apr�es les statistiques, il

ressort que Prob(alarmeje�ra
tion) = 0; 95. Autrement dit, le signal a 95% de 
han
es de se d�e
len
her

lors d'une tentative d'e�ra
tion. De plus, le fabri
ant vous a assur�e qu'en moyenne le signal ne se d�e
len
he

pour rien qu'une fois sur 
ent. Traduisez Prob(alarmeje�ra
tion) = 0; 01. En�n, le 
ommissariat de votre

quartier vous a 
ommuniqu�e des 
hi�res sur la d�elinquan
e, qui laissent apparâ�tre que Prob(e�ra
tion) =

10

�4

: vous avez une 
han
e sur 10000 d'être 
ambriol�es.

Vous êtes don
 r�eveill�es la nuit et vous vous interrogez sur Prob(e�ra
tionjalarme). D'apr�es Bayes,

Prob(e�ra
tionjalarme) = Prob(alarmeje�ra
tion)�

Prob(e�ra
tion)

Prob(alarme)

:

Or, il est fa
ile de 
al
uler Prob(alarme) :

Prob(alarme) = Prob(alarmeje�ra
tion)Prob(e�ra
tion) + Prob(alarmeje�ra
tion)Prob(e�ra
tion)

= 0; 95� 10

�4

+ 0; 01� (1� 10

�4

) = 0; 010094:

Par 
ons�equent,

Prob(e�ra
tionjalarme) = 0; 95�

10

�4

0; 010094

� 0; 00941:

Don
 la probabilit�e qu'il y ait e�e
tivement un 
ambriolage en 
ours dans votre maison est seulement

de 0; 9%. Ce 
hi�re peut parâ�tre surprenant au premier abord, mais en fait, il se justi�e assez bien :

vous avez une 
han
e sur 10000 d'être 
ambriol�es, on peut don
 raisonnablement penser que 
'est une

d�efaillan
e de votre signal d'alarme qui a d�e
len
h�e la sonnerie. Con
lusion : rendormez-vous. �
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Exemple 16 : On a 28 dominos. Chaque domino 
ontient 2 
hi�res num�erot�es de 0 �a 6. Quelle est la probabilit�e

de s�ele
tionner un 
ouple de dominos 
ompatibles, 
'est-�a-dire ayant au moins un 
hi�re en 
ommun,

lorsque l'on prend deux dominos au hasard?

I
i, l'univers 
 est �egal �a l'ensemble de tous les 
ouples de dominos que l'on peut 
hoisir. Soient deux

dominos, notons les X et Y . D'apr�es le th�eor�eme 2 sur la page 30,

Prob(X;Y ) = Prob(X)� P (Y jX):

Autrement dit, la probabilit�e d'avoir 
hoisi le 
ouple de dominos (X;Y ) est �egale �a la probabilit�e d'avoir


hoisi le domino X parmi l'ensemble des dominos, multipli�ee par la probabilit�e de 
hoisir le domino Y

sa
hant que l'on a d�ej�a 
hoisi X . Puisqu'il y a 28 dominos, Prob(X) =

1

28

. Lorsque l'on a 
hoisi X , il ne

reste plus que 27 dominos. Don
 Prob(Y jX) =

1

27

. Par 
ons�equent, Prob(X;Y ) =

1

28�27

=

1

756

, ou en
ore

j
j = 756.

Soit E l'�ev�enement <on a 
hoisi des dominos 
ompatibles>. On a d�ej�a vu que

Prob(E) =

jEj

j
j

:

Il ne nous reste don
 plus qu'�a 
al
uler jEj. E = E

1

[ E

2

[ E

3

, o�u E

1

= <le domino X poss�ede deux

nombres identiques>, E

2

= <le domino Y poss�ede deux nombres identiques> et E

3

= <au
un des deux

dominos n'a deux nombres identiques>. Bien entendu, E

1

\E

2

= �, E

1

\E

3

= � et E

2

\E

3

= �. Don


Prob(E) =

jE

1

j+ jE

2

j+ jE

3

j

j
j

:

Cal
ulons jE

1

j. Les num�eros sur les dominos vont de 0 �a 6. Il y a don
 7 possibilit�es de 
hoisir

un domino ayant deux num�eros identiques. Lorsque X est 
hoisi, il faut, pour Y , 
hoisir un domino


ompatible, 
'est-�a-dire ayant un 
hi�re en 
ommun. Il ne reste don
 plus que 6 possibilit�es parmi les

27 dominos restants. Autrement dit, Prob(Y jX) =

6

27

. Par 
ons�equent, jE

1

j = 7� 6 = 42. Par sym�etrie,

jE

2

j = 42.

Cal
ulons maintenant jE

3

j. Il y a 7 dominos ayant deux nombres identiques. Par 
ons�equent, il y a

28�7 = 21 dominos n'ayant pas deux nombres identiques. Don
 Prob(X) =

21

28

. Sa
hant que X a �et�e tir�e,

il ne reste que 27 dominos. Parmi 
eux-l�a, il n'y en a que 5 qui soient 
ompatibles ave
 le premier num�ero

de X sans avoir pour autant deux num�eros identiques. De même, il y en a 5 
ompatibles ave
 le deuxi�eme

num�ero de X mais n'ayant pas deux num�eros identiques. Par 
ons�equent, Prob(Y jX) =

5+5

27

=

10

27

. Don


jE

3

j = 21� 10 = 210. Ainsi,

Prob(E) =

jE

1

j+ jE

2

j+ jE

3

j

j
j

=

42 + 42 + 210

756

=

294

756

=

7

18

:

Il y a don
 7 
han
es sur 18 pour que deux dominos 
hoisis au hasard soient 
ompatibles. Attention :

i
i, les dominos sont 
hoisis de mani�ere ordonn�ee, 
'est-�a-dire que 
hoisir (X;Y ) est di��erent de 
hoisir

(Y;X). �

Exemple 17 : Un 
able vid�eo peut avoir �a 
ha
une de ses extr�emit�es une prise VGA mâle, VGA femelle,

S-vid�eo mâle, S-vid�eo femelle, P�eritel mâle, P�eritel femelle, 
omposite mâle, et 
omposite femelle. Les

deux extr�emit�es peuvent avoir des prises identiques ou bien di��erentes. Par exemple, les 
ables suivants

sont valides : 
able VGA mâle-
omposite mâle, 
able P�eritel femelle-P�eritel mâle, 
able P�eritel femelle-

P�eritel femelle, et
. Un panier renferme un exemplaire et un seul de tous les 
ables possibles (un 
able

P�eritel femelle-P�eritel mâle est suppos�e identique au 
able P�eritel mâle-P�eritel femelle). On veut savoir

la probabilit�e qu'en 
hoisissant deux 
ables au hasard dans le panier on puisse les ra

order entre eux

(autrement dit, que l'un ait une prise mâle et l'autre une prise femelle du même type).

Soit 
 l'ensemble des 
ables possibles. Num�erotons les prises de 1 �a 8. Pour d�eterminer j
j, a�n d'�eviter

de 
ompter deux fois le même 
able, on remarque que si l'on a un 
able (x; y), o�u x (resp. y) repr�esente

la premi�ere prise (resp. la deuxi�eme), alors (y; x) repr�esente le même 
able. Par 
ons�equent, dans notre



Se
tion 3. Introdu
tion aux probabilit�es 33


omptage de 
, il suÆt de ne 
ompter que les 
ables pour lesquels y � x. Pour un x donn�e, les valeurs

de y possibles sont don
 x; x+ 1; : : : ; 8. Par 
ons�equent,

j
j =

8

X

x=1

(9� x) =

8

X

x=1

9�

8

X

x=1

x = 9� 8�

9� 8

2

= 36:

Soit E l'ensemble des 
ouples de 
ables r�epondant �a la question. Soit E

1

le sous-ensemble de E tel que

les deux 
ables ont les mêmes prises �a leurs extr�emit�es. Soit E

2

le sous-ensemble de E tel que seulement

l'un des 
ables a les mêmes prises �a ses deux extr�emit�es. En�n, soit E

3

le sous-ensemble tel qu'au
un

des deux 
ables n'a les mêmes prises �a ses extr�emit�es. Bien �evidemment, jEj = jE

1

j + jE

2

j + jE

3

j. Or

jE

1

j = 4 
ar, si les deux 
ables ont leurs extr�emit�es identiques, une fois qu'on a s�ele
tionn�e le 
able mâle,

le deuxi�eme 
able est d�etermin�e de mani�ere unique. Puisqu'il y a 4 prises mâles, jE

1

j = 4. Pour 
al
uler

jE

2

j, 
ommen�
ons par 
hoisir le 
able ayant ses deux extr�emit�es identiques : il y a 8 
hoix possibles. Pour

le deuxi�eme 
able, l'une des extr�emit�es est d�ej�a d�etermin�ee pour 
orrespondre ave
 le premier 
able. Pour

la deuxi�eme extr�emit�e, il reste 7 
hoix. Don
 jE

2

j = 8 � 7 = 56. Cal
ulons maintenant jE

3

j : 
elui-
i se

partitionne en deux sous-ensembles : E

31

et E

32

qui repr�esentent respe
tivement les 
ables qui peuvent

être ra

ord�es seulement par un bout, et les 
ables qui peuvent être ra

ord�es simultan�ement par les deux

bouts. Dans E

31

, on 
ommen
e par 
hoisir la prise mâle de ra

ordement : il y a 4 
hoix. Pour le premier


able, on peut en
ore 
hoisir 7 prises pour la deuxi�eme extr�emit�e. Lorsque 
'est fait, une des extr�emit�es

du deuxi�eme 
able est 
hoisie (une femelle pour se ra

order �a la prise mâle) et il y a 6 possibilit�es pour

la deuxi�eme extr�emit�e. Don
 jE

31

j = 4 � 7 � 6 = 168. Il nous reste maintenant les prises se ra

ordant

par les deux bouts, E

32

. Bon, l�a, il y a une petite subtilit�e : il faut 
onsid�erer le 
as o�u un 
able a pour

extr�emit�e une prise mâle et �a l'autre extr�emit�e la même prise, mais femelle, dans 
e 
as, on ne peut pas

trouver d'autre 
able qui puisse se ra

order. C'est pourquoi, pour 
al
uler E

32

, nous allons 
ommen
er

par 
hoisir un 
able dont les deux extr�emit�es sont des prises mâles di��erentes : il y a 6 possibilit�es. Le

deuxi�eme 
able est alors d�etermin�e de mani�ere unique. Si, par 
ontre le premier 
able a une prise mâle (4


as possibles) et une prise femelle (3 
as possibles d'apr�es 
e qui pr�e
�ede), le deuxi�eme 
able est d�etermin�e

en
ore de mani�ere unique mais on 
ompte 
es 
ouples de 
ables deux fois. Don
 jE

32

j = 6+4� 3=2 = 12.

Par 
ons�equent, jEj = 4 + 56 + 168 + 12 = 240.

Il nous faut maintenant 
al
uler le nombre de 
ouples de 
ables possibles. On a 36 
hoix possibles

pour le premier 
able. Lorsqu'on a 
hoisi 
elui-
i, il reste 35 
ables possibles. Il y a don
 35� 36 = 1260

paires ordonn�ees de 
ables. Pour �eliminer la notion d'ordre, on divise par 2. Par 
ons�equent, il y a 630


ouples de 
ables. Con
lusion : la probabilit�e que l'on 
her
hait est 240=630 � 0; 38. �

Les probabilit�es 
onditionnelles permettent, entre autres 
hoses, de d�e�nir la notion d'ind�ependan
e proba-

biliste :

D�e�nition 21 : Deux �ev�enements A et B sont ind�ependants si Prob(A \ B) = Prob(A)� Prob(B).

Grâ
e �a 
ette d�e�nition, on peut d�eduire assez ais�ement que si A et B sont des �ev�enements tels que Prob(B) 6=

0, alors Prob(AjB) = Prob(A).

D�emonstration : Si Prob(B) 6= 0, alors Prob(AjB) = Prob(A\B)=Prob(B). De plus, puisque les �ev�enements

A et B sont ind�ependants, Prob(A \ B) = Prob(A) � Prob(B). Don
 Prob(AjB) =

Prob(A) � Prob(B)

Prob(B)

=

Prob(A). �

Cette propri�et�e nous montre que lorsque deux �ev�enements sont ind�ependants, alors savoir qu'un des deux

�ev�enements est r�ealis�e (i
i B) n'apporte au
une information sur la r�ealisation de l'autre �ev�enement. C'est en 
e

sens que l'on peut dire que les deux �ev�enements sont ind�ependants. On peut aussi dire que la r�ealisation d'un

�ev�enement A ne d�epend pas de la r�ealisation de l'autre �ev�enement.

Cette propri�et�e, quoiqu'anodine au premier abord, revêt une importan
e primordiale en informatique : 
'est

elle qui permet de sto
ker en m�emoire vive des probabilit�es sur des univers de tailles importantes.

Exemple 18 : Soit un univers repr�esentant le jet de 100 d�es �a 6 fa
es (ind�ependants les uns des autres). Les

�ev�enements �el�ementaires 
orrespondent �a toutes les 
ombinaisons possibles des d�es. Il y a don
 6

100

possibilit�es, soit environ 6; 53� 10

77

possibilit�es.



Se
tion 3. Introdu
tion aux probabilit�es 34

Quand on sait que pour e�e
tuer des 
al
uls probabilistes, il faut absolument 
onnâ�tre les probabilit�es

des �ev�enements �el�ementaires, on peut se dire qu'au
un ordinateur a
tuel n'a suÆsamment de m�emoire

pour 
al
uler des probabilit�es sur notre univers de 100 d�es. En fait, l'utilisation de la d�e�nition 21 nous

indique qu'il suÆt de rentrer pour 
haque d�e les probabilit�es que 
ha
une des fa
es sorte, pour que l'on

ait toutes les informations pour retrouver les probabilit�es des �ev�enements �el�ementaires de l'univers. Par

exemple, si Prob

i

(j) repr�esente la probabilit�e que le i

�eme

d�e tombe sur la fa
e j, et si Prob(1; 1; : : : ; 1)

repr�esente la probabilit�e de l'�ev�enement �el�ementaire <tous les d�es sont retomb�es sur la fa
e 1>, alors :

Prob(1; 1; : : : ; 1) =

100

Y

i=1

Prob

i

(1):

Retrouver les probabilit�es des �ev�enements de l'univers demande un peu de 
al
ul, 
ertes, mais 
ela per-

met de manipuler des probabilit�es sur des univers qui sont a priori trop gros pour être manipul�es sur

ordinateur. �

3.7 Introdu
tion aux variables al�eatoires

Jusqu'�a maintenant, nous avons vu 
omment l'on pouvait d�e�nir l'univers 
 sur lequel portent les probabilit�es

et 
omment, �a partir des �ev�enements �el�ementaires (en nombre suppos�e �ni), l'on pouvait 
al
uler la probabilit�e

de n'importe quel �ev�enement de 
. Cependant, en pratique, 
e sont rarement les �ev�enements eux-mêmes qui

nous int�eressent, mais plutôt les 
ons�equen
es de 
es �ev�enements.

Exemple 19 : Supposons que vous ayez 1000F �a votre disposition. Jouons au jeu suivant : je tire 3 
artes

parmi un jeu de 32 
artes et, suivant le tirage, je vous donne ou vous prend de l'argent :

{ si 3 rois ont �et�e tir�es, vous gagnez 2000F ;

{ si 2 rois ont �et�e tir�es, vous gagnez 500F ;

{ si 1 roi a �et�e tir�e, vous ne gagnez ni ne perdez rien ;

{ si au
un roi n'a �et�e tir�e, vous perdez vos 1000F.

En fait, les �ev�enements de 
e jeu 
orrespondent �a l'ensemble des triplets de 
artes que l'on peut tirer.

Maintenant, songez �a 
e qui vous int�eresse dans 
e jeu. Sont-
e les 3 
artes tir�ees ou plutôt le gain qu'elles

vont vous rapporter ? Il y a fort �a parier que la deuxi�eme option remporte votre int�erêt. Dans 
e 
as, 
e

ne sont pas les �ev�enements qui vous int�eressent, mais plutôt leurs 
ons�equen
es (�e
onomiques). �

Il faudrait don
 disposer d'un outil qui nous permette de travailler dire
tement sur 
es gains, et non plus

sur les triplets de 
artes. Cet outil r�epond au doux nom de variable al�eatoire.

D�e�nition 22 : Soit 
 un univers muni d'une loi de probabilit�e Prob(�), et soit 


0

un autre ensemble. Notons

P(
) et P(


0

) l'ensemble des sous-ensembles de 
 et de 


0

. Une variable al�eatoire est une fon
tion � de

P(
) dans P(


0

) telle que :

�

�1

(A

0

) 2 P(
) 8A

0

2 P(


0

):

On peut alors d�e�nir une loi de probabilit�e Prob

0

(�) sur 


0

de la fa�
on suivante :

Prob

0

(A

0

) = Prob

�

�

�1

(A

0

)

�

8A

0

2 P(


0

):

Exemple 19 (suite) : Dans 
e jeu, 
 est relativement ais�e �a d�eterminer : il s'agit de l'ensemble de tous les

triplets de 
artes que l'on peut tirer du jeu. Math�ematiquement, nous pourrions noter 
ela de la mani�ere

suivante :


 = f(x; y; z) : y 6= x; z 6= x; y; et x; y; z 2 fjeu de 32 
artesgg:

Ce qui nous int�eresse dans 
et exemple, 
e sont les gains ou pertes d'argent o

asionn�es par le jeu. On a

don
 :




0

= f2000F; 500F; 0F; -1000Fg:
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La fon
tion �(�) qui nous permet de passer de 
 �a 


0

est elle-aussi relativement simple �a d�e�nir :

�(A) =

8

>

>

<

>

>

:

2000F si A = trois rois;

500F si A � exa
tement deux rois;

0F si A � exa
tement un roi;

-1000F si A \ rois = �:

Ainsi, il est relativement fa
ile de savoir si l'on va gagner de l'argent ou en perdre en jouant �a 
e jeu :

Prob

0

(2000F) = Prob(tirer 3 rois) =

4

32

�

3

31

�

2

30

=

1

1240

Prob

0

(500F) = Prob(tirer 2 rois)

= Prob(roi,roi,autre) + Prob(roi,autre,roi) + Prob(autre,roi,roi)

=

4

32

�

3

31

�

28

30

+

4

32

�

28

31

�

3

30

+

28

32

�

4

31

�

3

30

=

42

1240

Prob

0

(0F) = Prob(tirer 1 roi)

= Prob(roi,autre,autre) + Prob(autre,roi,autre) + Prob(autre,autre,roi)

=

4

32

�

28

31

�

27

30

+

28

32

�

4

31

�

27

30

+

28

32

�

27

31

�

4

30

=

378

1240

Prob

0

(-1000F) = Prob(tirer au
un roi)

=

28

32

�

27

31

�

26

30

=

819

1240

�

R�esumons : Nous partons d'un univers 
 et, grâ
e �a une fon
tion � : P(
)! P(


0

), nous pouvons travailler

dans un autre univers 


0

. Il est bien entendu possible de d�e�nir simultan�ement plusieurs variables al�eatoires

� : P(
)! P(


0

), � : P(
)! P(


00

), 	 : P(


0

)! P(


00

). . . Par d�e�nition,

Prob

0

(A

0

) = Prob

�

�

�1

(A

0

)

�

8A

0

2 P(


0

);

= Prob (A : A 2 
 et �(A) = A

0

) 8A

0

2 P(


0

);

Prob

00

(A

00

) = Prob

�

�

�1

(A

00

)

�

8A

00

2 P(


00

);

= Prob (A : A 2 
 et �(A) = A

00

) 8A

00

2 P(


00

);

Prob

00

(A

00

) = Prob

0

�

	

�1

(A

00

)

�

8A

00

2 P(


00

);

= Prob

0

(A

0

: A

0

2 


0

et 	(A

0

) = A

00

) 8A

00

2 P(


00

):

Lorsque l'on travaille ave
 plusieurs variables al�eatoires, 
ette notation devient vite fastidieuse 
ar : 1) 
haque

univers doit avoir sa propre loi de probabilit�e Prob(�), Prob

0

(�), Prob

00

(�) ; 2) dans le 
al
ul de Prob

00

(A

00

), il faut

imp�erativement pr�e
iser la variable al�eatoire qu'on utilise (�, �, 	) ainsi que la loi de probabilit�e dans l'univers

de d�epart de la variable al�eatoire (
f. les lignes 3 �a 6 parmi les �egalit�es 
i-dessus).

A�n d'�eviter toutes 
es 
ompli
ations relativement inutiles, on �e
rit par abus de notation Prob(� = A

0

) �a la

pla
e de Prob

0

(A

0

) et de Prob

�

�

�1

(A

0

)

�

.

Ainsi, dans l'exemple 19, pourrait-on �e
rire :

Prob(� = 2000F ) =

1

1240

;

Prob(� = 500F ) =

42

1240

;

Prob(� = 0F ) =

378

1240

;

Prob(� = �1000F ) =

819

1240

:

Exemple 20 : La roulette est in
ontestablement l'un des jeux les plus 
onnus au 
asino. Mais existe-t-il une

strat�egie assurant une 
han
e raisonnable de gagner �a 
e jeu ? Si l'on n'est pas trop <gourmand>, la

r�eponse est oui.

Dans 
e jeu, les joueurs peuvent parier sur le num�ero (inf�erieur �a 36) sur lequel la boule va s'arrêter,

mais ils peuvent aussi miser sur la 
ouleur de 
e num�ero (Noir ou Rouge), sur le fait qu'il est Pair ou
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Impair, ou en
ore s'il est Passe ou Manque (sup�erieur ou inf�erieur �a 18). Ces six derni�eres possibilit�es ont


ha
une 18 
han
es sur 37 de s'av�erer vraies et permettent de remporter une fois sa mise. On peut don


dire que l'univers 
 du jeu auquel nous allons jouer est :


 = f(Noir,Pair,Passe), (Noir,Pair,Manque), (Noir,Impair,Passe), (Noir,Impair,Manque),

(Rouge,Pair,Passe), (Rouge,Pair,Manque), (Rouge,Impair,Passe), (Rouge,Impair,Manque)g.

De plus, 
omme indiqu�e 
i-dessus, on a :

Prob(Noir) =

18

37

Prob(Rouge) =

18

37

;

Prob(Pair) =

18

37

Prob(Impair) =

18

37

;

Prob(Passe) =

18

37

Prob(Manque) =

18

37

:

Notons �a 
e propos que, d'apr�es Kolmogoro�, on a aussi Prob(Noir) = Prob(Noir,Pair,Passe) +

Prob(Noir,Pair,Manque) + Prob(Noir,Impair,Passe) + Prob(Noir,Impair,Manque), mais que les probabi-

lit�es des �ev�enements �el�ementaires 
omme Prob(Noir,Pair,Passe) ne sont pas �egales, 
omme on pourrait

le 
roire au premier abord, �a

�

18

37

�

3

. En e�et, une fois que l'on sait que la boule est tomb�ee sur le noir,

par exemple, on sait que le num�ero <0> n'est pas sorti, et don
 il y a une 
han
e sur deux pour que le

num�ero sortant soit pair ou impair, passe ou manque. Don
 Prob(Noir,Pair,Passe) =

18

37

�

1

2

�

1

2

=

9

74

.

Maintenant, 
e qui nous int�eresse n'est pas vraiment le fait que la bille sortante soit noire, rouge, paire,

impaire, passe ou manque, mais plutôt l'argent qu'elle va nous rapporter ou nous faire perdre. On aurait

don
 int�erêt �a mod�eliser notre jeu grâ
e �a une variable al�eatoire asso
iant aux billes sortantes les gains

qu'elles pro
urent. Supposons don
 que l'on poss�ede au d�epart M fran
s et que l'on d�e
ide de jouer une

s�equen
e de k mises, S

k

= (fm

1

; 


1

g; fm

2

; 


2

g; : : : ; fm

k

; 


k

g). Par exemple, fm

1

; 


1

g pourrait 
onsister �a

miser m

1

fran
s sur 


1

= rouge. On peut alors 
r�eer la variable al�eatoire �(M;S

k

), qui repr�esente l'�etat

de nos �nan
es apr�es une s�equen
e S

k

de mises. Ainsi, si l'on note s

i

l'�etat (dans 
) de la bille sortante,

�(M; f(m

1

; 


1

)g) =

�

M +m

1

si s

1

2 


1

;

M �m

1

si s

1

62 


1

:

�(M; f(m

1

; 


1

); (m

2

; 


2

)g) =

8

>

>

<

>

>

:

M +m

1

+m

2

si s

1

2 


1

et s

2

2 


2

;

M �m

1

+m

2

si s

1

62 


1

et s

2

2 


2

;

M +m

1

�m

2

si s

1

2 


1

et s

2

62 


2

;

M �m

1

�m

2

si s

1

62 


1

et s

2

62 


2

:

Par 
ons�equent, 
omme les r�esultats des di��erentes billes sont ind�ependants les uns des autres, on a :

Prob(�(M; f(m

1

; 


1

)g) =M +m

1

) =

18

37

Prob(�(M; f(m

1

; 


1

)g) =M �m

1

) =

19

37

Prob(�(M; f(m

1

; 


1

); (m

2

; 


2

)g) =M +m

1

+m

2

) =

18

37

�

18

37

Prob(�(M; f(m

1

; 


1

); (m

2

; 


2

)g) =M �m

1

+m

2

) =

19

37

�

18

37

Prob(�(M; f(m

1

; 


1

); (m

2

; 


2

)g) =M +m

1

�m

2

) =

18

37

�

19

37

Prob(�(M; f(m

1

; 


1

); (m

2

; 


2

)g) =M �m

1

�m

2

) =

19

37

�

19

37

:

Par r�e
urren
e, il est fa
ile de montrer que

Prob

 

�(M; fm

1

; 


1

g; fm

2

; 


2

g; : : : ; fm

k

; 


k

g) =M �

k

X

i=1

m

k

!

=

�

19

37

�

k

:



Se
tion 3. Introdu
tion aux probabilit�es 37

Autrement dit, il y a

�

19

37

�

k


han
es de d�e�nir une s�equen
e S

k

de mises et de perdre �a 
haque fois.

Par exemple, il y a

19

37

5

� 0; 0357 
han
es que 5 lan
�es de billes su

essifs tombent, le premier sur un

num�ero noir, le deuxi�eme sur passe, le troisi�eme sur rouge, le quatri�eme sur rouge et le 
inqui�eme sur

impair et que l'on ait mis�e su

essivement sur rouge, puis sur manque, puis sur noir, noir, pair. On voit

don
 que l'on perd tout son argent lorsque la s�equen
e oppos�ee �a la mise, 
'est-�a-dire (noir, passe, rouge,

rouge, impair) sort. Or nous venons de voir que 
ette s�equen
e n'a que 3,57% de 
han
es de sortir. Don
,

même ave
 une s�equen
e de 5 mises, on a vraiment tr�es peu de 
han
es de tout perdre.

Ainsi, si l'on peut miser k fois, quelque soit la s�equen
e 
hoisie, on perd son argent seulement si la

s�equen
e oppos�ee sort, 
'est-�a-dire dans

�

19

37

�

k

des 
as. Don
, si l'on veut s'assurer p 
han
es de su

�es, il

suÆt de trouver k tel que 1� p =

�

19

37

�

k

. Autrement dit,

k =

�

ln(1� p)

ln 19� ln 37

�

:

Par exemple, si l'on veut se garantir 99% de su

�es, il faut pouvoir assurer d6; 91e = 7 mises. Pour se

garantir 999 
han
es de su

�es sur 1000, il faut d10; 36e = 11 mises.

Ce que nous venons de voir nous garantit de ne pas rentrer ruin�es du 
asino, mais ne nous garantit

absolument pas que nous n'allons pas perdre de l'argent, 
'est-�a-dire revenir du 
asino ave
 moins de

M fran
s. Voyons maintenant 
omment miser. Supposons que notre strat�egie nous indique la s�equen
e de

mises suivante : S

k

= (fm

1

; 


1

g; fm

2

; 


2

g; : : : ; fm

k

; 


k

g). Si l'on gagne sur la premi�ere boule, on remporte

m

1

fran
s. Si l'on perd la premi�ere mise, mais que l'on gagne sur la deuxi�eme, on gagne globalement

m

2

�m

1

fran
s. Si l'on a perdu les deux premi�eres mises, mais que l'on gagne la troisi�eme, on a globalement

gagn�e m

3

�m

2

�m

1

. Par r�e
urren
e, il est fa
ile de montrer que si l'on a perdu les i� 1 premi�eres mises,

mais que l'on gagne sur la i

�eme

mise, on remporte globalement m

i

�

P

j<i

m

j

. Si l'on veut s'assurer que,

lorsqu'on gagne sur une mise, globalement 
ela rapporte de l'argent, il faut don
 que :

m

i

�

X

j<i

m

j

pour tout i:

Au pire, par r�e
urren
e, il suÆt de miser m

i

= i �m

1

. Mais 
ela ne nous rapportera de l'argent que si

l'on gagne �a l'�etape 1. Essayons maintenant de gagner la même somme d'argent �a 
haque �etape. Pour


ela, il suÆt de r�esoudre l'�equation :

m

i

�

X

j<i

m

j

= m

1

pour tout i:

Par r�e
urren
e sur i, on montre que m

i

= 2

i

m

1

.

Con
lusion : si l'on veut être assur�e de gagner m

1

fran
s ave
 une probabilit�e p de su

�es, il suÆt de


hoisir une s�equen
e arbitraire de longueur k =

l

ln(1�p)

ln 19�ln 37

m

de Pair/Impair/Noir/Rouge/Passe/Manque,

et de miser m

i

= 2

i

m

1

fran
s sur la i

�eme

boule. Par exemple, si l'on veut se garantir un gain 50 fran
s

ave
 une probabilit�e de su

�es de 99%, il faut 
onstituer la s�equen
e de mises : (50F, 100F, 200F, 400F,

800F, 1600F, 3200F). Il faut don
 avoir un 
apital de d�epart de 6350F. Par r�e
urren
e, on peut montrer

que le 
apital de d�epart doit être de M = (2

k+1

� 1)m

1

fran
s. �

3.8 Exer
i
es

Exer
i
e 1 Prenons un jeu de 32 
artes. Soit une exp�erien
e 
onsistant �a tirer al�eatoirement 3 
artes au hasard.

Quelle est la probabilit�e de l'�ev�enement <obtenir un roi + une dame + un valet de pique> ?

Exer
i
e 2 Dans une entreprise, 150 personnes ont pass�e un test de personnalit�e. Voi
i les r�esultats obtenus :

type A type B

hommes 78 42

femmes 19 11



Se
tion 3. Introdu
tion aux probabilit�es 38

Quelle est la probabilit�e qu'un individu tir�e au hasard

1. pr�esente une personnalit�e de type A ;

2. soit une femme ;

3. soit un homme de type A ;

4. soit de type B sa
hant que 
'est une femme ;

5. soit un homme ou soit de type B.

Exer
i
e 3

�

A Saint-Mi
hel, un voyageur peut utiliser soit le RER B, soit le RER C pour se rendre �a Massy-

Palaiseau. Ce voyageur est extrêmement press�e et prend toujours le premier train en partan
e pour Massy. Quel

que soit le RER, la fr�equen
e de passage des trains est toujours d'exa
tement 10 minutes. Expliquez pourquoi

le voyageur prend 90% du temps le RER C.

Exer
i
e 4 Les mots de passe sous Unix peuvent 
omporter de 1 �a 8 
ara
t�eres (
hoisis dans un jeu de 127


ara
t�eres). Quelle est la probabilit�e de trouver un mot de passe donn�e en 1 seul essai ?

Exer
i
e 5 Il �etait une fois, dans un pays lointain, trois prisonniers A, B, C, qui �etaient tous trois jug�es pour un

meurtre. Devant la 
ruaut�e du meurtre, les jur�es d�e
id�erent que la personne re
onnue 
oupable serait ex�e
ut�ee

et que les deux autres seraient rela
h�ees. En attendant que les jur�es rendent leur verdi
t, les prisonniers furent


onduits dans trois 
ellules s�epar�ees. Pendant le pro
�es, il �etait diÆ
ile de savoir 
e que les jur�es pensaient des

trois a

us�es, aussi 
haque prisonnier avait-il la même 
han
e d'être re
onnu 
oupable.

Le jugement fut rendu, mais les prisonniers ne furent pas inform�es tout de suite de leur sort. Seul le geôlier

le fut. Dans l'�eventualit�e o�u il serait re
onnu 
oupable, A �e
rivit une lettre pour sa femme. Il demanda alors

au geôlier de donner 
ette lettre �a l'un des prisonniers B ou C qui serait relâ
h�e. Celui-
i donna la lettre �a B.

Quelle est maintenant la probabilit�e que A soit ex�e
ut�e ? Quelle est 
elle de C ?

Exer
i
e 6 Un QCM 
ontient 20 questions. Chaque question 
ontient 3 r�eponses, dont une seule est 
orre
te.

Quelle est la probabilit�e d'obtenir la moyenne �a 
e QCM si l'on 
onsid�ere les r�egles de 
al
ul suivantes :

1. les r�eponses 
orre
tes valent 1 point ; les r�eponses in
orre
tes et les questions non r�epondues valent 0 point.

2. les r�eponses 
orre
tes valent 1 point ; les questions non r�epondues valent 0 point ; les r�eponses in
orre
tes

valent -1 point.
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4 Cal
ul pratique des probabilit�es

Dans de nombreuses situations, des d�e
ideurs | que 
e soient des 
hefs d'entreprise, des hommes politiques

ou tout simplement des ing�enieurs | doivent prendre des d�e
isions dans des 
ontextes in
ertains. Par exemple,

lorsque vous allez 
hez le m�ede
in, 
e dernier doit diagnostiquer la maladie dont vous sou�rez alors même qu'il lui

manque un 
ertain nombre de donn�ees pour le faire (les mêmes symptômes peuvent avoir des 
auses di��erentes).

C'est pourquoi la gestion d'in
ertitudes a re�
u de nombreuses 
ontributions de la part de la 
ommunaut�e

s
ienti�que.

Il n'existe pas qu'une seule mani�ere de g�erer les in
ertitudes. On peut 
iter par exemple la logique 
oue, les

fon
tions de 
royan
e (une extension des probabilit�es), les fa
teurs de 
ertitude, et
. Dans les ann�ees 70-80, la

mode �etait aux syst�emes experts. Leur id�ee fondamentale �etait de stipuler des r�egles logiques du type <Si telle


hose est vraie alors telle autre 
hose est vraie>, par exemple <Si ��evre ET douleurs ET toux alors grippe>.

Mais assez rapidement, on s'est aper�
u que 
e type de r�egles manquait de souplesse. Par exemple, il n'est

pas abherrant d'avoir dans son syst�eme les r�egles <tous les oiseaux volent>, <les pingouins sont des oiseaux>.

Une inf�eren
e logique nous apprend don
 que les pingouins volent. Pour avoir don
 une base 
oh�erente, il faut

�enorm�ement de r�egles, en parti
ulier pour g�erer toutes les ex
eptions. Or 
ela s'av�ere assez d�eli
at �a r�ealiser

en pratique. C'est pourquoi, a
tuellement, beau
oup de 
her
heurs en informatique travaillent sur des syst�emes

experts probabilistes. L'id�ee des syst�emes experts probabilistes est de formuler les mêmes r�egles mais en leur

donnant une probabilit�e d'être vraie : <Si ��evre ET douleurs ET toux alors on a une probabilit�e de 90% d'avoir

la grippe>. Ainsi, la plupart du temps, on peut inf�erer une grippe, mais on se laisse quand même une marge

d'erreur.

Qui dit syst�eme expert probabiliste dit 
al
ul de probabilit�e. Dans la se
tion pr�e
�edente, nous avons e�e
tu�e

<�a la main> quelques 
al
uls probabilistes simples. Cependant, en pratique, les espa
es de probabilit�e sur

lesquels on doit travailler sont extrêmement 
omplexes et n�e
essitent des algorithmes de 
al
ul adapt�es. La

m�ethode la plus en vogue a
tuellement dans la 
ommunaut�e <Intelligen
e Arti�
ielle> pour les r�ealiser s'appelle

un r�eseau bay�esien . Dans la litt�erature, on l'appelle aussi r�eseau probabiliste, ou en
ore r�eseau de 
royan
e

bay�esien.

Ce type de m�ethode est utilis�ee, en autres, pour le d�epistage des probl�emes d'imprimantes r�eseaux par HP,

pour aider les utilisateurs �a trouver le plus rapidement possible les informations qui les int�eressent dans l'aide

d'OÆ
e 98, et par la NASA pour diagnostiquer les pannes du syst�eme de propulsion de la navette spatiale. Pour

en 
omprendre l'int�erêt, nous allons examiner le probl�eme auquel �etait 
onfront�e la NASA.

4.1 La NASA d�e
ouvre l'int�erêt des probabilit�es

Lors des d�ebuts de la 
onquête spatiale, moulte fus�ees se sont �e
ras�ees �a 
ause de probl�emes de propulsion.

C'�etait bien �evidemment embêtant, mais, bon, sans trop de gravit�e : le 
ontribuable am�eri
ain pouvait se

permettre de gaspiller quelques millions de dollars. Mais arriva un moment o�u la NASA voulut envoyer des

hommes dans l'espa
e et, un peu plus tard, o�u elle d�e
ida de 
r�eer un engin qui, 
ontrairement aux fus�ees


onventionnelles, pourrait e�e
tuer plusieurs vols spatiaux : la navette spatiale. Et l�a, un probl�eme de propulsion

signi�ait non seulement une perte de milliards de dollars, mais aussi une perte humaine, 
e qui n'�etait plus du

tout admissible.

Aussi la NASA r�e
�e
hit-elle �a un moyen de g�erer rapidement tous les in
idents des propulseurs de la navette.

Impossible de laisser des experts traiter 
es probl�emes en temp r�eel : les temps de r�ea
tion humains sont beau
oup

trop lents. Aussi la NASA d�e
ida-t-elle de 
on�er 
ette tâ
he �a un syst�eme informatique. Celui-
i devait prendre

en entr�ee les donn�ees fournies par divers 
apteurs install�es en divers endroits du syst�eme de propulsion, et

retourner en sortie la ou les pannes qui s'�etaient produites. Or, 
ela s'av�era relativement ardu 
ar nombreuses

sont les pannes qui ont �a peu pr�es les mêmes 
ons�equen
es. Plutôt qu'un syst�eme expert 
onventionnel, qui

n'aurait pas �et�e 
apable de di��eren
ier les multiples 
ons�equen
es possibles, il �etait plus int�eressant d'avoir un

outil donnant les probabilit�es que l'ensemble des pannes apparaissent.

L'id�ee est don
 de travailler sur un univers 
 repr�esentant toutes les valeurs possibles des donn�ees fournies

par les 
apteurs. On introduit alors des variables al�eatoires X

1

; : : : ; X

n

repr�esentant les pannes. Comme nous

avons vu dans la se
tion 3, 
al
uler la probabilit�e qu'une variable al�eatoire X

i

prenne telle ou telle valeur x

i

(on parle aussi de modalit�e ) revient �a 
al
uler la probabilit�e d'apparition des �ev�enements de 
 engendrant
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X

i

= x

i

. Bien entendu, pour pouvoir faire tous 
es 
al
uls, il suÆt de 
onnâ�tre les probabilit�es des �ev�enements

�el�ementaires sur 
 (d'apr�es la d�e�nition 17).

Or 
'est l�a que tout se 
omplique. En e�et, le nombre d'�ev�enements �el�ementaires de 
 peut être prohibitif.

Pour le 
omprendre, prenons un exemple simple : je veux utiliser des probabilit�es pour d�e
rire l'in
ertitude sur le

r�esultat des jets de 2 d�es �a 6 fa
es. Dans 
e 
as, 
 est �egal �a l'ensemble de tous les 
ouples (i; j), o�u i repr�esente

le r�esultat de premier d�e, et j le r�esultat du se
ond. Il faut bien 
omprendre que 
e qui arrive apr�es le jet des

2 d�es doit for
�ement pouvoir être d�e
rit �a l'aide d'un seul �ev�enement �el�ementaire. Don
 d�e
rire l'in
ertitude

sur le r�esultat des jets de 2 d�es requiert la 
onnaissan
e des probabilit�es de 36 �ev�enements �el�ementaires. Par

r�e
urren
e, si l'on veut d�e
rire l'in
ertitude sur le r�esultat des jets de 100 d�es, il nous faut des probabilit�es de

6

100

� 6; 53 10

77

�ev�enements �el�ementaires. Autrement dit, on ne peut pas sto
ker 
es probabilit�es �el�ementaires

sur ordinateur 
ar elles demandent une 
apa
it�e m�emoire gigantesque, et pourtant le probl�eme ne paraissait pas

trop 
omplexe �a l'origine.

Revenons au probl�eme de la NASA. La premi�ere partie du travail �a r�ealiser 
onsistait �a d�eterminer tous

les �el�ements de 
 pour le probl�eme de navette. Et l�a, il fallut bien se rendre �a l'�eviden
e qu'il y en avait

beau
oup trop pour les d�eterminer tous. En e�et, les pannes suivantes peuvent se produire simultan�ement sur

le syst�eme de propulsion : fuites des r�eservoirs d'oxyg�ene, d'h�elium, d'azote, de fuel, probl�emes de 2 valves

d'admission, de pressions dans 4 r�eservoirs, de trop pleins. . . Chaque panne �enon
�ee poss�ede un 
apteur qui lui

est sp�e
i�que. Autrement dit, 
 devait être 
onstitu�e de l'ensemble des n-uplets de toutes les pannes possibles.

Supposons que 
es pannes soient �evalu�ees sur une �e
helle de 0 �a 9 selon leur gravit�e. Dans 
e 
as, 
 doit avoir

10

11

=100 milliards d'�el�ements. Non seulement la 
onsommation m�emoire �etait prohibitive, mais en
ore les


al
uls risquaient de s'�eterniser. Pour que le syst�eme informatique soit viable, il fallait don
 imp�erativement

trouver un outil permettant de limiter les probabilit�es �a fournir au mod�ele de gestion des in
ertitudes : 
elui-
i

fut un r�eseau bay�esien.

4.2 La NASA d�e
ouvre les r�eseaux bay�esiens

Pour expliquer 
omment les r�eseaux bay�esiens permettent de r�eduire la 
onsommation m�emoire, reprenons

l'exemple du jet des 2 d�es. Selon Kolmogoro�, 
 = f(x; y); 1 � x; y � 6g a 36 �el�ements, et on doit a�e
ter �a


ha
un de 
es �el�ements une probabilit�e. Appelons X la variable al�eatoire repr�esentant le r�esultat du premier

jet et Y 
elui du deuxi�eme jet. X et Y peuvent prendre 
ha
un 6 valeurs. Remarquez que les r�esultats des

deux jets de d�es ne d�ependent pas l'un de l'autre. Dans 
e 
as, on dit que les variables al�eatoires X et Y sont

ind�ependantes. Elles v�eri�ent alors la propri�et�e suivante :

D�e�nition 23 (Ind�ependan
e (marginale) de variables al�eatoires) : Deux variables al�eatoires X et

Y sont ind�ependantes si Prob(X = x; Y = y) = Prob(X = x)� Prob(Y = y) 8x; y.

Autrement dit, il est inutile de sto
ker les probabilit�es des 36 �ev�enements �el�ementaires, il suÆt de sto
ker les

probabilit�es suivantes :

Prob(X = 1) Prob(X = 2) Prob(X = 3) Prob(X = 4) Prob(X = 5) Prob(X = 6)

Prob(Y = 1) Prob(Y = 2) Prob(Y = 3) Prob(Y = 4) Prob(Y = 5) Prob(Y = 6)

et d'utiliser la formule de la d�e�nition 23 pour re
al
uler toutes les probabilit�es Prob(X = x; Y = y) qui vous

int�eressent. Ainsi, même le probl�eme du r�esultat des jets des 100 d�es peut être ais�ement sto
k�e sur ordinateur

(il suÆt de sto
ker 6� 100 probabilit�es).

Oui, mais dans les situations pratiques, et dans le probl�eme de la navette en parti
ulier, les variables al�eatoires

auxquelles on s'int�eresse sont rarement ind�ependantes. Par exemple, les variables al�eatoires <fuites des r�eservoirs

d'oxyg�ene> et <pressions dans les r�eservoirs> ont peu de 
han
e d'être ind�ependantes. C'est pourquoi une

propri�et�e moins forte a �et�e introduite par les math�emati
iens : l'ind�ependan
e 
onditionnelle, qui s'appuie sur

la notion de probabilit�e 
onditionnelle que nous avions vue page 29.
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D�e�nition 24 (ind�ependan
e 
onditionnelle) : Soient X

1

; X

2

; X

3

des ensembles de variables al�eatoires.

X

1

et X

2

sont ind�ependantes 
onditionnellement �a X

3

si les propri�et�es suivantes (qui sont �equivalentes)

sont v�eri��ees :

1. Prob(X

1

= x

1

jX

2

= x

2

; X

3

= x

3

) = Prob(X

1

= x

1

jX

3

= x

3

) 8x

1

; x

2

; x

3

;

2. Prob(X

1

= x

1

; X

2

= x

2

jX

3

= x

3

) = Prob(X

1

= x

1

jX

3

= x

3

)� Prob(X

2

= x

2

jX

3

= x

3

) 8x

1

; x

2

; x

3

:

La barre verti
ale s�epare les variables 
onditionn�ees des variables 
onditionnantes. Ainsi Prob(X

1

= x

1

jX

2

=

x

2

; X

3

= x

3

) = Prob(X

1

= x

1

j(X

2

= x

2

; X

3

= x

3

)) et Prob(X

1

= x

1

; X

2

= x

2

jX

3

= x

3

) = Prob((X

1

=

x

1

; X

2

= x

2

)jX

3

= x

3

).

Tradu
tion de la propri�et�e 1 : Prob(X

1

= x

1

jX

3

= x

3

) repr�esente le nombre de 
han
es que X

1

prenne la valeur

x

1

sa
hant l'information que X

3

a pris la valeur x

3

. Prob(X

1

= x

1

jX

2

= x

2

; X

3

= x

3

) repr�esente le nombre de


han
es que X

1

prenne la valeur x

1


onnaissant les informations X

3

a pris la valeur x

3

et X

2

a pris la valeur x

2

.

Autrement dit, la propri�et�e 1 traduit simplement le fait que la 
onnaissan
e de la valeur prise par X

2

n'apporte

au
une information sur la valeur de X

1

quand on 
onnâ�t d�ej�a la valeur de X

3

.

La propri�et�e 2 traduit, elle, le fait que, 
onnaissant la valeur de X

3

, X

1

et X

2

sont ind�ependantes.

Notez que deux variables X

1

; X

2

peuvent tr�es bien être ind�ependantes 
onditionnellement �a une troisi�eme, et

ne pas être ind�ependantes marginalement. Exemple : en g�en�eral, tousser provoque des maux de tête. Don


X

1

= <tousser> et X

2

= <mal de tête> ne sont pas ind�ependantes marginalement. Par 
ontre, sa
hant que vous

avez attrap�e la grippe (X

3

), les variables X

1

et X

2

deviennent ind�ependantes 
ar toux et 
�ephal�ees sont deux

symptômes du virus, qui peuvent apparâ�tre s�epar�ement.

Autre illustration de l'ind�ependan
e 
onditionnelle : 
ertains immeubles sont dot�es d'alarmes in
endie. Vous

admettrez sans trop de diÆ
ult�e qu'il existe un lien entre le d�e
len
hement de 
es alarmes et le fait qu'il y

ait r�eellement un in
endie dans l'immeuble. Don
 les variables al�eatoires <in
endie> et <alarme> ne sont pas

ind�ependantes marginalement. De même, vous 
onviendrez que les variables <in
endie> et <fum�ee> ne sont pas

non plus ind�ependantes, de même que <fum�ee> et <alarme> puisqu'en prin
ipe 
es derni�eres se d�e
len
hent

lorsqu'il y a un 
ertain taux de fum�ee dans l'atmosph�ere. Par 
ontre, �a partir du moment o�u l'appareil a d�ete
t�e

de la fum�ee, il se d�e
len
he, qu'il y ait ou non un in
endie. Don
 <in
endie> et <alarme> sont ind�ependants


onditionnellement �a la variable <fum�ee>.

Maintenant, quel est l'int�erêt de l'ind�ependan
e 
onditionnelle ? Eh bien, elle permet de r�eduire la pla
e

n�e
essaire au sto
kage des probabilit�es. En e�et, si X

1

; : : : ; X

n

sont des variables al�eatoires, alors on peut

d�emontrer ais�ement par r�e
urren
e grâ
e au th�eor�eme 2 (Prob(A;B) = Prob(AjB) � Prob(B)) que :

Prob(X

1

; : : : ; X

n

) = Prob(X

1

)� Prob(X

2

jX

1

)� Prob(X

3

jX

1

; X

2

)� � � � � Prob(X

n

jX

1

; : : : ; X

n�1

): (4)

L'�equation 
i-dessus devient parti
uli�erement int�eressante lorsqu'on l'utilise 
onjointement ave
 la propri�et�e 1 de

la d�e�nition 24 : si fi

1

; : : : ; i

k

g et fi

k+1

; : : : ; i

j�1

g forment une partition de f1; : : : ; j�1g et si X

j

est ind�ependant

de X

i

k+1

; : : : ; X

i

j�1


onditionnellement �a X

i

1

; : : : ; X

i

k

, alors Prob(X

j

jX

1

; : : : ; X

j�1

) = Prob(X

j

jX

i

1

; : : : ; X

i

k

).

L'�equation (4) peut alors se simpli�er �enorm�ement, et, d'une mani�ere g�en�erale, le nombre de probabilit�es 
ondi-

tionnelles �a rentrer dans l'ordinateur (et �a sto
ker en m�emoire) est souvent tr�es inf�erieur �a 
elui qu'on aurait

dû rentrer si l'on avait utilis�e les �ev�enements �el�ementaires. Cela permet de traiter des probl�emes qui, a priori,

devraient être impossibles �a traiter.

L'id�ee des r�eseaux bay�esiens 
onsiste don
 :

1. �a re
enser toutes les variables al�eatoires. Prenons un exemple : la dyspn�ee, une maladie respiratoire,

peut être engendr�ee par une tuber
ulose, un 
an
er des poumons, une bron
hite, par plusieurs de 
es

maladies, ou bien par au
une. Un s�ejour r�e
ent en Asie augmente les 
han
es de tuber
ulose, tandis que

fumer augmente les risques de 
an
er des poumons. Un patient se rend �a l'hopital par
e qu'il �eprouve des

diÆ
ult�es �a respirer. Dans quelle mesure peut-on dire qu'il est atteint de dyspn�ee ? Les variables al�eatoires

de 
e probl�eme sont don
 <dyspn�ee> (le patient est-il atteint de dyspn�ee ? oui=non), <tuber
ulose> (a-t-

il la tuber
ulose ? oui=non), <
an
er des poumons> (oui/non), <bron
hite> (oui=non), <s�ejour en Asie>

(oui=non), <fumer> (oui/non).

2. �a 
hoisir un ordre pour 
es variables. Prenons par exemple X

1

= <s�ejour en Asie>, X

2

= <fumer>, X

3

=

<tuber
ulose>, X

4

= <
an
er des poumons>, X

5

= <bron
hite>, X

6

= <dyspn�ee>. En fait, on peut ranger
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les variables dans n'importe quel ordre. Cependant, 
ertains ordres sont plus avantageux que d'autres par
e

qu'ils vont permettre plus de simpli�
ations des probabilit�es 
onditionnelles. En r�egle g�en�erale, on obtient

plus de simpli�
ations lorsque l'on pla
e les variables 
orrespondant �a des 
auses avant 
elles 
orrespondant

aux 
ons�equen
es (par exemple, on a int�erêt �a pla
er <fumer> avant <
an
er des poumons>).

3. �a simpli�er les probabilit�es 
onditionnelles. On ne peut gu�ere simpli�er Prob(X

1

). A priori, on peut


onsid�erer que le fait d'avoir s�ejourn�e en Asie est ind�ependant du fait que l'on fume (quoique. . .). Don


Prob(X

2

jX

1

) = Prob(X

2

). Il n'y a au
un lien entre le fait de fumer et 
elui d'avoir la tuber
ulose ; par


ontre il y en a un ave
 un �eventuel s�ejour en Asie. Don
 Prob(X

3

jX

1

; X

2

) = Prob(X

3

jX

1

). Un 
an
er du

poumon n'a pas de rapport ave
 un s�ejour en Asie, ni ave
 la tuber
ulose. Don
 Prob(X

4

jX

1

; X

2

; X

3

) =

Prob(X

4

jX

2

).

De même ave
 la bron
hite, et 
omme <fumer> ne provoque pas de bron
hite, Prob(X

5

jX

1

; X

2

; X

3

; X

4

) =

Prob(X

5

). En�n la dyspn�ee n'est provoqu�ee que par la tuber
ulose, la bron
hite et le 
an
er des pou-

mons, don
 Prob(X

6

jX

1

; X

2

; X

3

; X

4

; X

5

) = Prob(X

6

jX

3

; X

4

; X

5

). On peut obje
ter que X

6

devrait aussi

d�ependre de X

2

puisque fumer augmente les risques de 
an
er du poumon. Mais sa
hant si l'on a (ou non)


e 
an
er, le fait de fumer ne modi�e pas les 
han
es d'avoir la dyspn�ee. Don
, 
onnaissant X

3

; X

4

, et X

5

,

X

6

est ind�ependante de X

1

et de X

2

. Ainsi, l'�equation (4) se r�eduit-elle �a :

Prob(X

1

; X

2

; X

3

; X

4

; X

5

; X

6

) = Prob(X

1

)� Prob(X

2

)� Prob(X

3

jX

1

)� Prob(X

4

jX

2

)

�Prob(X

5

)� Prob(X

6

jX

3

; X

4

; X

5

):

(5)

Notez que si l'on avait saisi les probabilit�es des �ev�enements �el�ementaires 
omme le sugg�erait la d�e�nition

de Kolmogoro�, on aurait dû saisir 2

6

= 64 nombres, tandis qu'ave
 l'�equation (5), on a besoin de saisir

uniquement 2 + 2 + 4 + 4 + 2 + 16 = 30 nombres.

4. �a utiliser les formules de probabilit�es 
i-dessus pour 
al
uler les probabilit�es 
her
h�ees.

A�n de mieux visualiser les simpli�
ations des probabilit�es 
onditionnelles d�e
rites dans l'�equation (5), on


onstruit un graphe dans lequel les noeuds repr�esentent les variables al�eatoires et dans lequel on 
r�ee des ar
s

allant des variables 
onditionnantes vers les variables 
onditionn�ees : Prob(X

6

jX

3

; X

4

; X

5

) sera ainsi repr�esent�ee

grâ
e aux ar
s (X

3

; X

6

), (X

4

; X

6

) et (X

5

; X

6

). On obtient alors le graphe de la �gure 15.

fumer

tuberculose bronchitepoumons
cancer des

X1 X2

X6

X3 X4 X5

séjour
en Asie

dyspnée

Fig. 15 { Le r�eseau bay�esien de la dyspn�ee.

Con
lusion : un r�eseau bay�esien est 
onstitu�e d'une part d'un graphe tel que 
elui 
i-dessus et, d'autre

part d'un ensemble de probabilit�es 
onditionnelles. Il est d'usage de 
onsid�erer que 
haque noeud sto
ke sa

probabilit�e 
onditionnellement �a ses parents.

�

A titre d'exemple, voi
i sur la page suivante le r�eseau utilis�e par la NASA.

4.3 Comment 
al
uler une probabilit�e ave
 un r�eseau bay�esien ?

Il existe deux types de probabilit�es 
al
ulables par r�eseaux bay�esiens, �a savoir les probabilit�es a priori et

les probabilit�es a posteriori. Les premi�eres repr�esentent les probabilit�es de 
ha
une des variables al�eatoires

lorsque l'on n'a au
une information parti
uli�ere �a sa disposition. Ce sont par exemple les probabilit�es qu'un
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He P1 Fail He leak

He P1 trend

He pressure 1

He P1 meas

He Ox valve

Ox tank leak

Ox tank P

He P2 fail

He pressure 2

He P2 trend

He P2 meas

Fu tank P

He Fu valve

Fu tank leak

N valve fail

Engine Fail

Ox inlet P Fu inlet P

N P1 fail

N tank P1

Combust P

Comb press

N tank leak

N tank pres
N P2 fail

N tank P2

N accum P

Fig. 16 { Le r�eseau bay�esien de la NASA.

d�e tombe sur la fa
e trois, qu'un individu quel
onque soit atteint de dyspn�ee, ou en
ore qu'il y ait une fuite

dans le r�eservoir d'oxyg�ene de la navette spatiale. Les probabilit�es a posteriori sont les probabilit�es des variables

al�eatoires sa
hant 
ertaines informations que l'on n'avait pas lorsque l'on a r�ealis�e l'�etape 3 de l'algorithme 
i-

dessus. Ce sont par exemple la probabilit�e qu'un patient ait une dyspn�ee sa
hant qu'il fume et qu'il a voyag�e en

Asie, qu'une des valves d'admission ait un probl�eme sa
hant que la pression du r�eservoir d'oxyg�ene baisse et qu'il

y a une fuite dans 
e même r�eservoir. Autrement dit, les probabilit�es a priori sont des probabilit�es dans l'absolu

et les probabilit�es a posteriori sont des probabilit�es apr�es avoir re�
u de nouvelles observations/informations.

Pour donner une id�ee des 
al
uls, nous allons voir en d�etail le 
al
ul des probabilit�es a priori et a posteriori.

4.3.1 Cal
ul des probabilit�es a priori

Les probabilit�es marginales a priori, que l'on va 
al
uler dans 
ette sous-se
tion, sont les Prob(X

i

) de l'exemple

de la dyspn�ee. Prob(X

1

), Prob(X

2

) et Prob(X

5

) ont d�ej�a �et�e saisies dans l'ordinateur, don
 pas besoin de 
al
ul

pour les d�eterminer. En g�en�eralisant, on peut dire que 
ela 
orrespond aux probabilit�es des noeuds sans parents

dans le graphe (les noeuds orphelins). Rappelons que dans les noeuds sont sto
k�ees les probabilit�es de 
es mêmes

noeuds 
onditionnellement �a leurs parents. En appliquant la propri�et�e 3 de la d�e�nition 17,

Prob(X

3

= x

3

) =

jX

1

j

X

i=1

Prob(X

3

= x

3

; X

1

= x

i

1

);
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et, en appliquant le th�eor�eme 2, on obtient :

Prob(X

3

= x

3

) =

jX

1

j

X

i=1

Prob(X

3

= x

3

jX

1

= x

i

1

)� Prob(X

1

= x

i

1

):

De la même mani�ere,

Prob(X

4

= x

4

) =

jX

2

j

X

i=1

Prob(X

4

= x

4

jX

2

= x

i

2

)� Prob(X

2

= x

i

2

):

En�n, pour 
al
uler Prob(X

6

), on remarque que :

Prob(X

6

= x

6

) =

jX

3

j

X

i=1

jX

4

j

X

j=1

jX

5

j

X

k=1

Prob(X

6

= x

6

; X

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

);

=

jX

3

j

X

i=1

jX

4

j

X

j=1

jX

5

j

X

k=1

Prob(X

6

= x

6

jX

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

)� Prob(X

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

):

(6)

Il reste maintenant �a 
al
uler Prob(X

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

). Pour 
ela, on reprend la propri�et�e 3 de la

d�e�nition 17 :

Prob(X

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

) =

jX

1

j

X

a=1

jX

2

j

X

b=1

jX

6

j

X


=1

Prob(X

1

= x

a

1

; X

2

= x

b

2

; X

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

; X

6

= x




6

);

=

jX

1

j

X

a=1

jX

2

j

X

b=1

jX

6

j

X


=1

Prob(X

1

= x

a

1

)� Prob(X

2

= x

b

2

)� Prob(X

3

= x

i

3

jX

1

= x

a

1

)

�Prob(X

4

= x

j

4

jX

2

= x

b

2

)� Prob(X

5

= x

k

5

)

�Prob(X

6

= x




6

jX

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

)

et on lui applique l'�equation (5) :

Prob(X

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

) =

2

4

jX

1

j

X

a=1

Prob(X

3

= x

i

3

jX

1

= x

a

1

)� Prob(X

1

= x

a

1

)

3

5

�

2

4

jX

2

j

X

b=1

Prob(X

4

= x

j

4

jX

2

= x

b

2

)� Prob(X

2

= x

b

2

)

3

5

�

2

4

jX

6

j

X


=1

Prob(X

6

= x




6

jX

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

)

3

5

� Prob(X

5

= x

k

5

)

= Prob(X

3

= x

i

3

)� Prob(X

4

= x

j

4

)� Prob(X

5

= x

k

5

):

Par 
ons�equent, d'apr�es 
e qui pr�e
�ede et l'�equation (6), on peut 
al
uler Prob(X

6

= x

6

) de la mani�ere suivante :

Prob(X

6

= x

6

) =

jX

3

j

X

i=1

jX

4

j

X

j=1

jX

5

j

X

k=1

Prob(X

6

= x

6

jX

3

= x

i

3

; X

4

= x

j

4

; X

5

= x

k

5

)� Prob(X

3

= x

i

3

)

�Prob(X

4

= x

j

4

)� Prob(X

5

= x

k

5

):

Les 
al
uls que nous venons de mener nous permettent d'en d�eduire l'algorithme de 
al
ul des probabilit�es a

priori pour des graphes quel
onques

5

:

5

En fait, si l'on pousse les 
al
uls jusqu'au bout, 
et algorithme ne fon
tionne que pour des graphes sans 
y
les, 
'est-�a-dire dans

lesquels il n'existe pas d'ensemble de noeuds fX

i

1

; : : : ;X

i

k

g tel que le graphe 
ontienne soit l'ar
 (X

i

1

; X

i

k

) soit l'ar
 (X

i

k

;X

i

1

),

et, pour tout j < k, soit (X

i

j

;X

i

j+1

) soit l'ar
 (X

i

j+1

;X

i

j

).
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Les probabilit�es des noeuds orphelins (sans parents dans le graphe) sont d�ej�a 
al
ul�ees. Pour tous les noeuds

X

i

dont tous les parents Y

1

; : : : ; Y

n

ont �et�e 
al
ul�es, Prob(X

i

= x

i

) se 
al
ule de la mani�ere suivante :

Prob(X

i

= x

i

) =

jY

1

j

X

j

1

=1

: : :

jY

n

j

X

j

n

=1

Prob(X

i

= x

i

jY

1

= y

j

1

1

; : : : ; Y

n

= y

j

n

n

)�Prob(Y

1

= y

j

1

1

)�� � � �Prob(Y

n

= y

j

n

n

):

En l'absen
e de 
y
le dans le graphe, une r�e
ursion sur le nombre de noeuds non 
al
ul�es montre que soit

i) tous les noeuds ont �et�e 
al
ul�es et l'algorithme est termin�e ; soit ii) il existe un noeud dont tous les parents

ont d�ej�a �et�e 
al
ul�es, auquel 
as on peut appliquer l'�equation 
i-dessus.

4.3.2 Les 
al
uls selon une notation matri
ielle

Nous allons reprendre les 
al
uls 
i-dessus, mais en utilisant des op�erations matri
ielles plutôt que des op�erations

sur des probabilit�es. Les probabilit�es marginales sont en e�et repr�esent�ees sur ordinateur par des ve
teurs et

les probabilit�es 
onditionnelles par des hypermatri
es (
'est-�a-dire des matri
es ayant un nombre de dimensions

non obligatoirement �egal �a 2). Par 
ons�equent, �a 
haque dimension d'une hypermatri
e ou �a la dimension d'un

ve
teur 
orrespond un noeud. Pour mieux 
omprendre 
e qui suit, nous allons syst�ematiquement indi
er les

ve
teurs, les matri
es et hypermatri
es par les noms des noeuds 
orrespondant �a 
haque dimension. Ainsi V

n

d�esignera un ve
teur dont la dimension est relative au noeud n ; par exemple V

n

pourra repr�esenter le ve
teur

de probabilit�e Prob(n). La taille du ve
teur V

n

sera don
 �egale �a jnj, 
'est-�a-dire au nombre de modalit�es du

noeud n. De même,M

pn

d�esignera une matri
e dont 
haque ligne 
orrespond �a une modalit�e du noeud p et dont


haque 
olonne 
orrespond �a une modalit�e du noeud n, soit une matri
e �a jpj�jnj �el�ements. De mani�ere analogue,

M

i

1

i

2

:::i

p

repr�esentera une hypermatri
e dont les dimensions 
orrespondent aux noeuds i

1

; i

2

; � � � ; i

p

, autrement

dit une matri
e �a ji

1

j�ji

2

j�� � ��ji

p

j �el�ements. De plus, nous d�esignerons dans les 
al
uls les ve
teurs, matri
es et

hypermatri
es par leurs termes g�en�eriques de la mani�ere suivante : un ve
teur V

n

=

0

B

�

v

1

.

.

.

v

jnj

1

C

A

sera not�e [[v

i

℄℄

n

, o�u

v

i

repr�esente l'�el�ement du ve
teur sur la i

�eme

ligne ; une matri
eM

pn

=

0

B

B

B

B

B

B

�

m

11

. . . m

1j

. . . m

1jnj

.

.

.

.

.

.

.

.

.

m

i1

. . . m

ij

. . . m

ijnj

.

.

.

.

.

.

.

.

.

m

jpj1

. . . m

jpjj

. . . m

jpjjnj

1

C

C

C

C

C

C

A

sera not�ee [[m

ij

℄℄

pn

, et une hypermatri
e M

i

1

i

2

:::i

p

sera not�ee [[m

j

1

j

2

:::j

p

℄℄

i

1

i

2

:::i

p

. Bien entendu, on supposera que

dans les matri
es et hypermatri
es, toutes les dimensions sont relatives �a des noeuds di��erents (probabilit�es


onditionnelles d'un noeud sa
hant ses parents dans le r�eseau). Voyons maintenant quelques op�erations de base

sur les hypermatri
es.

Somme de deux hypermatri
es :

SoientM

i

1

i

2

:::i

p

etN

i

1

i

2

:::i

p

deux hypermatri
es de mêmes dimensions. Alors la somme de 
es deux hypermatri
es

est l'hypermatri
e suivante : M

i

1

i

2

:::i

p

+N

i

1

i

2

:::i

p

= [[m

j

1

j

2

:::j

p

+m

j

1

j

2

:::j

p

℄℄

i

1

i

2

:::i

p

.

Produit d'une hypermatri
e ave
 un s
alaire :

Soient � un nombre r�eel quel
onque et M

np

= [[m

ij

℄℄

np

une matri
e quel
onque. On sait que le produit de M

np

par � est �egal �a la matri
e �M

np

= [[� m

ij

℄℄

np

. On g�en�eralise tr�es simplement 
e produit aux hypermatri
es :

soit M

i

1

i

2

:::i

p

= [[m

j

1

j

2

:::j

p

℄℄

i

1

i

2

:::i

p

, alors �M

i

1

i

2

:::i

p

= [[� m

j

1

j

2

:::j

p

℄℄

i

1

i

2

:::i

p

.
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Produit d'une hypermatri
e ave
 un ve
teur :

Soient V

n

= [[v

j

℄℄

n

un ve
teur de taille jnj, et M

pn

= [[m

ij

℄℄

pn

une matri
e. Notons 
 le produit en question. On

sait que le produit de la matri
e M

pn

par le ve
teur V

n

est �egal au ve
teur :

N

p

=M

pn


 V

n

=

0

B

B

�

P

jnj

i=1

v

j

�m

1j

.

.

.

P

jnj

i=1

v

j

�m

jpjj

1

C

C

A

=

2

4

2

4

jnj

X

j=1

v

j

�m

ij

3

5

3

5

p

:

De même, le produit de la matri
e M

pn

par un ve
teur V

p

est �egal au ve
teur :

N

n

=M

pn


 V

p

=

0

�

jpj

X

i=1

v

j

�m

j1

; � � � ;

jpj

X

i=1

v

j

�m

jjnj

1

A

=

2

4

2

4

jpj

X

j=1

v

j

�m

ji

3

5

3

5

n

:

On peut g�en�eraliser 
e produit �a des hypermatri
es de la mani�ere suivante : Soit M

i

1

i

2

:::i

p

une hypermatri
e et

V

i

k

un ve
teur. Alors le produit de l'hypermatri
e ave
 le ve
teur est �egal �a :

M

i

1

i

2

:::i

p


 V

i

k

=

2

4

2

4

ji

k

j

X

i=1

v

i

�m

j

1

j

2

:::j

k�1

ij

k+1

:::j

p

3

5

3

5

i

1

i

2

:::i

k�1

i

k+1

:::i

p

:

Produit tensoriel (ou terme �a terme) entre deux ve
teurs :

Soient deux ve
teurs V

k

= [[v

i

℄℄

k

et W

k

= [[w

j

℄℄

k

. Alors le produit tensoriel de V

k

et de W

k

est �egal �a V

k

�W

k

=

[[v

i

� w

i

℄℄

k

.

4.3.3 Cal
ul des probabilit�es a priori en informatique

Revenons maintenant aux 
al
uls qui nous int�eressent. Consid�erons un noeud X dont on 
onnâ�t les probabilit�es

a priori de ses parents, Y

1

; : : : ; Y

n

. On a vu que Prob(X = x

j

) se 
al
ule en th�eorie de la mani�ere suivante :

Prob(X = x

j

) =

jY

1

j

X

j

1

=1

jY

2

j

X

j

2

=1

: : :

jY

n

j

X

j

n

=1

Prob(X = x

j

jY

1

= y

j

1

1

; Y

2

= y

j

2

2

; : : : ; Y

n

= y

j

n

n

)

�Prob(Y

1

= y

j

1

1

)� � � � � Prob(Y

n

= y

j

n

n

):

En pratique, nous allons sto
ker dans l'ordinateur la probabilit�e 
onditionnelle Prob(X = x

i

jY

1

= y

j

1

1

; : : : ;

Y

n

= y

j

n

n

) pour l'ensemble des valeurs x

i

; y

j

1

1

; : : : ; y

j

n

n

, grâ
e �a une hypermatri
e : [[Prob(x

i

jy

j

1

1

; : : : ; y

j

n

n

)℄℄

XY

1

:::Y

n

.

De la même mani�ere, nous allons sto
ker les probabilit�es des parents sous forme de ve
teurs [[Prob(y

j

k

k

)℄℄

Y

k

.

D'apr�es les formules qui pr�e
�edent, il est relativement �evident que l'�equation 
i-dessus 
orrespond �a la ligne x

j

du ve
teur [[Prob(x

i

)℄℄

X

d�e�ni par :

[[Prob(x

i

)℄℄

X

i

=

�

� � �

��

[[Prob(x

i

jy

j

1

1

; : : : ; y

j

n

n

)℄℄

XY

1

:::Y

n


 [[Prob(y

j

1

1

)℄℄

Y

1

�


 [[Prob(y

j

2

2

)℄℄

Y

2

�

� � �

�


 [[Prob(y

j

n

n

)℄℄

Y

n

:

Autrement dit, le 
al
ul des probabilit�es a priori se ram�ene �a l'algorithme suivant :

Algorithme 1 (Cal
ul des probabilit�es a priori) Les probabilit�es des noeuds orphelins (sans parents

dans le graphe) sont d�ej�a 
al
ul�ees. Pour tous les noeuds X dont tous les parents Y

1

; : : : ; Y

n

ont �et�e 
al
ul�es,

[[Prob(X = x

i

)℄℄

X

se 
al
ule de la mani�ere suivante :

[[Prob(x

i

)℄℄

X

=

�

� � �

��

[[Prob(x

i

jy

j

1

1

; : : : ; y

j

n

n

)℄℄

XY

1

:::Y

n


 [[Prob(y

j

1

1

)℄℄

Y

1

�


 [[Prob(y

j

2

2

)℄℄

Y

2

�

� � �

�


 [[Prob(y

j

n

n

)℄℄

Y

n

:

En l'absen
e de 
y
le dans le graphe, soit i) tous les noeuds ont �et�e 
al
ul�es et l'algorithme est �ni ; soit ii) il

existe un noeud dont tous les parents ont d�ej�a �et�e 
al
ul�es, auquel 
as on peut appliquer l'�equation 
i-dessus.
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En fait, on peut interpr�eter l'algorithme 
i-dessus de la mani�ere suivante : les noeuds orphelins (sans parents)

envoient �a leurs enfants les messages 
orrespondant �a leurs probabilit�es marginales, �a savoir les [[Prob(Y

j

=

y

i

j

)℄℄

Y

j

. Lorsqu'un noeud a re�
u des messages de tous ses parents, il peut alors 
al
uler sa probabilit�e marginale

grâ
e �a l'�equation 
i-dessus. Celle-
i peut se 
omprendre grâ
e �a des �equations aux dimensions : Avant l'arriv�ee

des messages, le noeud X ne 
onnâ�t que la probabilit�e 
onditionnelle Prob(X jY

1

; : : : ; Y

n

). Autrement dit, avant

l'arriv�ee des messages, le noeudX ne 
onnâ�t qu'une table de probabilit�e de dimensions jX j�jY

1

j�jY

2

j�� � ��jY

n

j.

Le noeud X voit l'arriv�ee des messages de taille jY

1

j, jY

2

j, et
, et veut 
al
uler Prob(X), soit une matri
e de

probabilit�e de taille jX j. Il lui faut don
 partir de la matri
e de taille jX j � jY

1

j � jY

2

j � � � � � jY

n

j, et �eliminer

les dimensions jY

1

j, jY

2

j, et
, jusqu'�a jY

n

j. Comment faire ? Eh bien tout simplement en faisant des produits

matri
e-ve
teur qui permettent justement l'�elimination de dimensions. En multipliant don
 su

essivement

l'hypermatri
e Prob(X jY

1

; : : : ; Y

n

) par des ve
teurs de dimensions jY

1

j,jY

2

j,. . .,jY

n

j, on obtient un ve
teur de

dimension jX j, et 
'est exa
tement 
e que l'on 
her
he.

Lorsqu'un noeud a pu 
al
uler par produits matri
e-ve
teur sa probabilit�e marginale, il ne lui reste plus

qu'�a envoyer �a ses enfants des messages (ve
teurs) �egaux �a 
ette probabilit�e marginale, et le pro
essus peut

re
ommen
er ave
 les noeuds ayant re�
u des messages de tous leurs parents.

4.3.4 Probabilit�es a posteriori : l'ajout d'informations dans le r�eseau

L'int�erêt des r�eseaux bay�esiens ne r�eside pas seulement dans le 
al
ul des probabilit�es a priori ; heureusement,

sinon nous aurions d�evelopp�e un outil bien 
ompliqu�e pour l'utilit�e qu'il pro
urerait ! Non, l'int�erêt prin
ipal

des r�eseaux bay�esiens r�eside dans le 
al
ul de probabilit�es a posteriori. Reprenons l'exemple de la dyspn�ee.

Que nous indiquent les probabilit�es a priori ? Eh bien tout simplement la probabilit�e qu'une personne 
hoisie

au hasard dans la population fume (Prob(X

2

)), ou bien qu'elle soit all�ee en Asie (Prob(X

1

)), ou bien en
ore

la probabilit�e qu'une personne 
hoisie au hasard ait une dyspn�ee (Prob(X

6

)). Cependant, 
e n'est pas 
e qui

int�eresse le m�ede
in pour faire son diagnosti
 : lui sait que son patient fume et qu'il n'a jamais s�ejourn�e en Asie.

Don
 
e qui l'int�eresse, 
'est la probabilit�e que le patient ait une dyspn�ee sa
hant 
es informations, autrement

dit Prob(X

6

= <oui>jX

1

= <non>; X

2

= <oui>). Une probabilit�e 
onditionn�ee par des informations (des

observations) s'appelle une probabilit�e a posteriori .

Pour qu'un logi
iel de r�eseaux bay�esiens soit utile, il faut don
 qu'il permette l'insertion, l'ajout, de nouvelles

informations, et qu'il permette de re
al
uler simplement les probabilit�es des di��erentes variables al�eatoires 
ondi-

tionnellement �a 
elles-
i. Les nouvelles informations rentr�ees dans le r�eseau, que l'on appelle aussi observations

ou en
ore �eviden
es , sont dans les logi
iels 
ommer
iaux (
omme HUGIN) de plusieurs natures :

{ soit elles repr�esentent, grâ
e �a des valeurs bool�eennes (1/0), l'observation ou la non observation des valeurs

que peuvent prendre les variables al�eatoires du r�eseau ;

{ soit elles repr�esentent les nouvelles lois de probabilit�e marginale observ�ees pour une ou des variables. Ces

nouvelles lois �etant 
onnues par statistiques.

Dans le 
adre de 
e 
ours, nous pen
herons pour le premier type d'observation, 
'est-�a-dire l'utilisation de

variables bool�eennes. L'exemple suivant va illustrer 
omment l'on s'y prend : supposons qu'une variable X

ait 5 modalit�es et que l'on ait observ�e que seules la deuxi�eme et la quatri�eme sont possibles. Alors le ve
teur

d'�eviden
e que l'on asso
ie au noeud X est le suivant : (0; 1; 0; 1; 0). Le m�ede
in de la dyspn�ee a devant lui un

patient qui n'a jamais s�ejourn�e en Asie et qui fume, eh bien l'on rentre dans les noeuds <s�ejour en asie> et

<fume>, dont les modalit�es sont (<oui>,<non>), respe
tivement les �eviden
es (0; 1) et (1; 0).

4.3.5 Cal
ul des probabilit�es a posteriori

Grâ
e �a un exemple simple et des �equations aux dimensions, nous allons d�eduire 
omment peuvent se 
al
uler

les probabilit�es a posteriori.

Lorsque les observations proviennent d'une ra
ine du r�eseau

Consid�erons don
 le r�eseau de la �gure 17. On apprend par ailleurs que T , qui a priori pouvait prendre les

valeurs t

1

; t

2

; : : : ; t

jT j

ne peut plus prendre que deux valeurs t

1

et t

2

. Appelons e 
ette information (e 
omme

eviden
e en anglais). Quelle est maintenant la probabilit�e de 
ha
une des variables al�eatoires 
onnaissant e ?

Autrement dit, que valent Prob(T je), Prob(U je), Prob(X je), Prob(Y je), Prob(Zje) ?
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UT X Y Z

Fig. 17 { Exemple de r�eseau bay�esien

Tout d'abord, il faut 
al
uler Prob(T = t

i

je) pour tout i. Bien �evidemment, si i 6= 1; 2, Prob(T = t

i

je) = 0.

Supposons que T repr�esente le 
ouple (âge,sexe) des �etudiants dans un groupe de TD. Si t

0

, t

1

, t

2

, t

3


orres-

pondent respe
tivement aux 
ouples (âge�21 ans, mas
ulin), (âge>21 ans, mas
ulin), (âge�21 ans, f�eminin),

(âge>21 ans, f�eminin), et si en moyenne les groupes 
ontiennent 23 hommes, dont 14 ont plus de 21 ans, et

7 femmes dont 3 ont plus de 21 ans, alors :

Prob(T = t

1

) =

9

30

; Prob(T = t

2

) =

14

30

; Prob(T = t

3

) =

4

30

; Prob(T = t

4

) =

3

30

:

On sto
ke sur ordinateur la probabilit�e de T grâ
e au ve
teur [[Prob(t

i

)℄℄

T

= (

9

30

;

14

30

;

4

30

;

3

30

). Maintenant, on

s�ele
tionne un groupe et l'on s'aper�
oit qu'il n'y a au
une femme dans 
e groupe. Dans 
e 
as, on peut dire

qu'en s�ele
tionnant un individu au hasard dans le groupe, on a 14 
han
es sur 23 qu'il ait plus de 21 ans, et 9


han
es sur 23 qu'il ait moins de 21 ans. Ainsi,

Prob(T = t

1

je) =

9

23

; Prob(T = t

2

je) =

14

23

; Prob(T = t

3

je) = 0; Prob(T = t

4

je) = 0:

Notons que

P

4

i=1

Prob(T = t

i

je) = 1. Cr�eons un ve
teur repr�esentant l'information sur T , E

T

= (1; 1; 0; 0), o�u

les 1 repr�esentent les valeurs t

i

que peut prendre T et les 0 repr�esentent les valeurs que T ne peut plus prendre,

et e�e
tuons le produit tensoriel de [[Prob(t

i

)℄℄

T

ave
 E

T

. On obtient alors le ve
teur [[Prob(t

i

)℄℄

T

� E

T

=

(

9

30

;

14

30

; 0; 0), qui n'est autre que le ve
teur repr�esentant Prob(T je) �a un 
oeÆ
ient multipli
atif pr�es. Ce dernier

est visiblement �egal �a

30

23

, 
e qui 
orrespond en fait �a

1

Prob(e)

puisqu'on a 23 
han
es sur 30 de s�ele
tionner un

homme lorsque l'on 
hoisit un individu au hasard dans un groupe 
hoisi lui aussi au hasard. Cependant, nous


al
ulerons 
e 
oeÆ
ient de la mani�ere suivante : on sait que

P

4

i=1

Prob(T = t

i

je) = 1, don
 obligatoirement,

le 
oeÆ
ient multipli
atif est l'inverse de la somme des �el�ements du ve
teur [[Prob(t

i

)℄℄

T

� E

T

. Sous forme

matri
ielle, 
ette somme peut s'�e
rire de la mani�ere suivante : ([[Prob(t

i

)℄℄

T

�E

T

)
1

T

, o�u 1

T

d�esigne le ve
teur

de taille jT j 
ompos�e uniquement de 1. Don


[[Prob(t

i

je)℄℄

T

=

1

Prob(e)

([[Prob(t

i

)℄℄

T

�E

T

) et Prob(e) = ([[Prob(t

i

)℄℄

T

�E

T

)
 1

T

:

En prin
ipe, on ne 
al
ule jamais le 
oeÆ
ient multipli
atif Prob(e) 
ar les 
al
uls restent 
oh�erents quels

que soient 
es 
oeÆ
ients. Lorsqu'on a besoin de montrer �a l'utilisateur les probabilit�es 
al
ul�ees, il suÆt de

se rappeler que

P

i

Prob(A = a

i

je) = 1, quelle que soit la variable A.

Cal
ulons maintenant Prob(U je).

Prob(U = uje) =

Prob(U = u; e)

Prob(e)

=

P

4

i=1

Prob(U = u; ejT = t

i

)� Prob(T = t

i

)

Prob(e)

:

Notons que Prob(U = u; ejT = t

3

) = Prob(U = u; ejT = t

4

) = 0 puisque 
e sont les probabilit�es que U = u

et T = t

1

ou t

2

sa
hant que T = t

3

ou t

4

. De même Prob(T = t

3

; e) = Prob(T = t

4

; e) = 0. Par 
ontre,

Prob(U = u; ejT = t

1

) = Prob(U = u; ejT = t

2

) = Prob(U = ujT = t

2

), Prob(T = t

1

; e) = Prob(T = t

1

), et

Prob(T = t

2

; e) = Prob(T = t

2

). Don


Prob(U = uje) =

P

4

i=1

Prob(U = ujT = t

i

)� Prob(T = t

i

; e)

Prob(e)

=

4

X

i=1

Prob(U = ujT = t

i

)� Prob(T = t

i

je):

Autrement dit, pour 
al
uler Prob(U = uje), il suÆt de faire le produit de la matri
e [[Prob(u

i

jt

j

)℄℄

UT

ave
 le

ve
teur [[Prob(t

j

je)℄℄

T

. De la même mani�ere, on voit bien que [[Prob(x

i

je)℄℄

X

= [[Prob(x

i

ju

j

)℄℄

XU


 [[Prob(u

j

je)℄℄

U

.

Par r�e
urren
e,
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Supposons que le r�eseau bay�esien soit une 
hâ�ne et que l'information e provienne de la ra
ine de 
ette 
hâ�ne.

Soit B un noeud quel
onque de la 
hâ�ne (ex
ept�e la ra
ine), et soit A son p�ere.

Alors [[Prob(b

i

je)℄℄

B

= [[Prob(b

i

ja

j

)℄℄

BA


 [[Prob(a

j

je)℄℄

A

.

D'une mani�ere plus visuelle (
f. �gure 18), voil�a 
omment se passe la propagation de l'information T = t

1

ou t

2

dans le r�eseau :

1. T re�
oit l'information, sous forme d'un ve
teur E

T

, qu'il ne peut plus prendre que 
ertaines valeurs.

2. T met alors �a jour sa probabilit�e : [[Prob(t

i

je)℄℄

T

=

1

Prob(e)

([[Prob(t

i

)℄℄

T

�E

T

). Il envoie alors �a son �ls

un message �

TU

= [[Prob(t

i

je)℄℄

T

.

3. Lorsque U re�
oit le message envoy�e par T , il met �a jour sa propre probabilit�e a posteriori :

[[Prob(u

i

je)℄℄

U

= [[Prob(u

i

jt

j

)℄℄

UT


 �

TU

. Il envoie ensuite �a son �ls un message �

UX

= [[Prob(u

i

je)℄℄

U

.

4. lorsque X re�
oit le message, il met �a jour sa probabilit�e et �emet un message �

XY

, et ainsi de suite. . .

UT X Y Z

information surT

�

TU

�

UX

�

XY

�

Y Z

Fig. 18 { Les messages �a envoyer pour 
al
uler les probabilit�es a posteriori

Lorsque les observations proviennent d'une feuille

Supposons maintenant que l'information e ne soit plus en T mais en Z : on apprend que Z peut seulement

prendre les valeurs z

1

et z

2

au lieu des 4 valeurs z

1

; z

2

; z

3

; z

4

. On 
onnâ�t d�ej�a Prob(Z), 
ette probabilit�e ayant

�et�e 
al
ul�ee dans les sous-se
tions 4.3.1 et 4.3.2. De la même mani�ere que l'on avait 
al
ul�e Prob(T je), on peut


al
uler Prob(Zje) :

[[Prob(z

i

je)℄℄

Z

=

1

Prob(e)

([[Prob(z

i

)℄℄

Z

�E

Z

) et Prob(e) = ([[Prob(z

i

)℄℄

Z

�E

Z

)
 1

Z

:

Pour 
al
uler Prob(Y je), nous allons appliquer le th�eor�eme de Bayes (
f. page 30) :

Prob(Y je) = Prob(ejY )�

Prob(Y )

Prob(e)

:

Maintenant Prob(ejY ) = Prob(Z = z

1

ou z

2

jY ) = Prob(Z = z

1

jY ) +Prob(Z = z

2

jY ). En termes matri
iels, on

obtient :

[[Prob(ejy

i

)℄℄

Y

= [[Prob(z

j

jy

i

)℄℄

ZY


E

Z

:

Par 
ons�equent,

[[Prob(y

i

je)℄℄

Y

=

1

Prob(e)

(([[Prob(z

j

jy

i

)℄℄

ZY


E

Z

)� [[Prob(y

i

)℄℄

Y

) :

De la même mani�ere,

Prob(X je) = Prob(ejX)�

Prob(X)

Prob(e)

=

jY j

X

i=1

Prob(ejX;Y = y

i

)� Prob(Y = y

i

jX)�

Prob(X)

Prob(e)

:

Or, d'apr�es la signi�
ation des ar
s dans le graphe, le fait que l'ar
 (Y; Z) existe, mais que l'ar
 (X;Z) n'existe pas,

signi�e que Z est ind�ependant de X 
onditionnellement �a Y . Autrement dit, Prob(ejX;Y = y

i

) = Prob(ejY =

y

i

). Don


Prob(X je) =

jY j

X

i=1

Prob(ejY = y

i

)� Prob(Y = y

i

jX)�

Prob(X)

Prob(e)

:
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En termes matri
iels, on obtient :

[[Prob(x

i

je)℄℄

X

=

1

Prob(e)

([[Prob(ejy

j

)℄℄

Y


 [[Prob(y

j

jx

i

)℄℄

Y X

)� [[Prob(x

i

)℄℄

X

:

Par r�e
urren
e, on obtient la propri�et�e suivante :

Supposons que le r�eseau bay�esien soit une 
hâ�ne et que l'information e provienne de la feuille de 
ette


hâ�ne. Soit un noeud B quel
onque de la 
hâ�ne (ex
ept�e la feuille), et soit A son �ls. Alors [[Prob(b

i

je)℄℄

B

=

1

Prob(e)

([[Prob(eja

j

)℄℄

A


 [[Prob(a

j

jb

i

)℄℄

AB

) � [[Prob(b

i

)℄℄

B

. L�a en
ore, le terme multipli
atif

1

Prob(e)

n'a pas

besoin d'être 
al
ul�e expli
itement puisqu'on sait que [[Prob(b

i

je)℄℄

B


 1

B

= 1.

D'une mani�ere plus visuelle (
f. �gure 19), voil�a 
omment se passe la propagation de l'information Z = z

1

ou z

2

dans le r�eseau :

1. Z re�
oit l'information sous forme d'un ve
teur E

Z

qu'il ne peut plus prendre que 
ertaines valeurs.

2. Z met alors �a jour sa probabilit�e : [[Prob(z

i

je)℄℄

Z

=

1

Prob(e)

([[Prob(z

i

)℄℄

Z

�E

Z

). Il envoie alors �a son

p�ere un message �

ZY

= [[Prob(ejy

i

)℄℄

Y

= [[Prob(z

j

jy

i

)℄℄

ZY


E

Z

.

3. Lorsque Y re�
oit le message envoy�e par Z, il met �a jour sa propre probabilit�e a posteriori :

[[Prob(y

i

je)℄℄

Y

=

1

Prob(e)

(�

ZY

� [[Prob(y

i

)℄℄

Y

). Il envoie ensuite �a son p�ere un message �

Y X

=

�

ZY


 [[Prob(y

j

jx

i

)℄℄

Y X

.

4. lorsque X re�
oit le message, il met �a jour sa probabilit�e et �emet un message �

XU

, et ainsi de suite. . .

UT X Y Z

information surZ
�

XU

�

Y X

�

ZY

�

UT

Fig. 19 { Les messages �a envoyer pour 
al
uler les probabilit�es a posteriori

Lorsque les observations proviennent d'une ra
ine et d'une feuille

Supposons maintenant qu'on ait eu une information e

T

en T et une information e

Z

en Z. Pour 
al
uler les

probabilit�es a posteriori, dans 
e 
as, l'algorithme n'est pas 
ompliqu�e, 
'est en fait juste une petite g�en�eralisation

de 
e que nous avons fait pr�e
�edemment :

1. On 
al
ule les messages � et � ave
 les formules donn�ees pr�e
�edemment.

2. Pour les noeuds non observ�es, U , X , Y , si l'on note _ l'�egalit�e �a un 
oeÆ
ient multipli
atif pr�es, les

probabilit�es a posteriori sont �egales �a :

[[Prob(u

i

je

T

; e

z

)℄℄

U

_ ([[Prob(u

i

jt

j

)℄℄

UT


 �

TU

)� �

XU

;

[[Prob(x

i

je

T

; e

z

)℄℄

X

_ ([[Prob(x

i

ju

j

)℄℄

XU


 �

UX

)� �

Y X

;

[[Prob(y

i

je

T

; e

z

)℄℄

Y

_ ([[Prob(y

i

jx

j

)℄℄

Y X


 �

XY

)� �

ZY

:

3. Pour les noeuds observ�es, T et Z :

[[Prob(t

i

je

T

; e

z

)℄℄

T

_ ([[Prob(t

j

)℄℄

T

� �

UT

)�E

T

;

[[Prob(z

i

je

T

; e

z

)℄℄

Z

_ ([[Prob(z

i

jy

j

)℄℄

ZY


 �

Y Z

)�E

Z

:

En fait, dans les 
al
uls, on peut ne pas di��eren
ier les variables non observ�ees de 
elles qui le sont si l'on rajoute

�a 
es derniers un �ls �
tif qui enverrait un message � �egal au message 1. Par exemple, pour U , on rajouterait

un �ls qui enverrait le message E

U

.

Dans tout 
e qui suit, on appellera les messages � lorsqu'ils sont envoy�es des parents vers les enfants, et �

lorsqu'ils vont des enfants vers les parents.
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UT X Y Z

information surT

information surZ

�

TU

�

UX

�

XY

�

Y Z

�

XU

�

Y X

�

ZY

�

UT

Fig. 20 { Les messages �a envoyer pour 
al
uler les probabilit�es a posteriori

4.3.6 Cal
ul des probabilit�es a posteriori : le 
as g�en�eral

Pour 
al
uler des probabilit�es a posteriori, il nous faut bien 
omprendre 
e que repr�esentent les ar
s du

r�eseau : les ar
s relient les variables qui sont d�ependantes les unes des autres, ou plus exa
tement l'absen
e

d'ar
 repr�esente une absen
e de d�ependan
e. Si la probabilit�e a posteriori d'une variable X est di��erente de sa

probabilit�e a priori, 
ela signi�e que la variable X est in
uen
�ee par les informations que l'on vient de rentrer

dans le r�eseau, ou en
ore que d'une mani�ere dire
te ou indire
te X est d�ependante des variables qui ont re�
u les

nouvelles informations. Comme les d�ependan
es sont repr�esent�ees par les ar
s du r�eseau, on peut 
omprendre

intuitivement que les informations se propagent dans le r�eseau grâ
e aux ar
s. L'id�ee de l'algorithme de 
al
ul des

probabilit�es a posteriori est don
 tout simplement d'envoyer des messages le long des ar
s du r�eseau, messages qui

vont 
ontenir les nouvelles informations re�
ues. Lorsque les noeuds re
evront 
es messages, ils pourront mettre

�a jour leurs probabilit�es marginales et renvoyer de nouveaux messages vers leurs voisins. Ainsi les informations

seront propag�ees de pro
he en pro
he.

Illustration sur l'exemple de la dyspn�ee : on vient de re
evoir une information sur la bron
hite et sur un s�ejour

en Asie. Nous noterons �

k

(X;Y; Z) les messages 
ontenant les informations sur les noeuds X , Y , Z, envoy�es lors

de la k

�eme

�etape de l'algorithme vers les enfants. Par exemple �

2

(A) est le message 
ontenant les informations

sur A, envoy�e �a la deuxi�eme �etape de l'algorithme. De même nous noterons �

k

(X;Y; Z) les messages 
ontenant

fumer

tuberculose bronchitepoumons
cancer des

fumer

tuberculose bronchitepoumons
cancer des

séjour
en Asie

dyspnée

info A
info B

séjour
en Asie

dyspnée

info A
info B

(A)π1

(A)π2

fumer

tuberculose bronchitepoumons
cancer des

fumer

tuberculose bronchitepoumons
cancer des

séjour
en Asie

dyspnée

info A
info B

séjour
en Asie

dyspnée

info A
info B

π1(B)

(B)λ 3
(A,B)3λ λ 3

(A)

(B)λ 4

(A,B)λ 4

étape 1 étape 2

étape 4étape 3

Fig. 21 { Cal
ul des probabilit�es a posteriori

les informations sur les noeuds X , Y , Z, envoy�es vers les parents lors de la k

�eme

�etape de l'algorithme.



Se
tion 4. Cal
ul pratique des probabilit�es 52

Au d�ebut de l'algorithme, le noeud <s�ejour en asie> re�
oit l'information A et le noeud <bron
hite> re�
oit

l'information B. Ces noeuds vont produire des messages 
ontenant 
es informations, et vont les envoyer �a leurs

voisins. Ce sont les messages �

1

(A) et �

1

(B). Les voisins peuvent �a leur tour envoyer des messages 
ontenant

les informations sur A et/ou sur B. Ainsi les informations A et B transiteront dans tout le graphe.

Pour que les probabilit�es a posteriori des noeuds soient bien 
al
ul�ees, il suÆt que l'ensemble des messages

re�
us par 
ha
un des noeuds 
ontienne l'ensemble des informations entr�ees dans le r�eseau. I
i, il faut don
 que


haque noeud re�
oive un ou plusieurs messages 
ontenant les informations A et B. On pourra remarquer que


'est bien le 
as sur la �gure 21. Pour r�ealiser 
ela, on adopte en prin
ipe l'algorithme suivant : on 
hoisit un

noeud au hasard (i
i, nous avons 
hoisi le noeud <dyspn�ee>). Ce noeud demande �a ses voisins de lui transmettre

les messages qu'ils ont re�
us. Les voisins, avant de r�epondre, demandent eux-mêmes �a leurs voisins (sauf le noeud

qui demande les messages) de leur fournir les messages qu'ils ont re�
u, et ainsi de suite, jusqu'�a 
e que l'on

atteigne un noeud (un noeud �a une extr�emit�e du r�eseau) dont le seul voisin est 
elui qui demande �a 
e qu'on lui

transmette un message. Dans 
e 
as, le noeud �a l'extr�emit�e du r�eseau r�epond. Lorsqu'un noeud a re�
u tous les

messages qu'il attendait, il renvoit le message qu'il a fabriqu�e au noeud qui le lui demandait, et ainsi de suite.

C'est 
e qui 
orrespond aux �etapes 1 et 2 de la �gure 21 : <dyspn�ee> demande �a <tuber
ulose>, <
an
er> et

<bron
hite> de lui transmettre des messages. <bron
hite> peut r�epondre tout de suite (�

1

(B)) 
ar il est �a une

extr�emit�e du r�eseau. <
an
er> n'est pas �a une extr�emit�e et demande don
 �a <fumer> de lui transmettre un

message mais <fumer> n'a, pour l'instant, au
une information �a propager. <tuber
ulose> n'est pas non plus �a

une extr�emit�e et demande don
 �a <s�ejour en Asie> de lui transmettre un message. <s�ejour en Asie> qui est �a

une extr�emit�e du r�eseau s'ex�e
ute (�

1

(A)). Quand <tuber
ulose> a re�
u le message, il en envoie un �a son tour

�a <dyspn�ee> (�

2

(A)). Lorsque le noeud <dyspn�ee> a re�
u tous les messages, il 
onnâ�t toutes les informations

entr�ees dans le r�eseau. Il renvoit alors �a ses voisins des messages sur l'ensemble des informations qu'ils n'avaient

pas en
ore �a leur disposition (
'est l'�etape 3).

�

A leur tour, 
es noeuds renvoient �a leur voisins des messages sur

l'ensemble des informations qu'ils n'avaient pas en
ore eues, et ainsi de suite jusqu'�a 
e que tous les noeuds

aient re�
u des messages sur l'ensemble des informations entr�ees dans le r�eseau (sur la �gure 21, 
ela 
orrespond

�a l'�etape 4). On obtient don
 l'algorithme suivant :

Algorithme 2 (Cal
ul des probabilit�es a posteriori)

1. On 
hoisit un noeud X au hasard.

2. Ce noeud demande �a ses voisins de lui envoyer un message.

�

A leur tour, 
eux-
i demandent �a leurs

voisins (sauf X) de leur envoyer des messages, et ainsi de suite : 
haque noeud demande �a tous ses

voisins, ex
ept�e le noeud qui lui a demand�e d'envoyer un message, de lui envoyer un message. Les

noeuds aux extr�emit�es du r�eseau ne peuvent plus demander de message. Ils �emettent alors leur message.

Lorsqu'un noeud a re�
u tous les messages qu'il attendait, il envoie alors le message qu'on lui avait

demand�e, et ainsi de suite jusqu'�a X.

3. Lorsque X a re�
u tous les messages qu'il avait demand�e, il distribue des messages �a tous ses voisins.

�

A leur tour, 
eux-
i distribuent des messages vers leurs voisins, ex
ept�e X, et ainsi de suite, jusqu'�a 
e

qu'on ne puisse plus envoyer de message.

La phase 2 s'appelle une 
olle
te d'informations et la phase 3 s'appelle une distribution d'informations.

Il reste en
ore �a d�eterminer 
e que 
ontiennent les di��erents messages transitant sur le r�eseau. Pour r�epondre �a


ette question, il 
onvient de 
omprendre quelle est la signi�
ation de 
es messages.

�

A partir de maintenant, pour

simpli�er les notations, nous noterons �

XY

(resp. �

XY

) le message envoy�e du noeud X vers son enfant (resp.

parent) Y . La �gure 22 va nous aider �a 
omprendre quel est le 
ontenu des messages : l'ar
 (X;Y ) s�epare le r�eseau

A B
sous-graphesous-graphe

YX

Fig. 22 { De la signi�
ation du � et du �.

en deux sous-r�eseaux, d�esign�es par les lettres A et B. L'ensemble des informations/observations du sous-r�eseauA



Se
tion 4. Cal
ul pratique des probabilit�es 53

va avoir un 
ertain impa
t sur X . Eh bien 
'est 
et impa
t que le ve
teur �

XY

propage vers Y . De même, �

Y X

propage versX l'impa
t des observations du sous-r�eseauB. Par 
ons�equent, �

XY

est totalement ind�ependant de

�

Y X

, et 
es deux ve
teurs peuvent même être 
al
ul�es sur des ma
hines fon
tionnant en parall�ele. Consid�erons

maintenant la �gure 23 : un noeud X a pour parents Y

1

; : : : ; Y

n

et pour enfants Z

1

; : : : ; Z

p

. Il d�esire envoyer

�

Z

1

X

�

Y

n

X

Y

n

Y

2

Y

1

X

�

Y

1

X

Z

p

Z

2

Z

1

�

Z

p

X

Fig. 23 { Les messages �a envoyer.

un message �

XY

1

vers Y

1

. Il doit don
 
onsid�erer 
omme sous-r�eseau A la partie du r�eseau de la �gure 23

en haut �a gau
he de Y

1

, et 
omme sous-r�eseau B le reste du r�eseau de la �gure 23. Don
, le message �

XY

1

doit imp�erativement renfermer les informations 
ontenues dans tous les �

Y

j

X

, pour j � 2, 
ar les Y

j

ou leurs

parents peuvent avoir re�
u des informations. Pour les mêmes raisons, �

XY

1

doit aussi renfermer les informations


ontenues dans tous les �

Z

i

X

. Les �equations aux dimensions vont nous montrer 
omment r�ealiser 
ela : Lorsque

les Z

i

ont des informations �a transmettre �a X , ils envoient des messages �

Z

i

X

vers X . Ce dernier fait alors des

op�erations matri
ielles entre �

Z

i

X

et son hypermatri
e de probabilit�e 
onditionnelle, �a savoir une hypermatri
e

de taille jX j� jY

1

j� � � �� jY

n

j. Pour que 
ela ait un sens, il faut don
 que �

Z

i

X

ait pour dimension une de 
elles

de l'hypermatri
e. Il ne serait pas logique que 
ette dimension soit un des jY

j

j puisque les enfants de X n'ont a

priori rien �a voir ave
 les parents de X . Don
 la <logique> impose que tout ve
teur �

Z

i

X

ait pour dimension jX j.

Passons maintenant aux parents de X . Y

j

envoie un message �

Y

j

X

�a X pour le mettre au 
ourant des nouvelles

informations rentr�ees dans le r�eseau. Pour les mêmes raisons que pr�e
�edemment, le ve
teur �

Y

j

X

ne peut avoir

pour dimension que jY

j

j ou jX j. S'il avait pour dimension jX j, on serait tout de même embêt�es 
ar, dans 
e 
as,

on ne voit pas tr�es bien 
omment obtenir des probabilit�es marginales a posteriori pour X : en e�et, pour 
ela,

il faudrait �eliminer de l'hypermatri
e de probabilit�e 
onditionnelle sto
k�ee dans X toutes les dimensions sauf


elle de X . Or si tous les messages �

Z

i

X

, �

Y

j

X

ont pour dimension jX j, au
une op�eration matri
ielle entre 
es

ve
teurs et l'hypermatri
e de probabilit�e 
onditionnelle ne permet d'�eliminer les dimensions jY

1

j, jY

2

j,. . ., jY

n

j.

Don
, pour pouvoir 
al
uler les probabilit�es a posteriori, il faut obligatoirement que les ve
teurs �

Y

j

X

aient

pour dimension jY

j

j.

Ces pr�eliminaires �etant �etablis, passons maintenant aux 
al
uls proprement dits. Les �

Y

j

X

ont don
 pour

taille jY

j

j. Or, X ne 
onnâ�t a priori 
ette dimension que par l'interm�ediaire de sa matri
e de probabilit�e


onditionnelle.

�

Etant donn�e que �

XY

1

a pour dimension jY

1

j, il va falloir faire disparâ�tre de la matri
e de

probabilit�e 
onditionnelle les dimensions en Y

j

, j � 2. Le seul op�erateur que l'on ait d�e�ni qui nous permette


ela est le produit hypermatri
e-ve
teur. On devra don
 
al
uler

���

[[Prob(xjy

1

; y

2

; : : : ; y

n

)℄℄

XY

1

:::Y

n


 �

Y

2

X

�


 �

Y

3

X

�


 � � �

�


 �

Y

n

X

:

Apr�es 
al
ul, on obtient une matri
e de taille jX jjY

1

j. Il faut don
 en
ore �eliminer la dimension en X (don
 faire

un produit matri
e-ve
teur) pour obtenir un message ayant la bonne taille.

Notons E

X

la nouvelle information rentrant en X. Celle-
i sera un ve
teur de 0 et/ou de 1

de taille jX j. Les 1 repr�esentent les valeurs observ�ees ou possibles et les 0 les valeurs de X qui

sont impossibles. Par exemple, si une variable X peut prendre trois valeurs (x

1

; x

2

; x

3

) et si l'on d�e
ouvre

que, d'apr�es nos observations, seules les valeurs x

1

et x

3

sont possibles, alors E

X

= (1; 0; 1).

Revenons �a notre matri
e de taille jX j�jY

1

j. On veut toujours �eliminer la dimension enX . Tous les �

Z

i

X

ainsi

que E

X

ont pour taille jX j. On va don
 
onstituer un ve
teur de taille jX j int�egrant toutes leurs informations,

et puis on va multiplier 
e ve
teur par la matri
e de taille jX jjY

1

j. On obtiendra alors un ve
teur de taille Y

1

,

qui a en outre le bon goût de renfermer exa
tement les informations que l'on veut faire passer �a Y

1

. Don
 :
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�

XY

1

=

���

[[Prob(xjy

1

; : : : ; y

n

)℄℄

XY

1

:::Y

n


 �

Y

2

X

�


 � � �

�


 �

Y

n

X

�




�

�

Z

1

X

� �

Z

2

X

� � � � � �

Z

p

X

�E

X

�

:

De la même mani�ere, les �equations aux dimensions nous montrent que

�

XZ

1

=

���

[[Prob(xjy

1

; : : : ; y

n

)℄℄

XY

1

:::Y

n


 �

Y

1

X

�


 � � �

�


 �

Y

n

X

�

� �

Z

2

X

� � � � � �

Z

p

X

�E

X

:

Voil�a, maintenant vous savez exa
tement 
omment r�ealiser le m�e
anisme de propagation d'information dans

les r�eseaux bay�esiens : 
e sont les algorithmes 1 et 2 et les messages d�e
rits 
i-dessus.
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5

�

E
hantillonnage et variables al�eatoires

Dans tout 
e que nous avons vu jusqu'�a maintenant, nous avons toujours 
onsid�er�e que toutes les donn�ees


on
ernant une variable X ou Y �etaient disponibles sur l'ensemble de la population �etudi�ee. Or, bien souvent


e n'est pas le 
as : la plupart du temps, les populations sont de tailles trop importantes pour que l'on puisse


onnâ�tre la valeur prise par la variable pour 
ha
un des individus. Par exemple, pour estimer quel homme (ou

femme) politique va gagner aux pro
haines �ele
tions pr�esidentielles, on ne peut demander �a 
haque individu de

la population fran�
aise ses intentions de votes (
ela demanderait 60 millions de questionnaires !). C'est pourquoi,

en statistiques, on se borne �a �etudier un �e
hantillon de la population :

D�e�nition 25 : Un �e
hantillon d'une population est un sous-ensemble repr�esentatif de la population.

L'introdu
tion des �e
hantillons pose trois probl�emes majeurs :

{ Comment d�eterminer un �e
hantillon ?

{

�

A partir d'une population, que peut-on dire sur un �e
hantillon ?

{

�

A partir d'un �e
hantillon, que peut-on dire de la population ?

La r�eponse �a la premi�ere question sera trait�ee dans la se
tion 5.1. La deuxi�eme question sera examin�ee dans les

se
tions 5.2 et 6. Elle peut être parti
uli�erement int�eressante dans le 
ontrôle qualit�e. La troisi�eme fera l'objet

de la se
tion 7, et s'applique parti
uli�erement bien aux probl�emes de sondage.

Exemple 21 : Supposons qu'une entreprise fabrique des roulements �a billes d'un diam�etre de 10
m et les

distribue par paquets de 10000. Les ma
hines ne produisent jamais exa
tement les mêmes pi�e
es, aussi

peut-il arriver qu'un roulement soit d�efe
tueux. On a

epte qu'un paquet puisse avoir jusqu'�a 3 roulements

d�efe
tueux, mais au del�a, les 
lients deviennent m�e
ontents. D'apr�es les 
ara
t�eristiques des ma
hines, on

sait que le pour
entage de paquets <d�efe
tueux> est en moyenne de 0,2% ave
 un �e
art-type de 0,003%.

En th�eorie, l'entreprise devrait don
 tester tous les paquets qu'elle envoie �a ses 
lients, mais 
ela s'av�ererait

trop 
oûteux. Elle va don
 pro
�eder �a des 
ontrôles statistiques : l'ensemble des paquets produits par

l'entreprise forme la population statistique.

�

A partir de 
ette population, on peut d�eduire th�eoriquement

le nombre de roulements d�efe
tueux que l'on devrait observer si l'on testait quelques paquets (�e
hantillon)


hoisis au hasard dans la population. On en teste 100 et on 
ompare par rapport au r�esultat th�eorique.

On peut alors en d�eduire le nombre de paquets 
ontenant plus de 3 roulements d�efe
tueux. �

5.1 Pr�el�evement d'un �e
hantillon

La qualit�e essentielle d'un �e
hantillon est que sa 
omposition soit due au hasard. Id�ealement, si on assi-

milait la population �a une �enorme urne 
ontenant N boules, on devrait 
onstruire les �e
hantillons en 
hoisissant

au hasard n boules. Un �e
hantillon 
r�e�e de 
ette mani�ere (qui assure �a 
haque individu de la population la même


han
e d'appartenir �a l'�e
hantillon) s'appelle un �e
hantillon al�eatoire .

D�e�nition 26 : Il y a deux fa�
ons de pr�elever un �e
hantillon al�eatoire de n individus parmi une population

de N individus :

1. On peut 
ommen
er par 
hoisir un individu au hasard, noter la valeur que prend la variable pour 
elui-


i, remettre l'individu dans la population et r�eit�erer le pro
essus. L'�e
hantillon al�eatoire est alors dit

ave
 remise. Il est alors possible que le même individu apparaisse plusieurs fois dans l'�e
hantillon.

2. On peut aussi utiliser le même pro
�ed�e mais ne pas remettre dans la population les individus apr�es qu'ils

aient �et�e sele
tionn�es. On dit alors que l'�e
hantillon al�eatoire est sans remise.

Exemple 22 : Soit S une population de 5 individus, A, B, C, D, E, telle que A et D sont fumeurs alors que B,

C, E sont non-fumeurs. Consid�erons que les individus sont des boules dans une urne et tirons au hasard

un �e
hantillon al�eatoire ave
 remise de taille 3 : nous tirons don
 une premi�ere boule, A, nous la reposons

dans l'urne ; nous retirons une autre boule, E, que nous reposons �a nouveau dans l'urne ; en�n nous tirons

une troisi�eme boule, E. Nous avons don
 pr�elev�e l'�e
hantillon AEE.

�

A 
haque tirage, on tire une boule

parmi 5. Il y a don
 5� 5� 5 = 125 �e
hantillons possibles :
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AAA BAA CAA DAA EAA

AAB BAB CAB DAB EAB

AAC BAC CAC DAC EAC

AAD BAD CAD DAD EAD

AAE BAE CAE DAE EAE

ABA BBA CBA DBA EBA

ABB BBB CBB DBB EBB

ABC BBC CBC DBC EBC

ABD BBD CBD DBD EBD

ABE BBE CBE DBE EBE

ACA BCA CCA DCA ECA

ACB BCB CCB DCB ECB

ACC BCC CCC DCC ECC

ACD BCD CCD DCD ECD

ACE BCE CCE DCE ECE

ADA BDA CDA DDA EDA

ADB BDB CDB DDB EDB

ADC BDC CDC DDC EDC

ADD BDD CDD DDD EDD

ADE BDE CDE DDE EDE

AEA BEA CEA DEA EEA

AEB BEB CEB DEB EEB

AEC BEC CEC DEC EEC

AED BED CED DED EED

AEE BEE CEE DEE EEE

Tab. 12:

�

E
hantillons ave
 remise

Tirons au hasard un �e
hantillon al�eatoire sans remise de taille 3 : on tire une boule parmi les 5 que


ontient l'urne, disons la boule C. On ne la repla
e pas dans l'urne. On tire �a nouveau une boule de l'urne,

qui n'en 
ontient d�ej�a plus 5 mais 4. Apr�es le tirage, il en reste 3. On tire �a nouveau une boule de l'urne.

Il y a don
 5� 4� 3 = 60 �e
hantillons sans remise possibles :

ABC BAC CAB DAB EAB

ABD BAD CAD DAC EAC

ABE BAE CAE DAE EAD

ACB BCA CBA DBA EBA

ACD BCD CBD DBC EBC

ACE BCE CBE DBE EBD

ADB BDA CDA DCA ECA

ADC BDC CDB DCB ECB

ADE BDE CDE DCE ECD

AEB BEA CEA DEA EDA

AEC BEC CEB DEB EDB

AED BED CED DEC EDC

Tab. 13:

�

E
hantillons sans remise

�

Une fois l'�e
hantillon 
onstitu�e, on va 
al
uler ses tendan
es 
entrales et de dispersion, et on va essayer d'en

d�eduire 
elles de la population enti�ere (
e doit être possible puisque l'�e
hantillon est suppos�e repr�esenter la

population enti�ere). Autrement dit, on va suivre la 
hronologie suivante :

analyse de
l’échantillon

prélèvement d’un
échantillon de
n observations

estimation des
tendances de
la population

Fig. 24: d�emar
he du statisti
ien.
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5.2 Population et �e
hantillon

Reprenons l'exemple 22. Nous avons tir�e 125 �e
hantillons al�eatoires ave
 remise et nous avons not�e le nombre

de fois o�u 
haque �e
hantillon a �et�e observ�e :

AAA 0 BAA 0 CAA 0 DAA 1 EAA 1

AAB 1 BAB 2 CAB 2 DAB 1 EAB 2

AAC 0 BAC 1 CAC 2 DAC 2 EAC 0

AAD 2 BAD 1 CAD 0 DAD 1 EAD 1

AAE 1 BAE 0 CAE 1 DAE 1 EAE 0

ABA 2 BBA 0 CBA 3 DBA 1 EBA 0

ABB 1 BBB 1 CBB 0 DBB 0 EBB 0

ABC 0 BBC 0 CBC 2 DBC 2 EBC 1

ABD 2 BBD 3 CBD 1 DBD 0 EBD 0

ABE 1 BBE 0 CBE 2 DBE 1 EBE 1

ACA 0 BCA 2 CCA 0 DCA 3 ECA 0

ACB 3 BCB 2 CCB 1 DCB 1 ECB 2

ACC 0 BCC 1 CCC 0 DCC 0 ECC 0

ACD 3 BCD 0 CCD 1 DCD 0 ECD 0

ACE 2 BCE 3 CCE 0 DCE 0 ECE 1

ADA 1 BDA 3 CDA 2 DDA 3 EDA 2

ADB 0 BDB 1 CDB 1 DDB 0 EDB 1

ADC 1 BDC 2 CDC 3 DDC 0 EDC 1

ADD 0 BDD 0 CDD 1 DDD 0 EDD 0

ADE 0 BDE 2 CDE 0 DDE 3 EDE 1

AEA 0 BEA 1 CEA 0 DEA 2 EEA 0

AEB 2 BEB 0 CEB 3 DEB 1 EEB 0

AEC 1 BEC 1 CEC 2 DEC 1 EEC 2

AED 2 BED 1 CED 1 DED 0 EED 1

AEE 1 BEE 0 CEE 0 DEE 1 EEE 2

Le tableau 
i-dessus repr�esente don
 un �e
hantillon de la population. La m�ethode de 
onstru
tion du tableau

suit les pr�e
eptes de la d�e�nition 26, �a savoir que l'�e
hantillon est tir�e ave
 remise. Con
lusion : il repr�esente la

population S. Le probl�eme 
onsiste maintenant �a d�e�nir un outil nous permettant d'exploiter 
e tableau.

I
i, la taille de l'�e
hantillon n'est pas tr�es �elev�ee (taille = e�e
tif = 125). Mais lorsqu'elle l'est, on peut dire,

grâ
e �a la loi des grands nombres en probabilit�e (
f. se
tion 3.4), que la fr�equen
e d'observation de n'importe

quel triplet, prenons par exemple AAD, 
orrespond �a la probabilit�e que l'�ev�enement <je tire AAD dans la

population> soit r�ealis�e (i
i, 
ette probabilit�e est �egale �a 2=125).

Consid�erons maintenant que l'on s'int�eresse au nombre de fumeurs dans l'�e
hantillon. On peut utiliser une

variable al�eatoire X qui �a 
haque triplet asso
ie le nombre de fumeurs que 
ompte le triplet. Par exemple, X

asso
ierait �a ABD le nombre 2 
ar seuls A et D fument. On peut alors 
al
uler la probabilit�e que la variable

al�eatoire X soit �egale �a une valeur valeur quel
onque x :

Prob(X = x) = Prob(X

�1

(x)) =

nombre de triplets qui ont exa
tement x fumeurs

nombre de triplets total

:

On 
ompte don
 le nombre d'�e
hantillons qui 
ontiennent 0, 1, 2 ou 3 fumeurs. On obtient alors le r�esultat

suivant :

27 �e
hantillons 
ontiennent 0 fumeur,

54 �e
hantillons en 
ontiennent 1,

36 �e
hantillons 
ontiennent 2 fumeurs et

8 �e
hantillons en 
ontiennent 3.
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En utilisant la notation de la se
tion 3.7, 
e tableau se r�esume alors �a :

Prob(X = 0) =

27

125

;

Prob(X = 1) =

54

125

;

Prob(X = 2) =

36

125

;

Prob(X = 3) =

8

125

:

D�e�nition 27 : En statistiques, une variable al�eatoire est une variable pour laquelle on peut d�eduire (par


al
ul) une distribution de probabilit�e, tandis qu'une variable statistique est une variable pour laquelle on

�etablit par observation une distribution de probabilit�e.

Dans l'exemple 
i-dessus, la variable statistique 
orrespond �a l'ensemble des 125 triplets de personnes possibles :


'est 
e que l'on observe lors de la 
r�eation de l'�e
hantillon. X est une variable al�eatoire puisqu'on 
al
ule sa loi

de probabilit�e �a partir de 
elle de la variable statistique.

Pour arriver �a 
ette loi de probabilit�e, nous avons suppos�e que l'on pouvait 
onfondre fr�equen
es et proba-

bilit�es par
e que la taille de l'�e
hantillon �etait suÆsamment grande. On peut maintenant faire la manipulation

inverse, �a savoir 
onsid�erer que la loi de probabilit�e 
i-dessus 
orrespond en fait aux fr�equen
es du 
ara
t�ere

<nombre de fumeurs dans un triplet>. On pourrait don
 
onstruire un �e
hantillon de taille 125 
ontenant 27 <0>,

54 <1>, 36 <2> et 8 <3>. Dans 
e 
as, on peut utiliser la se
tion 2, et en d�eduire que le nombre moyen de fumeurs

dans les triplets est �egal �a :

27

125

� 0 +

54

125

� 1 +

36

125

� 2 +

8

125

� 3 = 1; 2:

De même l'�e
art-type du <nombre de fumeurs dans un triplet> serait �egal �a :

r

27

125

� (0� 1; 2)

2

+

54

125

� (1� 1; 2)

2

+

36

125

� (2� 1; 2)

2

+

8

125

� (3� 1; 2)

2

=

90

125

=

p

0; 72 � 0; 8485:

Con
lusion : il y a en moyenne 1,2 fumeur par triplet dans l'�e
hantillon, ave
 un �e
art-type de 0,8485. Remar-

quons qu'il y avait 2 fumeurs parmi les 5 personnes de la population, 
e qui nous donnait, pour l'ensemble de la

population, une moyenne de 1,2 fumeurs par triplet. On voit don
 que l'�e
hantillon observ�e repr�esente <bien>

la population totale.

Les petites manipulations auxquelles nous venons de nous adonner reviennent �a dire que nous avons 
al
ul�e

la moyenne et l'�e
art-type de la variable al�eatoire X 
omme si 
elle-
i avait �et�e une variable statistique. Dans


e 
as, pour bien faire ressortir que X est une variable al�eatoire et non une variable statistique, on ne parlera

pas de moyenne, mais d' esp�eran
e .

D�e�nition 28 : Soit X une variable al�eatoire r�eelle, 
'est-�a-dire prenant des valeurs dans R. Soient

fx

1

; : : : ; x

I

g ses valeurs. Notons p

i

la probabilit�e que X prenne la valeur x

i

, autrement dit p

i

= Prob(x

i

).

Alors, l'esp�eran
e de X, que l'on note E(X), est �egale �a :

E(X) =

I

X

i=1

p

i

x

i

:

La varian
e de X, que l'on note V (X), est �egale �a :

V (X) =

I

X

i=1

p

i

(x

i

�E(X))

2

=

I

X

i=1

p

i

x

2

i

� (E(X))

2

:



Se
tion 5.

�

E
hantillonnage et variables al�eatoires 59

On manipule don
 de la même mani�ere les variables al�eatoires et les variables statistiques. Seules les notations


hangent :

al�eatoire statistique

E(X) �

X

V(X) �

2

X

5.3 Te
hniques pratiques d'�e
hantillonnage

En th�eorie, s�ele
tionner un �e
hantillon est relativement simple : il faut faire en sorte que tous les indivi-

dus dans la population aient une 
han
e identique d'appartenir �a l'�e
hantillon. Pour 
ela, il suÆt de 
hoisir

al�eatoirement des individus dans l'ensemble de la population. Cependant en pratique, 
'est une op�eration assez

diÆ
ile �a r�ealiser 
ar faire en sorte que tous les individus aient la même 
han
e d'appartenir �a l'�e
hantillon

rel�eve de la quadrature du 
er
le.

Exemple 23 : Un magi
ien vous pr�esente un jeu de 
artes, l'�etale devant vous et vous demande d'en 
hoisir

une. En th�eorie 
haque 
arte devrait avoir la même 
han
e d'être s�ele
tionn�ee. Cependant, si le magi
ien

r�ealise 
ette exp�erien
e un grand nombre de fois, il s'aper
evra que les 
artes se trouvant aux extr�emit�es

sont plus rarement s�ele
tionn�ees que 
elles qui se trouvent vers le milieu du jeu.

Demandez autour de vous �a des personnes de 
hoisir un nombre entre 0 et 10. Vous vous aper
evrez

que le 0 et le 10 sont beau
oup moins 
hoisis que les autres 
hi�res, alors même qu'en th�eorie ils ont

autant de 
han
es d'être s�ele
tionn�es que les autres. �

Peut-être l'exemple 
i-dessous sera-t-il en
ore plus 
onvain
ant :

Exemple 24 : On m�ene une �etude pour savoir si les fran�
ais pensent que les personnes gagnant plus de 400000F

par an devraient payer plus d'impôts. Allons don
 dans un quartier ouvrier. S�ele
tionnons des gens au

hasard et posons-leur 
ette question. Il y a fort �a parier que la r�eponse sera <oui>. Reposons maintenant

la même question �a des gens 
hoisis al�eatoirement dans Neuilly. La r�eponse tendra plutôt vers le <non>.

Pourtant nous avons s�ele
tionn�e les gens au hasard dans les deux 
as.

On m�ene maintenant une enquête pour d�eterminer le nombre moyen de kilom�etres que font les gens

en taxi par semaine dans Paris. Le probl�eme, dans 
e 
as, va être de faire en sorte que les personnes qui

ne prennent jamais le taxi aient ni plus ni moins de 
han
es de faire partie de l'�e
hantillon que 
eux qui

le prennent r�eguli�erement. �

Les exemples 
i-dessus montrent qu'il faut faire attention lorsque l'on d�e�nit la pro
�edure d'�e
hantillonnage :


e n'est pas par
e que la th�eorie des probabilit�es nous aÆrme que tous les individus ont autant de 
han
e

d'appartenir �a l'�e
hantillon qu'en pratique, si l'on 
r�e�e l'�e
hantillon n'importe 
omment, l'�equiprobabilit�e sera

v�eri��ee.

5.3.1 Cara
t�eriser la population totale

Avant de pouvoir 
hoisir de mani�ere �equiprobable les individus qui vont faire partie de l'�e
hantillon, il


onvient de savoir sur quelle population on travaille. En prin
ipe, la population est 
onnue au travers de �
hiers

de donn�ees. Par exemple, si l'on veut estimer les intentions de vote des fran�
ais lors des pro
haines �ele
tions

pr�esidentielles, on peut 
onnâ�tre l'ensemble de la population grâ
e aux divers �
hiers administratifs (impôts,

re
ensement, num�eros INSEE. . .).

Cependant, avant de s�ele
tionner des individus �a partir de 
es �
hiers, il 
onvient d'examiner 
es derniers

a�n de d�eterminer s'ils n'auraient pas quelques d�e�
ien
es. Par exemple, les pro
haines �ele
tions pr�esidentielles

auront lieu en 2002.

�

A 
ette �epoque, 
ertaines personnes seront mortes et, logiquement, ne voteront plus ;

d'autres, trop jeunes a
tuellement, auront atteint l'âge l�egal pour voter. Ainsi, le �
hier a
tuellement disponible

ne re
�etera pas exa
tement la population lors du vote de 2002. Il ne repr�esente don
 qu'une approximation de

la population sur laquelle on devrait faire l'�etude.
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Exemple 25 : En Angleterre, les sondages d'opinion pour d�eterminer les r�esultats d'�ele
tions sont e�e
tu�es sur

un nombre relativement restreint de votants. La population est 
onnue grâ
e �a une �etude men�ee 
haque

ann�ee �n novembre, qui d�etermine la liste des �ele
teurs dans 
haque r�egion. Cette liste est publi�ee au

mois de mars suivant, soit 4 mois apr�es. Quand elle est publi�ee, elle n'est don
 pas exa
tement �a jour.

Juste avant que la pro
haine liste soit publi�ee, elle est don
 p�erim�ee de 16 mois. Sa
hant qu'environ 0,5%

de la population d�em�enage et 
hange de r�egion 
haque mois (d'apr�es un rapport du Royal Survey), on

peut d�eduire que 8% de la liste des �ele
teurs est p�erim�ee. Ajoutons �a 
ela que 4% des gens qui devraient

�gurer sur la liste n'y �gurent pas par
e qu'ils n'ont pas rempli 
ertains do
uments administratifs, et on

peut d�eduire que seulement 88% de la liste est valide. �

Don
 la premi�ere �etape pour d�eterminer un �e
hantillon 
onsiste �a 
ara
t�eriser une approximation de la

population totale (�a travers des �
hiers de donn�ees), et �a estimer la d�eviation entre 
ette approximation et la

vraie population.

5.3.2 �e
hantillonnage syst�ematique

En pratique, 
hoisir un �e
hantillon al�eatoirement n'est pas possible, �a moins que l'on ait un <bon> �
hier


ara
t�erisant la population totale, et que 
elle-
i soit relativement petite. On se reporte don
 le plus souvent �a

des m�ethodes qui ne sont pas vraiment al�eatoires mais plutôt quasi-al�eatoires. Pour 
ela, une des id�ees les plus

r�epandues 
onsiste �a int�egrer dans l'�e
hantillon tous les n

�eme

�el�ements du �
hier. Par exemple, si on a une popu-

lation de 100 personnes et que l'on d�esire r�e
up�erer un �e
hantillon de 10 personnes, on peut tr�es bien s�ele
tionner

la personne num�ero 7, la 17

�eme

, la 27

�eme

. . . Cette m�ethode s'appelle l'�e
hantillonnage syst�ematique .

Cette te
hnique est tr�es populaire en statistiques mais, pour qu'elle donne des r�esultats 
orre
ts, il faut

tout de même s'assurer que le �
hier 
ara
t�erisant la population ne 
ontient pas des 
on�gurations 
y
liques :

supposons par exemple que l'on fasse une �etude immobili�ere et que le �
hier des maisons �a notre disposition est tel

que toutes les 10 entr�ees 
orrespondent �a des maisons d'angle. Par mal
han
e, on d�esire utiliser l'�e
hantillonnage

syst�ematique a�n de 
r�eer un �e
hantillon 
ontenant 10% de la population. Dans 
e 
as, soit toutes les maisons de

l'�e
hantillon seront des maisons d'angle, soit il n'y aura au
une maison d'angle. Dans les deux 
as, l'�e
hantillon

ne repr�esentera pas l'ensemble de la population. Il faut don
 prêter une attention toute parti
uli�ere a�n d'�eviter

les 
on�gurations 
y
liques.

L'�e
hantillonnage syst�ematique est tr�es utilis�e dans les 
as o�u la population est homog�ene. Il peut être utilis�e

par exemple dans une banque pour essayer de voir si des erreurs ont �et�e 
ommises quant �a l'�etat des 
omptes

des 
lients.

5.3.3

�

E
hantillonnage strati��e

Il arrive souvent en statistiques que l'on ait �a faire des �etudes sur des populations h�et�erog�enes. Par exemple,

lorsque l'on demande aux gens s'ils pensent que les personnes gagnant 400000F devraient payer plus d'impôts, la

partie ais�ee de la population r�epondra <non> tandis que les 
ou
hes pauvres de la population r�epondront <oui>.

Dans un tel 
as, l'�e
hantillonnage strati��e donnera de meilleurs r�esultats que l'�e
hantillonnage syst�ematique.

L'id�ee 
onsiste �a s�eparer la population h�et�erog�ene en un ensemble de sous-populations homog�enes et de 
r�eer

s�epar�ement des �e
hantillons dans 
ha
une des sous-populations, puis de rassembler 
es �e
hantillons pour former

l'�e
hantillon repr�esentant la population totale.

Exemple 26 : On essaye d'estimer l'opinion des �etudiants sur l'�edu
ation. Dans notre �etude, nous d�e
idons

que 
es opinions divergent suivant que l'on est ly
�een, �etudiant �a l'universit�e ou dans une �e
ole priv�ee.

Nous savons que 20% des �etudiants sont �a l'universit�e, 10% dans des �e
oles priv�ees et 70% sont ly
�eens.

On veut s�ele
tionner un �e
hantillon de 2000 �etudiants. La premi�ere �etape 
onsiste �a dire que 20% de

l'�e
hantillon, soit 400 �etudiants, doit être 
onstitu�e d'�etudiants de l'universit�e, 200 (10%) doivent provenir

d'�e
oles priv�ees, et 1400 (70%) doivent être ly
�eens. Dans une deuxi�eme �etape, on peut 
onstituer, par

la m�ethode de notre 
hoix, un �e
hantillon pour 
haque strate (pour 
haque sous-population). �

L'une des appli
ations prin
ipales de 
ette m�ethode se situe dans l'�evaluation de sto
ks de mar
handises. On

s�epare alors les mar
handises en 
at�egories de prix, et on 
r�ee des �e
hantillons pour 
haque 
at�egorie. Elle sert
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aussi �enorm�ement lorsqu'on essaye d'�evaluer l'opinion des gens sur des sujets pour lesquels les 
ara
t�eristiques

so
iales ont beau
oup d'importan
e. Dans tous les 
as, 
e qui importe pour utiliser 
ette m�ethode, 
'est d'avoir

suÆsamment d'informations pour savoir quelles strates l'on doit 
r�eer.

5.3.4

�

E
hantillonnage multi-�etapes

L'un des probl�emes qui se pose souvent en �e
hantillonnage r�eside dans le fait que la population sur laquelle

on travaille est diss�emin�ee dans tout un pays ou, pire en
ore, sur tout un 
ontinent. Aussi, la personne qui est


harg�ee de r�ealiser l'�e
hantillon passe-t-elle plus de temps �a voyager qu'�a poser aux gens qu'elle a s�ele
tionn�e les

questions relevant de l'enquête qu'elle r�ealise. Le 
oût pour 
r�eer l'�e
hantillon devient alors tout �a fait prohibitif

(
oût des voyages + paye de la personne qui r�ealise l'�e
hantillonnage pendant plusieurs semaines par
e que les

voyages prennent du temps).

L'�e
hantillonnage multi-�etapes a �et�e d�evelopp�e pour rem�edier �a 
ela. Plutôt que de passer du temps �a

voyager pour e�e
tuer un sondage sur des gens diss�emin�es �a travers toute la malaisie, ne serait-il pas plus


ommode d'interviewer 100 personnes vivant dans 20 r�egions di��erentes ?

�

A 
ondition que l'on puisse montrer

que l'�e
hantillon ainsi 
r�e�e est repr�esentatif de la population, on se sera �epargn�e beau
oup d'e�orts et on aura

�e
onomis�e pas mal d'argent.

En fait, l'id�ee de l'�e
hantillonnage multi-�etapes est similaire �a la strati�
ation, mais on divise la population

suivant des 
rit�eres g�eographiques plutôt que sur des 
ara
t�eristiques so
iales. Ainsi, la premi�ere �etape de

s�ele
tion de l'�e
hantillon 
onsiste �a s�eparer la zone dans laquelle r�eside la population que l'on �etudie en un

ensemble de r�egions. Ensuite, dans 
haque r�egion, on s�ele
tionne un �e
hantillon repr�esentatif (de la r�egion). On

peut pour 
ela appliquer une strati�
ation sp�e
i�que �a la r�egion.
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6 Loi binômiale, loi de Poisson et loi normale

Jusqu'�a maintenant, lorsque nous avons �etudi�e des variables statistiques, nous 
onnaissions l'ensemble de

la population et, par l�a même, les lois de probabilit�e auxquelles elles ob�eissaient. Dans la se
tion pr�e
�edente,

nous avons vu qu'en r�ealit�e, les tailles des populations �etant souvent tr�es �elev�ees, nous ne pouvions travailler

que sur des �e
hantillons. Dans 
e 
as, les distributions de probabilit�e de la population ne sont plus 
onnues ave


exa
titude, et l'un des probl�emes auxquels est 
onfront�e le statisti
ien 
onsiste �a d�eterminer 
es distributions.

La d�emar
he du statisti
ien 
onsiste alors �a travailler par analogie. Prenons deux exemples : 1) vous voulez

d�eterminer les probabilit�es que 
ertains num�eros sortent �a la roulette �a une table donn�ee du 
asino de Deauville ;

2) vous jouez ave
 des d�es (vous ne savez pas s'ils sont pip�es) et vous voulez d�eterminer la probabilit�e que les

d�es tombent sur 
ertaines fa
es. Ces deux exemples ne sont pas fondamentalement di��erents : dans les deux


as, pour d�eterminer les probabilit�es qui vous int�eressent, vous allez r�ep�eter des exp�erien
es (faire tourner la

roulette, jeter les d�es), en noter les r�esultats, et re
ommen
er, le r�esultat d'une exp�erien
e �etant ind�ependant

de la pr�e
�edente. On peut don
 se dire qu'il doit exister une 
lasse de distributions de probabilit�es d�ependant

d'un 
ertain nombre de param�etres, et que les lois pour la roulette et pour les d�es doivent appartenir toutes les

deux �a 
ette 
lasse, leur di��eren
e r�esidant uniquement dans la valeur des param�etres.

Dans 
ette se
tion, nous allons voir les trois 
lasses de distributions les plus utilis�ees en statistiques : les lois

binômiale et de Poisson en 
e qui 
on
erne les variables (statistiques ou al�eatoires) dis
r�etes, et la loi normale

pour les variables 
ontinues.

6.1 La loi binômiale

D�e�nition 29 : On appelle �epreuve de Bernoulli une exp�erien
e al�eatoire qui ne peut prendre que deux

r�esultats. Ceux-
i ont alors pour nom su

�es et �e
he
. Nous noterons p la probabilit�e de su

�es, et q = 1� p

la probabilit�e d'�e
he
.

Exemple 27 : On sait qu'aux derni�eres �ele
tions, 49% des �ele
teurs ont vot�e pour le parti A, 38% pour le

parti B, 10% pour le parti C, et 3% pour la parti D. L'exp�erien
e dans laquelle on 
hoisit au hasard un

�ele
teur et on lui demande s'il a vot�e pour le parti A est une �epreuve de Bernoulli. En e�et, elle ne peut

prendre que 2 valeurs : su

�es si l'�ele
teur a bien vot�e pour le parti A, et �e
he
 sinon. Ainsi, p = 49%

et q = 51%. De la même mani�ere, l'exp�erien
e qui 
onsiste �a lui demander s'il a vot�e pour le parti A ou

le parti C est aussi une �epreuve de Bernoulli (dont les probabilit�es p et q sont respe
tivement �egales �a

49%+ 10% = 59% et 100%� 59% = 41%). Par 
ontre, l'exp�erien
e qui 
onsiste �a 
hoisir un �ele
teur au

hasard et �a lui demander pour quel parti il a vot�e n'est pas une �epreuve de Bernoulli 
ar elle peut avoir

4 r�esultats : parti A, parti B, parti C et parti D. �

Exemple 28 : Reprenons notre exemple de la roulette du 
asino de Deauville. 37 num�eros peuvent sortir, mais

nous voulons parier sur le 11. Dans 
e 
as, on peut 
onsid�erer l'exp�erien
e de Bernoulli dans laquelle

su

�es repr�esente le fait que la roulette s'arrête sur le 11, et �e
he
 le fait qu'un autre num�ero sorte. Alors

p =

1

37

et q =

36

37

. �

D�e�nition 30 : Une �epreuve binômiale est une exp�erien
e dans laquelle :

1. on r�ep�ete n fois la même �epreuve de Bernoulli,

2. les probabilit�es p et q restent in
hang�ees pour 
haque �epreuve de Bernoulli,

3. les �epreuves de Bernoulli sont toutes r�ealis�ees ind�ependamment les unes des autres.

Exemple 27 (suite) : Reprenons l'exemple 27. L'exp�erien
e qui 
onsiste �a 
hoisir au hasard dans la rue 40 per-

sonnes et �a leur demander si elles ont vot�e pour le parti A est une �epreuve binômiale. En e�et, 1) on

r�ep�ete 40 fois l'�epreuve de Bernoulli de l'exemple 27 ; 2) pour 
haque �epreuve de Bernoulli, il y a toujours

49% de 
han
es que la personne r�eponde qu'elle a vot�e pour le parti A et 51% de 
han
es qu'elle r�eponde

qu'elle a vot�e pour un autre parti ; 3) les r�eponses des personnes sont ind�ependantes les unes des autres.

�
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tion 6. Loi binômiale, loi de Poisson et loi normale 63

Exemple 29 : Une entreprise fabrique des ma
hines �a laver, et l'on sait que 5% de l'ensemble des ma
hines

sont d�efe
tueuses. 10 ma
hines sont 
hoisies au hasard sur la 
hâ�ne de produ
tion et sont examin�ees a�n

de d�eterminer si elles sont d�efe
tueuses ou non. Est-
e une �epreuve binômiale ? 1) On r�ep�ete 10 fois la

même exp�erien
e. De plus, 
haque exp�erien
e ne peut avoir que deux r�esultats possibles : soit la ma
hine

est d�efe
tueuse (su

�es), soit elle ne l'est pas (�e
he
) ; 2) 
haque ma
hine a p = 5% de 
han
es d'être

d�efe
tueuse, et q = 95% de 
han
es d'être bonne ; 3) le fait qu'une ma
hine soit d�efe
tueuse ou non n'a

au
une in
iden
e sur l'�etat des autres ma
hines, les �epreuves de Bernoulli sont don
 toutes ind�ependantes.

Con
lusion : on a bien a�aire �a une �epreuve binômiale. �

Exemple 22 (suite) : Reprenons l'exemple des fumeurs de la page 55 : dans une population de 5 individus,

A, B, C, D, E, seuls A et D fument. On r�ealise un pr�el�evement sans remise (
f. tableau 13) de 3 individus

parmi A, B, C, D et E, et l'on s'int�eresse au nombre de fumeurs que l'�e
hantillon 
ontient. Est-
e une

�epreuve binômiale ? 1) On peut 
onsid�erer que le tirage de 
ha
un des 3 individus de l'�e
hantillon est

une �epreuve de Bernoulli : en e�et, 
'est le nombre de fumeurs de l'�e
hantillon qui nous int�eresse. Don


si l'on pose que su

�es = fumeur et �e
he
 = non fumeur, le tirage ne peut avoir que deux r�esultats. La


onstitution de l'�e
hantillon s'apparente don
 �a une exp�erien
e dans laquelle on e�e
tuerait 3 �epreuves

de Bernoulli. 2) Lors du tirage du premier individu, on a p =

2

5

de s�ele
tionner un fumeur et q =

3

5

de

s�ele
tionner un non-fumeur. Si l'on a 
hoisi un fumeur, �etant donn�e que l'�e
hantillon est 
r�e�e sans remise,

il n'y a plus qu'une 
han
e sur 
inq de s�ele
tionner un fumeur 
omme deuxi�eme individu de l'�e
hantillon.

Sinon, il n'y a plus que deux 
han
es sur 
inq pour s�ele
tionner un non-fumeur. Par 
ons�equent, les

probabilit�es p et q des �epreuves de Bernoulli ne sont pas toutes identiques. Don
 la 
onstitution de

l'�e
hantillon n'est pas une �epreuve binômiale.

Par 
ontre, si l'on avait 
onstitu�e l'�e
hantillon ave
 remise, alors on aurait bien a�aire �a une �epreuve

binômiale 
ar les probabilit�es p et q seraient respe
tivement �egales �a

2

5

et

3

5

, quelles que soient les �epreuves

de Bernoulli. �

D�e�nition 31 : Soit X la variable al�eatoire d�e�nie 
omme le nombre de su

�es d'une �epreuve binômiale


onstitu�ee de n �epreuves de Bernoulli. Une telle variable suit une loi binômiale de param�etres n et p. On le

note de la mani�ere suivante : X � Bin(n; p).

Ainsi, dans l'exemple de l'�e
hantillon de fumeurs ave
 remise, si X repr�esente le nombre de fumeurs de

l'�e
hantillon, Y � Bin(3;

2

5

). Dans l'exemple de l'�ele
tion, si X repr�esente le nombre d'individus, parmi les 100

interrog�es, qui ont d�e
lar�e avoir vot�e pour le parti A, alors X � Bin(100; 0; 49).

Passons maintenant �a l'expression math�ematique de la loi binômiale. X repr�esente le nombre de su

�es

obtenus apr�es la r�ealisation de n �epreuves de Bernoulli. Don
 la variable al�eatoire X peut prendre les valeurs 0

(au
une �epreuve n'a �et�e 
ouronn�ee de su

�es), 1 (une seule �epreuve a eu pour r�esultat su

�es, les autres ayant

eu pour r�esultat �e
he
), 2,. . ., n.

�

Etablir l'expression de la loi binômiale 
onsiste �a d�eterminer les probabilit�es

Prob(X = 0); : : : ;Prob(X = n).

Lorsque X vaut 0, toutes les �epreuves ont eu pour r�esultat un �e
he
. Or, la probabilit�e qu'une �epreuve soit

un �e
he
 est q = 1 � p. De plus, toutes les �epreuves sont ind�ependantes les unes des autres, don
, d'apr�es la

d�e�nition 21,

Prob(X = 0) = q � q � � � � � q

| {z }

= q

n

:

n fois

De la même mani�ere, il est �evident que :

Prob(X = n) = p� p� � � � � p

| {z }

= p

n

:

n fois

Pour les autres valeurs de X , la formule est plus 
omplexe. Prob(X = k), k 6= 0; n, est �egale �a la probabilit�e que

k �epreuves de Bernoulli aient �et�e des su

�es et que n � k aient �et�e des �e
he
s. Supposons que k = 2 et n = 4.

Notons S

i

le fait que la i

�eme

�epreuve soit un su

�es et E

i

le 
as 
ontraire. Le r�esultat de l'�epreuve binômiale

peut alors s'exprimer sous la forme d'un quadruplet re
ensant les su

�es et �e
he
s de 
ha
une des �epreuves

de Bernoulli. Les seules possibilit�es pour avoir k = 2 sont les suivantes : (S

1

; S

2

; E

3

; E

4

), (S

1

; E

2

; S

3

; E

4

),
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(S

1

; E

2

; E

3

; S

4

), (E

1

; S

2

; S

3

; E

4

), (E

1

; S

2

; E

3

; S

4

) et (E

1

; E

2

; S

3

; S

4

). La probabilit�e d'obtenir 
ha
une de 
es

6 situations est bien �evidemment p

2

� q

2

. Don
 Prob(X = 2) = 6�p

2

� q

2

. Cet exemple montre que le 
al
ul de

Prob(X = k) se ram�ene au produit du nombre de situations pour lesquelles on a bien k su

�es par p

k

� q

n�k

.

Consid�erons que l'�epreuve binômiale est un ve
teur de n 
ases dans lesquelles on va pla
er su

essivement

les r�esultats des di��erentes �epreuves de Bernoulli. On va d'abord pla
er les k �epreuves 
ouronn�ees de su

�es.

On peut pla
er la premi�ere dans n 
ases du ve
teurs. Une fois qu'on a trouv�e un empla
ement pour la premi�ere

�epreuve de Bernoulli, il reste n � 1 
ases. Don
 on a n � 1 possibilit�es pour pla
er la deuxi�eme. De mani�ere

analogue, il ne nous reste plus que n�2 possibilit�es pour la troisi�eme, et ainsi de suite. Le nombre de possibilit�es

pour 
aser les k �epreuves est don
 :

n� (n� 1)� � � � � (n� k + 1) =

n!

(n� k)!

La formule 
i-dessus pose n�eanmoins un probl�eme : de la mani�ere ave
 laquelle on a 
hoisi les 
ases du ve
teur,

on 
ompte plusieurs fois les mêmes ve
teurs : supposons par exemple que k = 2 et que 
e sont les �epreuves 3

et 7 qui ont �et�e 
ouronn�ees de su

�es ; dans la formule 
i-dessus, on 
ompte une fois le 
hoix 
ase = 3 puis


ase = 7, et une fois 
ase = 7 puis 
ase = 3. La formule 
i-dessus 
ompte don
 le nombre de possibilit�es de


hoisir de mani�ere ordonn�ee k 
ases parmi n. Ce qui nous int�eresse serait plutôt de 
hoisir k 
ases parmi n

sans tenir 
ompte de l'ordre dans lequel on fait 
e 
hoix. Il nous faut don
 d�eterminer le lien entre le nombre

d'ensembles de k �el�ements et le nombre de suites ordonn�ees de k �el�ements. On a k possibilit�es de pla
er le

premier �el�ement ordonn�e. Une fois qu'il est pla
�e, on a k � 1 possibilit�es pour pla
er le deuxi�eme, et ainsi

de suite.

�

A 
haque ensemble de k �el�ements, on peut don
 asso
ier don
 k! ensembles ordonn�es di��erents. Par


ons�equent, le nombre de possibilit�es d'avoir k �epreuves de Bernoulli ave
 su

�es parmi les n �epreuves est :

n!

(n� k)! k!

La probabilit�e que nous 
her
hions est don
 la suivante :

Th�eor�eme 4 : Soit X une variable al�eatoire suivant une loi binômiale Bin(n; p). Alors

Prob(X = k) =

(

n!

(n� k)! k!

� p

k

� q

n�k

si k 2 f0; : : : ; ng;

0 sinon:

Exemple 22 (suite) : Consid�erons l'�epreuve binômiale qui 
onsiste �a s�ele
tionner un �e
hantillon ave
 remise

de trois personnes parmi la population A, B, C, D, E. Soit X le nombre de fumeurs de l'�e
hantillon, 
'est-

�a-dire le nombre total de su

�es (su

�es = 
hoisir un fumeur) de l'�epreuve. On sait que p =

2

5


ar seuls

A et D fument. De plus, n = 3 puisqu'on ne pr�el�eve un �e
hantillon que de 3 personnes. Par 
ons�equent,

d'apr�es le th�eor�eme 4,

Prob(X = 0) =

3!

3! 0!

�

�

2

5

�

0

�

�

3

5

�

3

=

27

125

Prob(X = 1) =

3!

2! 1!

�

�

2

5

�

1

�

�

3

5

�

2

=

54

125

Prob(X = 2) =

3!

1! 2!

�

�

2

5

�

2

�

�

3

5

�

1

=

36

125

Prob(X = 3) =

3!

0! 3!

�

�

2

5

�

3

�

�

3

5

�

0

=

8

125

On remarquera que 
e r�esultat th�eorique 
on
orde exa
tement ave
 
e que nous avions trouv�e en r�ealisant

l'exp�erien
e (
f. page 58). �

Exemple 30 : Une pizzeria propose �a ses 
lients de leur livrer des pizzas en moins de trente minutes. Lorsque

le temps imparti est �e
oul�e, l'entreprise ne fait pas payer le 
lient. Malgr�e tous ses e�orts, en moyenne

2% des pizzas arrivent apr�es la demi-heure fatidique. 10 
ommandes viennent d'être pass�ees �a la pizzeria,

qui vont être transport�ees par 10 livreurs di��erents. Quelle est la probabilit�e qu'exa
tement une pizza

arrive en retard ?
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On peut 
onsid�erer que l'on a a�aire �a une �epreuve binômiale. En e�et, 
haque pizza livr�ee est une

�epreuve de Bernoulli (su

�es = arriv�ee avant une demi-heure). Chaque livreur a une vitesse ind�ependante

de 
elle des autres, et a une probabilit�e de 98% de livrer �a temps sa pizza. I
i p = 98%, n = 10 et k = 9.

Don
, la probabilit�e qu'exa
tement une pizza arrive en retard est :

Prob(X = 9) =

10!

1! 9!

� 0; 98

9

� 0; 02

1

= 0; 1667:

Il y a don
 16,67 
han
es sur 100 qu'une seule pizza soit livr�ee en retard.

Quelle est la probabilit�e qu'au plus une pizza arrive apr�es une demi-heure ? Dans 
e 
as l�a on 
her
he

Prob(X � 9) = Prob(X = 9) + Prob(X = 10). Or,

Prob(X = 10) =

10!

0! 10!

� 0; 98

10

� 0; 02

0

= 0; 8171:

Don
 la probabilit�e d'avoir au plus une pizza livr�ee en retard est de 16; 67%+ 81; 71% = 98; 38%. �

Apr�es avoir donn�e l'expression math�ematique de la loi de probabilit�e d'une variable al�eatoire suivant une loi

binômiale, un r�e
exe de statisti
ien nous pousse furieusement �a faire de même ave
 l'esp�eran
e et la varian
e.

Bien entendu, les d�e�nitions de 
es deux notions n'ont pas 
hang�e : soit X une variable al�eatoire ob�eissant �a

une loi binômiale Bin(n; p). Alors :

E(X) =

n

X

k=0

k � Prob(X = k) =

n

X

k=0

k �

n!

(n� k)! k!

� p

k

� q

n�k

;

V (X) =

n

X

k=0

k

2

� Prob(X = k)� (E(X))

2

=

n

X

k=0

k

2

�

n!

(n� k)! k!

� p

k

� q

n�k

� (E(X))

2

:

Apr�es un 
al
ul un peu 
omplexe et fran
hement sans int�erêt, on montre que 
es formules se simpli�ent et l'on

obtient :

Th�eor�eme 5 (esp�eran
e et varian
e d'une distribution binômiale) : Soit X une variable al�eatoire

suivant une loi binômiale Bin(n; p). Alors E(X) = np et V (X) = npq.

Exemple 31 : Selon une enquête publi�ee dans le Time du 8 novembre 1993, 58% des am�eri
ains pensent

que le 
lônage humain est une mauvaise 
hose d'un point de vue moral. On 
hoisit un �e
hantillon de

25 am�eri
ains. Notons parX la variable al�eatoire repr�esentant le nombre de personnes dans 
et �e
hantillon

qui partagent 
e point de vue. On se demande quelle est la moyenne et la varian
e de X .

Puisque la population am�eri
aine est assez grande, on peut assimiler l'�e
hantillon de 25 personnes (qui

est manifestement sans remise) �a un �e
hantillon ave
 remise. Dans 
e 
as, la 
r�eation de l'�e
hantillon peut

se d�e
rire 
omme une �epreuve binômiale. Don
 la variable X suit une loi binômiale et on peut appliquer

le th�eor�eme 5. On a alors :

n = 25; p = 58%; q = 42%; E(X) = np = 14; 5 V (X) = npq = 6; 09:

En moyenne, il y a don
 14,5 personnes dans l'�e
hantillon qui pensent que le 
lônage, 
'est mal ! �

La loi binômiale, outre le fait qu'elle s'applique dans beau
oup de situations, est une loi sympathique 
ar

elle poss�ede de bonnes propri�et�es. Par exemple,

Th�eor�eme 6 : Soient X et Y deux variables al�eatoires suivant respe
tivement les lois binômiales Bin(n; p)

et Bin(m; p). Si X et Y sont ind�ependantes, 
'est-�a-dire que la valeur que prend l'une des variables ne d�epend

absolument pas de la valeur que prend l'autre, alors la variable Z = X + Y , qui re
ense le nombre total de

su

�es des deux �epreuves relatives �a X et Y , ob�eit aussi �a une loi binômiale : Z � Bin(n+m; p).

Exemple 22 (suite) : Reprenons notre exemple des fumeurs, nous avions vu que la s�ele
tion d'un �e
hantillon

de taille 3 ave
 remise �etait une �epreuve binômiale et que si X �etait la variable 
orrespondant au nombre

de fumeurs dans l'�e
hantillon, alors X � Bin(3;

2

5

). Consid�erons maintenant que l'on r�ealise de mani�ere
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tout �a fait ind�ependante 3 �epreuves binômiales 
onsistant �a s�ele
tionner un �e
hantillon de taille 1. Notons

Y le nombre de fumeurs �a l'issue de la premi�ere �epreuve, Z pour la deuxi�eme et T pour la troisi�eme. On a

visiblement Y � Bin(1;

2

5

), Z � Bin(1;

2

5

) et T � Bin(1;

2

5

). Les �epreuves �etant r�ealis�ees ind�ependamment

les unes des autres et les probabilit�es de su

�es de toutes 
es �epreuves �etant identiques, on peut appliquer

le th�eor�eme 
i-dessus. Par 
ons�equent Y + Z + T � Bin(3;

2

5

), 
e qui 
orrespond bien au nombre de

fumeurs que nous avions trouv�e pour un �e
hantillon de taille 3. �

6.2 La loi de Poisson

La loi de Poisson est une autre distribution de probabilit�e 
on
ernant les variables al�eatoires dis
r�etes.

Elle est aussi importante 
ar elle a de nombreuses appli
ations. Par exemple, supposons que, dans une laverie

automatique, une ma
hine �a laver tombe en panne en moyenne trois fois par mois. Quelle est la probabilit�e

qu'elle tombe en panne exa
tement deux fois au 
ours du pro
hain mois. Ce probl�eme est un exemple typique

de distribution de Poisson. Dans le jargon Poisonnien, les pannes sont appel�ees o

urren
es .

La loi de Poisson s'applique dans le 
as d'exp�erien
es dans lesquelles les o

urren
es sont totalement al�eatoires

(sans r�egularit�e) et ind�ependantes les unes des autres.

Par totalement al�eatoire, on entend qu'elles ne suivent pas un mod�ele donn�e, et qu'elles sont par 
ons�equent

totalement impr�evisibles.

�

A l'instar de la loi binômiale, une o

urren
e n'a au
une in
uen
e sur les autres

o

urren
es, 
'est pour 
ela qu'elles sont dites ind�ependantes. On 
onsid�ere toujours les o

urren
es sur un


ertain intervalle . Dans l'exemple des ma
hines �a laver, 
et intervalle est d'un mois. D'une mani�ere g�en�erale,

l'intervalle 
onsid�er�e peut être temporel, spatial, ou en
ore volumique. Dans la loi de Poisson, le nombre exa
t

d'o

urren
es dans un intervalle donn�e est in
onnu. Mais si l'on 
onnâ�t le nombre moyen d'o

urren
es pour

un intervalle donn�e, alors on peut 
al
uler la probabilit�e qu'il y ait x o

urren
es dans 
et intervalle.

Exemple 32 : Consid�erons le nombre de patients arrivant au servi
e des urgen
es d'un hôpital pendant un

intervalle d'une heure. Dans 
et exemple, une o

urren
e repr�esente l'arriv�ee d'un patient, l'intervalle

est une heure (intervalle temporel). Il est bien �evident que les o

urren
es sont al�eatoires : on ne peut

d�eterminer �a l'avan
e quand les patients vont arriver. Elles sont aussi ind�ependantes : l'arriv�ee d'un

patient n'a pas de relation ave
 les arriv�ees des autres patients : les patients arrivent individuellement �a

l'hôpital. �

Exemple 33 : La loi de Poisson s'applique aussi pour quanti�er le nombre d'a

idents qui vont se produire sur

une autoroute sur une p�eriode donn�ee, le nombre de 
lients qui vont venir dans une �epi
erie pendant une

p�eriode d'une semaine, ou bien en
ore le nombre de t�el�evisions vendues par un magasin sur une semaine.

Par 
ontre, la loi de Poisson ne s'applique pas au nombre de patients venant 
onsulter un m�ede
in

g�en�eraliste. En e�et, les arriv�ees des patients ne sont pas al�eatoires puisqu'elles sont plani��ees ave
 le


arnet de rendez-vous du do
teur. De même, l'arriv�ee d'avions sur un a�eroport ne peut être mod�elis�ee par

une loi de Poisson 
ar tous les avions sont plani��es pour arriver �a 
ertaines heures : la tour de 
ontrôle


onnâ�t le nombre d'arriv�ees pour 
haque p�eriode. �

D�e�nition 32 : D'apr�es la loi de Poisson, la probabilit�e d'avoir x o

urren
es dans l'intervalle est :

Prob(x) =

�

x

e

��

x!

;

o�u � est le nombre moyen d'o

urren
es dans l'intervalle.

Exemple 34 : Retournons dans la laverie automatique. La ma
hine �a laver tombe en panne en moyenne trois

fois par mois. Utilisons la loi de Poisson pour d�eterminer la probabilit�e qu'elle va être en panne exa
tement

deux fois le mois pro
hain. � = le nombre moyen de pannes par mois = 3. Par 
ons�equent,

Prob(x = 2) =

�

x

e

��

x!

=

3

2

e

�3

2!

� 0; 224:
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Il y a don
 �a peu pr�es 22 
han
es sur 100 pour que la ma
hine tombe en panne exa
tement deux fois le

mois pro
hain. Cal
ulons maintenant la probabilit�e qu'elle tombe en panne au plus une fois.

Prob(x = 0 ou 1) = Prob(x = 0) + Prob(x = 1) =

3

0

e

�3

0!

+

3

1

e

�3

1!

� 0; 1992:

�

Exemple 35 : Dans un hôpital, environ 30 personnes se pr�esentent en moyenne au servi
e des urgen
es le

vendredi soir entre 19h et 20h. Bien �evidemment, la loi suivie par la variable X =<nombre de personnes

se pr�esentant entre 19h et 20h> est une loi de Poisson. Par 
ons�equent, si l'on veut 
onnâ�tre la probabilit�e

qu'un vendredi donn�e, exa
tement 15 personnes se pr�esentent au servi
e des urgen
es, il suÆt de 
al
uler

la valeur de l'expression suivante :

Prob(X = 15) =

�

x

e

��

x!

=

30

15

e

�30

15!

:

De même, la probabilit�e que le nombre de personnes se pr�esentant aux urgen
es soit 
ompris entre 10 et

20 est �egal �a :

Prob(10 � X � 20) =

20

X

i=10

30

i

e

�30

i!

:

�

Th�eor�eme 7 : Soit X une variable al�eatoire suivant une loi de Poisson. Alors, la moyenne de X est � = �,

et sa varian
e est �

2

= �.

6.3 La loi normale

Bien entendu, les variables al�eatoires dis
r�etes ne sont pas les seules �a avoir des 
lasses de distributions de

probabilit�es importantes, les variables 
ontinues en ont aussi. Certainement 
elle qui est la plus 
onnue et la

plus utilis�ee est la loi normale.

D�e�nition 33 : Une variable al�eatoire 
ontinue X ob�eit �a une loi normale de param�etres � et �

2

, 
e que

l'on note X � N(�;�

2

), si sa distribution de probabilit�e est donn�ee par la 
ourbe d�elimit�ee par la fon
tion de

densit�e :

f(x) =

1

�

p

2�

e

�

1

2

(

x��

�

)

2

pour tout x 2 R:

En fait, 
ette d�e�nition n'est pratiquement jamais utilis�ee 
ar nous allons voir que la loi normale a des

propri�et�es tout �a fait int�eressantes qui nous permettront de la 
al
uler �a partir de tables statistiques. Par


ontre, il est int�eressant de s'attarder un moment sur la repr�esentation graphique de la fon
tion de densit�e :

La distribution normale est en forme de 
lo
he, quels que soient � et �. Le 
entre de sym�etrie est � et 
'est en


e point que la 
ourbe atteint son maximum. Par 
ons�equent, la moyenne et la m�ediane d'une variable suivant

une loi normale sont �egales �a �. La fon
tion f(x) n'est jamais nulle, mais elle devient extrêmement petite lorsque

l'on s'�e
arte de plus de 3� de la moyenne. En e�et, un 
al
ul int�egral montre que :

intervalle aire sous la 
ourbe dans l'intervalle

[�� �; �+ �℄ 0,683

[�� 2�; �+ 2�℄ 0,954

[�� 3�; �+ 3�℄ 0,997

Nous avons d�ej�a vu que l'aire sous la 
ourbe pour un intervalle donn�e [a; b℄ nous donne la probabilit�e que X

prenne sa valeur dans l'intervalle [a; b℄. Par 
ons�equent, il y a 99,7% de 
han
es que X prenne sa valeur entre

� � 3� et � + 3�. Remarquons que 
'est bien plus que 
e que Bienaym�e-T
h�ebi
he� pouvaient pr�edire : eux

pouvaient seulement dire que la probabilit�e de se situer entre � � 3� et � + 3� devait au moins être �egale �a

88,9%.
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f(x)

x

1

�

p

2�

�� 3� �� 2� ��� � �+ � �+ 2�

�+ 3�

Fig. 25 { Fon
tion de densit�e de la loi normale.

6.3.1 Loi normale 
entr�ee r�eduite

Comme nous l'avions fait pour la moyenne et la varian
e, voyons 
e qui se passe lorsqu'une variable al�eatoire

est une transform�ee aÆne d'une autre :

Th�eor�eme 8 : Soit X une variable al�eatoire ob�eissant �a une loi N(�;�

2

). Alors la variable Y = aX + b

ob�eit �a une loi N(a�+ b; a

2

�

2

).

Ce th�eor�eme signi�e que toute variable r�esultant d'une transformation aÆne d'une variable al�eatoire ob�eissant

�a une loi normale est aussi une variable al�eatoire ob�eissant �a une loi normale. Les param�etres de 
elle-
i se

d�eduisent des r�esultats que nous avions d�ej�a �etablis dans les se
tions pr�e
�edentes :

E(aX + b) = aE(X) + b et V (aX + b) = a

2

V (X):

L'importan
e de 
e th�eor�eme nous est donn�ee par le 
orollaire suivant, dans lequel la variable Z et �egale �a

aX + b, o�u a = 1=� et b = ��=�.

Corollaire 2 : Soit X une variable al�eatoire ob�eissant �a une loi N(�;�

2

). Alors Z =

X � �

�

suit la loi

N(0; 1). On dit alors que Z suit une loi normale 
entr�ee (�a 
ause de la moyenne en 0) r�eduite (�a 
ause du

�

2

�egal �a 1).

Ce 
orollaire nous permet de 
al
uler la probabilit�e pour qu'une variable X � N(�;�

2

) prenne sa valeur

dans un intervalle donn�e en ramenant 
ette probabilit�e �a une probabilit�e formul�ee sur une variable Z � N(0; 1).

D'une mani�ere g�en�erale, pour X � N(�;�

2

),

Prob(a � X � b) = Prob(a� � � X � � � b� �)

= Prob

�

a� �

�

�

X � �

�

�

b� �

�

�

= Prob

�

a� �

�

� Z �

b� �

�

�

:

On peut alors utiliser la table de la loi normale 
entr�ee r�eduite situ�ee �a la �n de 
ette se
tion pour 
al
uler 
ette

probabilit�e.

6.3.2 Utilisation de la table de la loi normale 
entr�ee r�eduite

Cette table nous donne l'aire de la 
ourbe normale 
entr�ee r�eduite �a droite d'un point Z

�

(
'est-�a-dire la

quantit�e Prob(Z � Z

�

)), o�u Z

�

est un nombre positif ou nul.

�

A partir de l�a on peut virtuellement 
al
uler

n'importe quelle probabilit�e, 
omme le montrent les exemples suivants.
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Exemple 36 : Soit Z � N(0; 1).

Cal
ulons Prob(Z � 2; 41). Cela 
orrespond �a l'aire gris�ee sur la �gure 
i-dessous :

2,410
D'apr�es la table page 80, �a l'interse
tion de la ligne 2.4 et de la 
olonne 0,01, on obtient Prob(Z � 2; 41) =

0; 0080.

Cal
ulons Prob(Z � 2; 30). On remarque que Prob(Z � 2; 30) = 1 � Prob(Z > 2; 30). Or, on peut lire

Prob(Z > 2; 30) dans la table. Cette probabilit�e vaut 0; 0107. Don
 Prob(Z � 2; 30) = 1 � 0; 0107 =

0; 9893. Cela 
orrespond �a l'aire gris�ee sur la �gure 
i-dessous :

2,30
Pour 
al
uler Prob(Z � �1; 23), il suÆt de 
onstater que Prob(Z � �1; 23) = Prob(Z � 1; 23) = 0; 1093.

Cela 
orrespond �a l'aire gris�ee 
i-dessous :

-1,23 0
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tion 6. Loi binômiale, loi de Poisson et loi normale 70

Pour 
al
uler Prob(Z � �2; 09), on 
onstate que Prob(Z � �2; 09) = Prob(Z � 2; 09) = 1� Prob(Z >

2; 09) = 1� 0; 0183 = 0; 9817.

-2,09 0
Pour 
al
uler Prob(�0; 70 � Z � �0; 50), on 
onstate que Prob(�0; 70 � Z � �0; 50) = Prob(Z �

�0; 50)� Prob(Z < �0; 70) = Prob(Z � 0; 50)� Prob(Z > 0; 70) = 0; 3085� 0; 2420 = 0; 0665.

0-0,7 -0,5
Pour 
al
uler Prob(�1; 18 � Z � 1; 02), on remarque que Prob(�1; 18 � Z � 1; 02) = 1 � Prob(Z <

�1; 18)� Prob(Z > 1; 02) = 1� Prob(Z > 1; 18)� Prob(Z > 1; 02) = 1� 0; 1190� 0; 1539 = 0; 7271.

0-1,18 1,02
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Pour 
al
uler Prob(0; 23 � Z � 1; 36), on remarque que Prob(0; 23 � Z � 1; 36) = Prob(Z � 0; 23) �

Prob(Z > 1; 36) = 0; 4090� 0; 0859 = 0; 3231.

0 0,23 1,36
�

�

A partir des 
al
uls de probabilit�e sur les variables ob�eissant aux lois normales 
entr�ees r�eduites, on peut


al
uler n'importe quelle probabilit�e de n'importe quelle variable ob�eissant �a une loi normale.

Exemple 37 : Soit X � N(�4; 4). Cal
ulons Prob(�4; 2 � X � 1; 6). Pour 
ela, utilisons le fait que Z =

X � (�4)

2

=

X + 4

2

� N(0; 1). Alors

Prob(�4; 2 � X � 1; 6) = Prob

�

�4; 2 + 4

2

�

X + 4

2

�

1; 6 + 4

2

�

= Prob(�0; 1 � Z � 2; 8)

= 1� Prob(Z < �0; 1)� Prob(Z > 2; 8)

= 1� Prob(Z > 0; 1)� Prob(Z > 2; 8)

= 1� 0; 4602� 0; 0026 = 0; 5372:

�

La table de la loi normale 
entr�ee r�eduite peut aussi nous permettre de 
al
uler les quantiles d'ordre �

de variables al�eatoires. Soit X � N(�;�

2

) une variable al�eatoire. Soit x

�

le quantile d'ordre �, 
'est-�a-dire le

nombre tel que Prob(X < x

�

) = 1 � �. Pour des raisons de 
ommodit�e, �etant donn�e le sens de la table de la

loi normale 
entr�ee r�eduite, nous nous r�ef�ererons au quantile d'ordre 1� � de X 
omme �etant le nombre x

�

tel

que Prob(X � x

�

) = �. Ainsi, le 94

�eme


entile de X sera le nombre x

0;06

tel que Prob(X � 0; 06) = 0; 06. Pour

d�eterminer un tel nombre, il s'agit de voir le lien entre 
e nombre et le quantile du même ordre de la variable


entr�ee r�eduite Z =

X � �

�

� N(0; 1). La variable X peut s'exprimer 
omme X = � + �Z. Un quantile �etant

une mesure de position, nous en d�eduisons la formule suivante :

quantile de X = �+ �(quantile de Z):

Autrement dit, x

�

= � + �z

�

. Don
, pour 
al
uler le quantile d'ordre � d'une variable X � N(�;�

2

), il suÆt

de 
al
uler la valeur du quantile pour la variable 
entr�ee r�eduite Z.

Exemple 38 : Soit X � N(10; 25). D�eterminons la valeur du deuxi�eme quintile de 
ette variable, 
'est-�a-dire

un nombre tel que la probabilit�e pour que la variable X soit inf�erieure �a 
e nombre est �egale �a 40%, et

la probabilit�e de lui être sup�erieure est de 60%.

Nous 
her
hons don
 x

0;60

. On sait que x

0;60

= 10 + 5z

0;60

. Reste maintenant �a 
al
uler z

0;60

. Par

sym�etrie de la loi N(0; 1), z

0;60

= �z

0;40

. Or nous observons dans la table de la loi normale 
entr�ee r�eduite

que Prob(Z � 0; 25) = 0; 4013 et Prob(Z � 0; 26) = 0; 3974. Nous en d�eduisons que z

0;60

est 
ompris

entre 0; 25 et 0; 26. Si on utilise une r�egle de 3 (interpolation lin�eaire), on obtient z

0;60

= 0; 253. Par


ons�equent, x

0;60

= 10� (5� 0; 253) = 8; 735.
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Il est assez l�egitime de faire une interpolation lin�eaire 
ar la fon
tion de densit�e �etant assez r�eguli�ere,

on peut l'approximer ave
 des segments de droite. C'est d'ailleurs 
e prin
ipe qu'utilisent les ordinateurs

pour tra
er des 
ourbes �a l'�e
ran. �

6.4 Distribution d'une somme de variables al�eatoires suivant une loi normale

Nous avions d�ej�a vu que lorsque l'on r�ealise une enquête statistique sur une population tr�es diss�emin�ee

g�eographiquement, il est pratique de s
inder 
elle-
i en petites sous-populations, de les �etudier (
al
uler leurs

moyennes, leurs �e
arts-type. . .) s�epar�ement, et de synth�etiser 
es �etudes a�n de 
on
lure l'enquête sur la popula-

tion globale. Con
r�etement, sur l'exemple du nombre de m�ede
ins pour 100000 habitants en Fran
e (exemple 6

page 17), on e�e
tue l'�etude r�egion par r�egion. On peut ainsi d�eterminer le nombre moyen de m�ede
ins pour


haque r�egion et, ensuite, on regroupe toutes 
es donn�ees pour obtenir le nombre moyen de m�ede
ins sur l'en-

semble de la Fran
e. Cela revient �a dire que sur 
haque r�egion on �etudie une variable al�eatoire X

i

, et que la

variable al�eatoire 
orrespondant �a l'ensemble de la Fran
e est Y =

P

i

X

i

(ou

P

i

a

i

X

i

+ b

i

). Le probl�eme que

nous allons nous poser dans 
ette sous-se
tion est don
 le suivant : <si j'ai I variables al�eatoires X

1

; : : : ; X

I

suivant des lois normales, que puis-je dire sur la variable Y = X

1

+X

2

+ � � �+X

I

?>

Tout d'abord, voyons 
e que l'on peut dire de l'esp�eran
e de Y :

Soient X

1

; : : : ; X

I

des variables al�eatoires, et soit Y la variable al�eatoire somme de 
es I variables, 
'est-�a-dire

Y = X

1

+X

2

+ � � �X

I

. Alors

E(Y ) = E(X

1

+X

2

+ � � �+X

I

) = E(X

1

) +E(X

2

) + � � �+E(X

I

):

En parti
ulier, 
ette propri�et�e est vraie lorsque les variables X

1

; : : : ; X

I

suivent une loi normale.

Cette propri�et�e s'�etend aussi �a la varian
e :

Soient X

1

; : : : ; X

I

des variables al�eatoires ind�ependantes, et soit Y la variable al�eatoire somme de 
es I va-

riables. Alors

V (Y ) = V (X

1

+X

2

+ � � �+X

I

) = V (X

1

) + V (X

2

) + � � �+ V (X

I

):

En parti
ulier, 
ette propri�et�e est vraie lorsque les variables X

1

; : : : ; X

I

suivent une loi normale.

Certes, les deux propri�et�es 
i-dessus fournissent des informations sur Y , mais pour les �etablir, on n'a pas

besoin que les variables X

1

; : : : ; X

I

suivent des lois normales. Voyons maintenant 
e que l'on peut pr�e
is�ement

d�eduire de l'information <les X

i

suivent une loi normale> :

Th�eor�eme 9 : Soient X

1

; : : : ; X

I

des variables al�eatoires ind�ependantes suivant des lois normales, et soit Y

la variable al�eatoire somme de 
es I variables. Alors Y suit aussi une loi normale.

Exemple 39 : Soient X

1

� N(0; 1), X

2

� N(10; 7) et X

3

� N(5; 20) trois variables ind�ependantes suivant des

lois normales, et soit Y = X

1

+X

2

+X

3

. Le th�eor�eme 9 nous dit que, dans 
e 
as, Y suit aussi une loi

normale, autrement dit, il existe � et � tels que Y � N(�;�

2

). Or, d'apr�es les deux propri�et�es au dessus

du th�eor�eme 9, nous savons que � = E(Y ) = E(X

1

) + E(X

2

) + � � �+ E(X

n

) = 0 + 10 + 5 = 15, et que

�

2

= V (Y ) = 1 + 7 + 20 = 28. Par 
ons�equent, Y � N(15; 28). �

Exemple 40 : Vous vous 
onne
tez par modem �a Jussieu �a partir de votre home sweet home, et vous ex�e
utez �a

distan
e un logi
iel sur une des ma
hines du bâtiment 41. Vous savez que le temps d'ex�e
ution du logi
iel

suit une loi normale N(2mn; 0; 25mn

2

) (on 
onsid�erera que le temps d'ex�e
ution n'est pas toujours le

même 
ar vous utilisez une ma
hine multi-tâ
hes). Le temps de transfert du r�esultat par modem suit, lui

aussi, une loi normale N(1mn; 0; 01mn

2

).

Vous vous posez alors la question m�etaphysique suivante : si Y d�esigne la variable repr�esentant le

temps au bout duquel vous obtenez le r�esultat de l'ex�e
ution sur votre ordinateur (
hez vous), quelle

pourrait bien être la loi suivie par Y ? Si l'on note X

1

la variable repr�esentant le temps d'ex�e
ution (en

lo
al) du logi
iel, et si X

2

est la variable al�eatoire repr�esentant le temps de transfert, alors on doit avoir

Y = X

1

+X

2

. En supposant que les temps de transfert ne sont pas li�es �a la ma
hine qui ex�e
ute votre

logi
iel, on obtient Y � N((2 + 1)mn; (0; 25 + 0; 01)mn

2

) = N(3mn; 0; 26mn

2

). �
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Exemple 41 : Un pilote de ligne assure r�eguli�erement le trajet Paris-Montpellier. Il s'est amus�e �a 
al
uler le

temps qu'il passe entre le moment o�u il part de 
hez lui (�a Paris, huit heures du matin) et le moment o�u

il arrive �a l'a�eroport de Montpellier. Voi
i le r�esultat de ses observations : le temps pass�e dans le RER

pour aller jusqu'�a Orly suit une loi normale N(35 min, 9 min

2

) ; le temps pour pr�eparer le vol/inspe
ter

l'appareil suit une loi N(1 heure, 16 min

2

) ; en�n, le temps de vol suit une loi N(1 heure 10 min, 25 min

2

).

Le pilote a d�e
id�e de donner rendez-vous �a l'a�eroport de Montpellier �a un de ses 
oll�egues. Il ne

voudrait pas le �xer trop tôt pour ne pas être en retard, ni le �xer trop tard 
ar 
ela l'obligerait �a

attendre. Pour l'aider �a 
hoisir l'heure du rendez-vous, 
al
ulons la probabilit�e que le pilote arrive :

1/ entre 10h31 et 10h52.

2/ apr�es 11h.

3/ avant 10h40.

Soient T1, T

2

, T

3

les variables <temps pass�e dans le RER>, <temps pour pr�eparer le vol> et <temps de

vol>. On sait que :

T

1

� N(35 min; 9 min

2

) T

2

� N(60 min; 16 min

2

) T

3

� N(70 min; 25 min

2

):

Par 
ons�equent, la variable X = <temps total pour arriver �a Montpellier> v�eri�e les relations suivantes :

X = T

1

+ T

2

+ T

3

X � N((35 + 60 + 70) min; (9 + 16 + 25) min

2

) = N(165 min; 50 min

2

):

Par la suite, tous les 
al
uls seront exprim�es en minutes et minutes

2

.

1/ Prob(10h30 � arriv�ee �a Montpellier � 10h52) = Prob(151 � X � 172)

= Prob

�

151� 165

p

50

�

X � 165

p

50

�

172� 165

p

50

�

= Prob

�

�1; 98 �

X � 165

p

50

� 0; 99

�

= 1� 0; 0239� 0; 1611 = 0; 8150:

2/ Prob(arriv�ee �a Montpellier � 11h) = Prob(X � 180)

= Prob

�

X � 165

p

50

�

180� 165

p

50

�

= Prob

�

X � 165

p

50

� 2; 12

�

= 0; 017:

3/ Prob(arriv�ee �a Montpellier � 10h40) = Prob(X � 160)

= Prob

�

X � 165

p

50

�

160� 165

p

50

�

= Prob

�

X � 165

p

50

� �0; 71

�

= Prob

�

X � 165

p

50

� 0; 71

�

= 0; 2389:

�

Remarquons que le th�eor�eme 9 poss�ede un homologue pour la loi binômiale : le th�eor�eme 6. Ces deux

th�eor�emes sont relativement int�eressants puisqu'ils permettent d'�etudier de grosses populations �a partir de

petites sous-populations. Ils posent toutefois un l�eger probl�eme : la population globale peut être r�epartie

g�eographiquement de mani�ere tr�es h�et�erog�ene (il y a par exemple fort �a parier que la r�egion Ile de Fran
e 
ompte

une sous-population plus importante que la Corse). Il n'est don
 pas for
�ement tr�es judi
ieux de repr�esenter la

population globale ave
 la variable Y =

P

i2I

X

i

: il parâ�t en e�et plus logique de pond�erer les X

i

en fon
tion

de la taille des sous-populations. Dans 
e 
as, Y =

P

i2I

a

i

X

i

. On montre que le th�eor�eme 9 peut alors s'�enon
er

sous la forme :

Th�eor�eme 10 : Soient X

1

; : : : ; X

I

des variables al�eatoires ind�ependantes suivant des lois normales, et soit

Y la variable al�eatoire d�e�nie par Y =

P

i2I

a

i

X

i

+ b

i

, o�u a

1

; : : : ; a

I

sont des nombres r�eels. Alors Y suit

aussi une loi normale.
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Ce th�eor�eme d�e
oule trivialement des th�eor�emes 9 et 8. En e�et, lorsque l'on multiplie une variable al�eatoire

X

i

� N(�;�

2

) par a

i

et qu'on lui rajoute b

i

, d'apr�es le th�eor�eme 8, la variable al�eatoire Y

i

= a

i

X

i

+b

i

r�esultante

suit la loi N(a

i

�+ b

i

; a

2

i

�

2

). On peut don
 appliquer le th�eor�eme 9 ave
 Y =

P

i2I

Y

i

.

Graphiquement, on voit bien sur la �gure 
i-dessous, que si l'on diminue le param�etre �, tout en 
onservant

� 
onstant, 
ela revient juste �a �etirer vers le haut le 
entre de la 
ourbe de densit�e, le 
entre de sym�etrie reste

toutefois au même endroit sur l'axe des x. Si, au 
ontraire, on modi�e �, tout en 
onservant � 
onstant, on ne

fait que d�epla
er horizontalement la 
ourbe de densit�e.

�

�

0

�

� = 5

� = 12

� = 8

Fig. 26 { Modi�
ation des param�etres � et �.

6.5 La loi normale 
omme limite d'autres lois

La loi normale est une loi tr�es importante en statistiques, non seulement par
e qu'elle s'applique dans

beau
oup de situations o�u les variables al�eatoires sont 
ontinues, mais aussi (et peut-être surtout) par
e qu'elle

est une limite vers laquelle tendent un 
ertain nombre d'autres lois, en parti
ulier des lois 
on
ernant des

variables dis
r�etes. Ainsi, le th�eor�eme 
i-dessous, l'un des th�eor�emes fondamentaux de la statistique, montre

que, si l'on a I variables X

1

; : : : ; X

I

, ind�ependantes et identiquement distribu�ees, et 
e quelle que soit la loi de

probabilit�e qu'elles suivent, alors si I est suÆsamment grand, la somme de 
es variables suit une loi normale.

Th�eor�eme 11 (Th�eor�eme 
entral limite) : Soient X

1

; : : : ; X

I

des variables al�eatoires ind�ependantes et

identiquement distribu�ees (même loi de probabilit�e, même esp�eran
e, même varian
e). Soit Y = X

1

+� � �+X

I

.

Alors, si I est suÆsamment grand (en prin
ipe I � 30) :

Y �E(Y )

p

V (Y )

� N(0; 1):

Exemple 42 : On r�ealise l'exp�erien
e qui 
onsiste �a lan
er 4 d�es �a 6 fa
es totalement ind�ependants. On note

X

i

le r�esultat du i

�eme

d�e. Les d�es ne sont pas pip�es, don
 
haque X

i

suit la distribution :

x

i

1 2 3 4 5 6

Prob(X

i

= x

i

)

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

On s'int�eresse aux distributions de probabilit�e suivies par les variables al�eatoires Y

i

=

P

j�i

X

i

. On a

bien entendu

Prob(Y

i

= y

i

) =

X

x

1

+���+x

i

=y

i

Prob(X

1

= x

1

; : : : ; X

i

= x

i

):

Et puisque les variables X

i

sont ind�ependantes,

Prob(Y

i

= y

i

) =

X

x

1

+���+x

i

=y

i

Prob(X

1

= x

1

)� � � � � Prob(X

i

= x

i

):
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Un simple 
al
ul 
ombinatoire nous donne alors les lois de probabilit�es suivantes :

y

1

1 2 3 4 5 6

Prob(Y

1

= y

i

)

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

y

2

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Prob(Y

2

= y

2

)

1

36

2

36

3

36

4

36

5

36

6

36

5

36

4

36

3

36

2

36

1

36

y

3

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Prob(Y

3

= y

3

)

1

216

3

216

6

216

10

216

15

216

21

216

25

216

27

216

27

216

25

216

21

216

15

216

10

216

6

216

3

216

1

216

y

4

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Prob(Y

4

= y

4

)

1

1296

5

1296

10

1296

20

1296

35

1296

56

1296

80

1296

104

1296

125

1296

140

1296

146

1296

y

4

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Prob(Y

4

= y

4

)

140

1296

125

1296

104

1296

80

1296

56

1296

35

1296

20

1296

10

1296

4

1296

1

1296

Si l'on repr�esente graphiquement 
es distributions de probabilit�e, on obtient alors les 4 �gures 
i-dessous :

1
6

1 2 3 4 5 6
y1

Fig. 27: Distribution de probabilit�e de Y

1

.

1
36

36
2

36
3

36
4

36
5

36
6

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
y2

Fig. 28: Distribution de probabilit�e de Y

2

.
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y34 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 153 16 17 18

Fig. 29: Distribution de probabilit�e de Y

3

.

124 5 6 7 8 9 10 11 13 14 1715 16 18 19 20 21 22 23 24 y4

Fig. 30: Distribution de probabilit�e de Y

4

.

On peut remarquer sur 
es �gures qu'e�e
tivement les 
ourbes ont tendan
e �a se rappro
her de plus en

plus de la 
ourbe en forme de 
lo
he de la loi normale. �

On peut interpr�eter le th�eor�eme 11 de la mani�ere suivante : quelle que soit la distribution de probabilit�e d'une

population, si l'on extrait de 
ette population un �e
hantillon suÆsamment grand, alors la somme Y (mais

aussi la moyenne Y=I) de 
et �e
hantillon suit approximativement une loi normale.
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Exemple 43 : Le loyer moyen pay�e par l'ensemble des lo
ataires �a Paris est de 4500F/mois, l'�e
art-type sur

l'ensemble des loy�es pay�es est de 700F. Toutefois, il y a beau
oup plus de loyers faibles (studios, 2/3

pi�e
es) que de loyers �elev�es, si bien que la 
ourbe de densit�e des loyers ressemble �a :

Une so
i�et�e d�esire louer 35 appartements pour ses employ�es dans Paris. Elle aimerait 
onnâ�tre la

distribution du 
oût entrâ�n�e par 
es lo
ations.

On s�ele
tionne don
 un �e
hantillon de 35 appartements. D'apr�es le th�eor�eme 11, si Y repr�esente le


oût re
her
h�e, Y suit une loi normale. L'esp�eran
e de Y 
orrespond �a 
e que vaut Y en moyenne,

don
, on peut l'approximer par 35 � 4500F/mois (
ar les loyers sont tous suppos�es ind�ependants).

De même, grâ
e �a l'ind�ependan
e entre les loyers, V (Y ) est �egal �a la somme des varian
es de 
ha-


un des loyers, 
e que l'on peut approximer par 35 � 700

2

(F/mois)

2

. On peut don
 en d�eduire que

Y � N(157500F/mois; 171540000(F/mois)

2

). La so
i�et�e peut alors 
al
uler la probabilit�e que son budget

de 130000F/mois ne soit pas d�epass�e. �

Le th�eor�eme 
entrale limite a pour 
ons�equen
e que, lorsque n est grand, la distribution d'une variable suivant

une loi binômiale Bin(n; p) tend vers une loi normale. On peut 
omprendre 
ette propri�et�e en se rappelant qu'une

variable suivant la loi Bin(n; p) est la somme des su

�es de n �epreuves de Bernoulli, 
ha
une de 
es �epreuves ayant

p 
han
es de su

�es. On peut don
 assimiler X � Bin(n; p) �a une somme de variables al�eatoires X

i

� Bin(1; p).

Dans 
e 
as, on peut appliquer le th�eor�eme 
entral limite, qui nous indique que X doit tendre vers une loi

normale.

Corollaire 3 : Soit X une variable al�eatoire suivant une loi Bin(n; p). Alors, lorsque n est suÆsamment

grand,

X �E(X)

p

V (X)

=

X � np

p

npq

� N(0; 1):

Par <n suÆsamment grand>, on entend n � 30, np � 5 et nq � 5. Lorsque les deux derni�eres 
ontraintes ne

sont pas respe
t�ees, il faut que n soit bien sup�erieur �a 30.

6.6 Exer
i
es

Exer
i
e 1 Identi�ez lesquelles parmi les variables suivantes ob�eissent �a une loi binômiale. Le 
as �e
h�eant,

identi�ez les param�etres de la loi, la varian
e et l'esp�eran
e de 
es variables.

1/ Selon Statistique Canada, en 1976, la distribution de la langue maternelle �a Montr�eal s'�etablissait ainsi :

Fran�
aise : 65,3%, Anglaise : 21,7%, autres : 13%. On d�e�nit les variables al�eatoires suivantes pour un �e
hantillon

ave
 remise de 100 Montr�ealais :

X : nombre de personnes dans l'�e
hantillon dont la langue maternelle est le fran�
ais.

Y : nombre de personnes dans l'�e
hantillon dont la langue maternelle est l'anglais.

Z : nombre de personnes dans l'�e
hantillon dont la langue maternelle est le fran�
ais ou l'anglais.

2/ On 
hoisit au hasard et ave
 remise trois 
artes dans un jeu de 52 
artes.

X : nombre d'as dans l'�e
hantillon.

Y : nombre de rois dans l'�e
hantillon.

W : nombre de paires dans l'�e
hantillon.

Z : la di��eren
e entre le nombre d'as et le nombre de rois dans l'�e
hantillon.

Exer
i
e 2 Pour la livraison qu'il assure �a une usine, un fabri
ant aÆrme que seulement 2% des pi�e
es livr�ees

sont d�efe
tueuses. Pour une livraison de 500 pi�e
es, on d�e
ide de v�eri�er si les dires du fabri
ant sont exa
ts en
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pr�elevant un �e
hantillon ave
 remise de 25 pi�e
es. Soit X le nombre de pi�e
es d�efe
tueuses dans l'�e
hantillon.

1/ identi�ez la distribution de X .

2/ quelle est la probabilit�e pour qu'il y ait au moins une pi�e
e d�efe
tueuse ?

3/ quelles sont l'esp�eran
e et la varian
e de X .

Exer
i
e 3 En moyenne, deux 
omptes sont ouverts 
haque jour dans une su

ursale de la BNP. Quelle est

la probabilit�e pour qu'il y ait, un jour donn�e, exa
tement 6 ouvertures de 
omptes ; au plus 3 ouvertures de


omptes ; au moins 7 ouvertures de 
omptes ?

Exer
i
e 4 Une personne travaillant dans une 
ompagnie d'assuran
es vend en moyenne 1,2 poli
es d'assu-

ran
es par jour.

1/ En utilisant la loi de Poisson, trouver la probabilit�e que 
ette personne ne vende au
une assuran
e un jour

donn�e.

2/ Quelle est la moyenne et la varian
e de la variable <nombre de poli
es vendues par jour> ?

Exer
i
e 5 Soit X une variable al�eatoire suivant une loi normale de param�etres � = 8; 3 et �

2

= 0; 16. Cal
ulez :

1/ Prob(7; 5 < X � 9; 1).

2/ Prob(8; 4 < X < 8; 8).

3/ Prob(X < 7; 2).

4/ Prob(X � 8; 6).

Exer
i
e 6 On 
onstate que la loi N(80; 49) appro
he tr�es bien la distribution du poids en kg des individus

d'une population donn�ee. Cal
ulez

1/ la proportion d'individus dont le poids observ�e est de 82 kg.

2/ la proportion d'individus dont le poids est sup�erieur �a 90 kg.

3/ la proportion d'individus dont le poids est sup�erieur �a 70 kg, tout en �etant inf�erieur �a 90 kg.

Exer
i
e 7 Apr�es avoir pris 
onnaissan
e des notes (sur 100) obtenues par ses �etudiants �a un examen, un prof

d�e
ide d'ajouter �a la note de 
haque �etudiant 10% de sa note a
tuelle et 5 points. Sa
hant qu'initialement la

distribution des notes �etait appro
h�ee par une loi N(55; 100),

1/ quelle est la distribution des notes apr�es modi�
ation ?

2/ quel est le pour
entage d'�e
he
s initial, si la note de passage est �x�ee �a 60 ?

3/ quel est le pour
entage d'�e
he
s apr�es modi�
ation ?

Exer
i
e 8 Un �etudiant doit r�epondre �a un QCM 
omportant 100 questions. Il y a trois r�eponses possibles

par question, mais une seule est 
orre
te. L'�etudiant n'ayant pas pr�epar�e l'examen (honte sur lui !) d�e
ide de

r�epondre �a l'aide d'un d�e �a six fa
es. Si les fa
es 1 ou 2 tombent, il 
o
he la 
ase 1, si 
e sont les fa
es 3 ou 4, il


o
he la 
ase 2, et si 
e sont les fa
es 5 ou 6, il 
o
he la 
ase 3.

1/ Quelle est la probabilit�e qu'une question donn�ee soit 
orre
tement remplie ?

2/ Quelle est la loi de probabilit�e suivie par la variable <nombre de r�eponses 
orre
tes> ?

3/ Une r�eponse 
orre
te vaut 1 point et une r�eponse in
orre
te en vaut 0. Quelle est la probabilit�e que l'�etudiant

ait la moyenne �a son examen ?

Exer
i
e 9 Le bureau de la statistique du Canada a re
ens�e le nombre de voyages (d�epla
ements de plus de

75KM) e�e
tu�es par les qu�eb�e
ois durant l'�et�e 1978. Approximativement, les r�esultats obtenus sont les suivants :

Voyages E�e
tif

0 2700000

1 1600000

2 700000

3 400000

4 200000

5 �a 9 500000

plus de 10 200000
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On pr�el�eve un �e
hantillon de la population de taille 1000, et on 
onsid�ere la variable X repr�esentant le

nombre de personnes dans l'�e
hantillon n'ayant e�e
tu�e au
un voyage.

1/ Quelle est la probabilit�e que X soit situ�e entre 250 et 500?

2/ Quelle est la probabilit�e que X soit inf�erieur �a 400 ?
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6.7 Table de la loi normale 
entr�ee r�eduite

0

valeurs dans le tableau


i-dessous : les �

tels que Prob(Z > z

�

) = �

�

z

�

z

�

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,5000 0,4960 0,4920 0,4880 0,4840 0,4801 0,4761 0,4721 0,4681 0,4641

0,1 0,4602 0,4562 0,4522 0,4483 0,4443 0,4404 0,4364 0,4325 0,4286 0,4247

0,2 0,4207 0,4168 0,4129 0,4090 0,4052 0,4013 0,3974 0,3936 0,3897 0,3859

0,3 0,3821 0,3783 0,3745 0,3707 0,3669 0,3632 0,3594 0,3557 0,3520 0,3483

0,4 0,3446 0,3409 0,3372 0,3336 0,3300 0,3264 0,3228 0,3192 0,3156 0,3121

0,5 0,3085 0,3050 0,3015 0,2981 0,2946 0,2912 0,2877 0,2843 0,2810 0,2776

0,6 0,2743 0,2709 0,2676 0,2643 0,2611 0,2578 0,2546 0,2514 0,2483 0,2451

0,7 0,2420 0,2389 0,2358 0,2327 0,2297 0,2266 0,2236 0,2206 0,2177 0,2148

0,8 0,2119 0,2090 0,2061 0,2033 0,2005 0,1977 0,1949 0,1922 0,1894 0,1867

0,9 0,1841 0,1814 0,1788 0,1762 0,1736 0,1711 0,1685 0,1660 0,1635 0,1611

1,0 0,1587 0,1562 0,1539 0,1515 0,1492 0,1469 0,1446 0,1423 0,1401 0,1379

1,1 0,1357 0,1335 0,1314 0,1292 0,1271 0,1251 0,1230 0,1210 0,1190 0,1170

1,2 0,1151 0,1131 0,1112 0,1093 0,1075 0,1056 0,1038 0,1020 0,1003 0,0985

1,3 0,0968 0,0951 0,0934 0,0918 0,0901 0,0885 0,0859 0,0853 0,0838 0,0823

1,4 0,0808 0,0793 0,0778 0,0764 0,0749 0,0735 0,0722 0,0708 0,0694 0,0681

1,5 0,0668 0,0655 0,0643 0,0630 0,0618 0,0606 0,0594 0,0582 0,0571 0,0559

1,6 0,0548 0,0537 0,0526 0,0516 0,0505 0,0495 0,0485 0,0475 0,0466 0,0455

1,7 0,0446 0,0436 0,0427 0,0418 0,0409 0,0401 0,0392 0,0384 0,0375 0,0367

1,8 0,0359 0,0352 0,0344 0,0336 0,0329 0,0322 0,0314 0,0307 0,0301 0,0294

1,9 0,0287 0,0281 0,0274 0,0268 0,0262 0,0256 0,0250 0,0244 0,0239 0,0233

2,0 0,0228 0,0222 0,0217 0,0212 0,0207 0,0202 0,0197 0,0192 0,0188 0,0183

2,1 0,0179 0,0174 0,0170 0,0166 0,0162 0,0158 0,0154 0,0150 0,0146 0,0143

2,2 0,0139 0,0136 0,0132 0,0129 0,0126 0,0122 0,0119 0,0116 0,0113 0,0110

2,3 0,0107 0,0104 0,0102 0,0099 0,0096 0,0094 0,0091 0,0089 0,0087 0,0084

2,4 0,0082 0,0080 0,0078 0,0075 0,0073 0,0071 0,0069 0,0068 0,0066 0,0063

2,5 0,0062 0,0060 0,0059 0,0057 0,0055 0,0054 0,0052 0,0051 0,0049 0,0047

2,6 0,0047 0,0045 0,0044 0,0043 0,0042 0,0041 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036

2,7 0,0035 0,0034 0,0033 0,0032 0,0031 0,0030 0,0029 0,0028 0,0027 0,0026

2,8 0,0026 0,0025 0,0024 0,0023 0,0023 0,0022 0,0021 0,0021 0,0020 0,0019

2,9 0,0019 0,0018 0,0018 0,0017 0,0016 0,0016 0,0015 0,0015 0,0014 0,0014

3,0 0,0014 0,0013 0,0013 0,0012 0,0012 0,0011 0,0011 0,0011 0,0010 0,0010

3,1 0,0010 0,0009 0,0009 0,0009 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008 0,0007 0,0007

3,2 0,0007 0,0007 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0005 0,0005 0,0005

3,3 0,0005 0,0005 0,0005 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0003

3,4 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0002

3,5 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002

3,6 0,0002 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001

3,7 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
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7 Estimation d'une population �a partir d'�e
hantillons

Jusqu'�a maintenant, on est toujours parti d'une population dont on 
onnaissait les 
ara
t�eristiques, et on

d�eterminait 
e que l'on pouvait dire d'un �e
hantillon donn�e. Ces te
hniques sont int�eressantes dans le 
ontrôle

de qualit�e, o�u l'on estime 
onnâ�tre le nombre moyen de pi�e
es d�efe
tueuses fabriqu�ees par les ma
hines d'une

usine. En s�ele
tionnant de petits �e
hantillons au hasard, on peut 
ontrôler que le nombre de pi�e
es d�efe
tueuses


orrespond bien �a 
e que le 
al
ul th�eorique (�a partir de la population globale) pr�evoyait. S'il n'y a pas 
orres-

pondan
e, 
ela signi�e probablement qu'une des ma
hines a besoin d'une r�evision.

Cependant, dans beau
oup d'�etudes statistiques, on ne 
onnâ�t pas la population et 
e sont pr�e
is�ement

ses 
ara
t�eristiques que l'on veut d�eterminer en pr�elevant des �e
hantillons. C'est le 
as par exemple lorsqu'on

r�ealise des sondages : on 
her
he 
e que les fran�
ais vont voter aux pro
haines �ele
tions pr�esidentielles. Il est bien

�evident que l'on ne 
onnâ�t pas les intentions de vote de l'ensemble de la population. Des sondages d'opinion

vont permettre de 
onstituer des �e
hantillons repr�esentatifs et, �a partir de 
eux-
i, on va essayer de re
onstituer


e que pense l'ensemble de la population. Le but de la se
tion 7 est de fournir les outils statistiques ad�equats

pour r�ealiser 
ela.

Il 
onvient maintenant de s'interroger sur 
e que d�esignent les <
ara
t�eristiques de la population>. En fait,

il n'y a pas beau
oup d'innovations �a 
e niveau : 
e que l'on essaye d'estimer habituellement sont la moyenne �

d'une variable al�eatoire dans la population, sa varian
e, et, �eventuellement, sa proportion de su

�es p.

7.1 Moyenne estim�ee �a partir d'�e
hantillons

Les r�esultats que nous allons voir 
i-apr�es ne sont valables que pour des �e
hantillons pr�elev�es ave
 remise.

En e�et, le fait de remettre apr�es tirage les individus dans l'urne qui nous sert �a 
onstituer l'�e
hantillon permet

d'utiliser des propri�et�es math�ematiques int�eressantes (en parti
ulier, la probabilit�e de tirer un individu au

i

�eme

tirage ne d�epend pas des tirages pr�e
�edents), qui vont nous permettent d'�etablir le lien entre �e
hantillon et

population globale. Ce lien n'est plus v�eri��e lorsque les �e
hantillons sont 
onstitu�es sans remise. Toutefois, nous

avons vu que quand la taille de l'�e
hantillon est tr�es petite par rapport �a 
elle de la population

6

, il y a tr�es peu

de di��eren
e entre la distribution de probabilit�e obtenue �a partir d'un �e
hantillon ave
 remise et 
elle obtenue

�a partir d'un �e
hantillon sans remise. En pratique, on r�ealise �a peu pr�es toujours des �e
hantillons sans remise,

mais ave
 des tailles tr�es inf�erieures �a la taille de la population.

Dans la suite, nous appellerons � et �

2

la moyenne et la varian
e d'une variable al�eatoireX sur l'ensemble de

la population. Lorsque l'on tire les n individus de l'�e
hantillon, on observe n valeurs de X : x

1

; : : : ; x

n

. Comme

l'�e
hantillon est s�ele
tionn�e ave
 remise, on peut 
onsid�erer que 
haque x

i

est la valeur prise par une variable

X

i

de même distribution que X , et que tous les X

i

sont ind�ependants. Si l'on note X la variable al�eatoire


orrespondant �a la moyenne de l'�e
hantillon, on obtient :

X =

X

1

+X

2

+ � � �+X

n

n

:

Dans 
e 
as, il est fa
ile de d�eterminer l'esp�eran
e de X :

E(X) =

1

n

E(X

1

+X

2

+ � � �+X

n

):

Or, toutes les variables X

i

sont ind�ependantes. Don
 :

E(X) =

1

n

(E(X

1

) +E(X

2

) + � � �+E(X

n

)) ;

=

1

n

(�+ �+ � � �+ �) = �:

6

On 
onsid�ere g�en�eralement que si un �e
hantillon sans remise a une taille inf�erieure �a 1/20

�eme

de la taille de la population, on

peut l'assimiler �a un �e
hantillon ave
 remise.
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De mani�ere analogue, la varian
e de X est d�etermin�ee par :

V (X) = V

�

X

1

+X

2

+ � � �+X

n

n

�

;

=

1

n

2

V (X

1

+X

2

+ � � �+X

n

);

=

1

n

2

(V (X

1

) + V (X

2

) + � � �+ V (X

n

)) ;

=

1

n

2

(�

2

+ �

2

+ � � �+ �

2

) =

�

2

n

:

D'o�u le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 12 : Soit X une variable d'esp�eran
e � et de varian
e �

2

. Soit X la variable al�eatoire <moyenne

d'un �e
hantillon de taille n pr�elev�e ave
 remise sur X>. Alors :

E(X) = � V (X) =

�

2

n

:

Le th�eor�eme 
i-dessus est valide quelle que soit la distribution de X . Nous avons vu dans la se
tion pr�e
�edente

que la loi normale �etait une loi tr�es importante en statistiques. Voyons don
 
e que l'on peut d�eduire sur X

lorsque X suit 
ette loi :

Th�eor�eme 13 : Soit X une variable al�eatoire suivant une loi normale N(�;�

2

). Soit X la variable al�eatoire

<moyenne d'un �e
hantillon de taille n pr�elev�e ave
 remise sur X>. Alors X � N(�;

�

2

n

).

D�emonstration : On peut 
onsid�erer que

X =

X

1

+X

2

+ � � �+X

n

n

:

Or, les variables X

i

sont ind�ependantes (
ar l'�e
hantillonnage est r�ealis�e ave
 remise) et elles suivent une loi

normale. Don
, d'apr�es le th�eor�eme 9, page 72, X suit une loi normale. De plus, d'apr�es le th�eor�eme 12, ses

param�etres ne peuvent être que � et

�

2

n

. �

Exemple 44 :

�

A l'issue d'un 
on
ours pour rentrer aux ENSI (un groupement d'�e
oles d'ing�enieurs), les notes

des 
opies suivent une loi normale N(11; 4; 36). Les 
orre
teurs ont eu 
ha
un la lourde 
harge de 
orriger

100 
opies. On se demande quelle est la probabilit�e pour qu'un 
orre
teur donn�e ait eu une moyenne sur

l'ensemble de ses 
opies inf�erieure �a 10, ou 
omprise entre 11,5 et 12,5.

On peut 
onsid�erer les 100 
opies 
omme un �e
hantillon de taille 100 pr�elev�e sur l'ensemble des


opies du 
on
ours. D'apr�es le th�eor�eme pr�e
�edent, la moyenne X sur 
es 100 
opies suit une loi normale

N(11; 4;

36

100

). Par 
ons�equent,

Prob(X � 10) = Prob

0

�

X � 11; 4

q

36

100

�

10� 11; 4

q

36

100

1

A

= 0; 0099:

La probabilit�e est tr�es faible 
ar ave
 100 
opies, on peut être �a peu pr�es 
ertain d'obtenir un X tr�es

pro
he de �.

Prob(11; 5 � X � 12; 5) = Prob

0

�

11; 5� 11; 4

q

36

100

�

X � 11; 4

q

36

100

�

12; 5� 11; 4

q

36

100

1

A

� 0; 4325� 0; 0336 = 0; 3989:

�

Lorsque la variable X ne suit pas une loi normale, on peut utiliser le th�eor�eme 
entral limite pour d�eduire

la loi suivie par X :
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Th�eor�eme 14 : Soit X une variable al�eatoire dont l'esp�eran
e et la varian
e sont respe
tivement � et �

2

.

Soit X la variable al�eatoire <moyenne d'un �e
hantillon de taille n, o�u n est suÆsamment grand (n � 30 si

la distribution de X n'est pas trop dissym�etrique, n � 50 sinon), sur X>. Alors,

X �E(X)

q

V (X)

=

X � �

�

p

n

� N(0; 1):

Exemple 45 : Reprenons l'exemple des 
opies des ENSI. Les 
orre
teurs sont assez s�ev�eres, ils mettent don


plus de notes basses que de notes �elev�ees. De plus, les tr�es mauvaises 
opies les �enervent et ils ont tendan
e

�a les sous-noter. Globalement, la 
ourbe de densit�e des notes a l'aspe
t suivant :

0 20
On ne peut pas vraiment dire que 
ette 
ourbe ressemble �a la 
ourbe d'une loi normale. On ne

peut don
 appliquer le th�eor�eme 13. Par 
ontre, on peut appliquer le th�eor�eme 
i-dessus 
ar la taille de

l'�e
hantillon est suÆsamment grande. On peut don
 tout de même dire que

X � 11; 4

6

10

� N(0; 1):

R�e
iproquement, si l'on observe que l'�e
hantillon des 100 
opies suit la loi 
i-dessus, on peut aÆrmer

que la moyenne de l'ensemble des 
opies de la population est 11,4. �

7.2 Proportion de su

�es

Consid�erons une �etude statistique dans laquelle on d�esire identi�er la distribution de la variable P <pro-

portion de su

�es dans un �e
hantillon (ave
 remise) de taille n>. On note p la proportion de su

�es dans la

population. Comme dans la sous-se
tion pr�e
�edente, on peut 
ondis�erer que P est la moyenne des variables

al�eatoires P

i

re
�etant les su

�es pour 
haque individu. Dans 
e 
as, puisque l'�e
hantillon est s�ele
tionn�e ave


remise, les P

i

sont ind�ependants et suivent tous une loi binômiale Bin(1; p). Lorsque n est suÆsamment grand,

et p n'est ni trop petit, ni trop grand (np � 5 et nq � 5), alors on peut appliquer le th�eor�eme 
entral limite,

qui nous dit que :

P �E(P )

q

V (P )

� N(0; 1):

Or, si les P

i

suivent une loi Bin(1; p), P doit suivre la loi

1

n

Bin(n; p). Par 
ons�equent, E(P ) =

np

n

et

V (P ) =

npq

n

2

=

pq

n

. Don
 le th�eor�eme suivant est valide :

Th�eor�eme 15 : Soit P la proportion de su

�es dans un �e
hantillon (ave
 remise) de taille n suÆsamment

grande. Soit p la proportion de su

�es de la population totale. Alors :

P �E(P )

q

V (P )

=

P � p

q

pq

n

� N(0; 1):

Exemple 46 : D'apr�es un sondage, 18% des personnes a
tives pensent que leur 
arri�ere professionnelle est

enri
hissante �a la fois d'un point de vue personnel et d'un point de vue �nan
ier. Supposons que 
e
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r�esultat soit v�eri��e pour l'ensemble de la population. On s�ele
tionne un �e
hantillon de 100 personnes.

Est-on en droit d'aÆrmer que dans 
et �e
hantillon, entre 20 et 40 personnes partagent 
e point de vue ?

Soit P la proportion dans l'�e
hantillon des personnes qui partagent 
e point de vue. p = 0; 18, q =

1� 0; 18 = 0; 82 et n = 100. On peut appliquer le th�eor�eme 
i-dessus 
ar on a bien n � 30, np = 5; 4 � 5

et nq = 24; 6 � 5. Don


P � 0; 18

0; 03842

� N(0; 1):

Prob(0; 2 � P � 0; 4) = Prob

�

0;2�0;18

0;03842

�

P�0;18

0;03842

�

0;4�0;18

0;03842

�

= Prob

�

0; 52 �

P�0;18

0;03842

� 5; 723

�

� 0; 3015:

L'aÆrmation parâ�t don
 pour le moins douteuse. �

7.3 Estimation de � et de p �a partir d'un �e
hantillon

D'apr�es 
e qui pr�e
�ede, on se doute bien que si l'on s�ele
tionne un �e
hantillon de taille n suÆsamment grand,

la moyenne X obtenue sur l'�e
hantillon va se rappro
her de 
elle de la population. L'intuition nous sugg�ere don


d'estimer � par la moyenne de X. Cette intuition peut heureusement se justi�er th�eoriquement. En fait, 
ette

propri�et�e est vraie par
e que X est un estimateur non biais�e , 
'est-�a-dire que l'esp�eran
e de X est r�eellement

�egale �a �. C'est 
e 
rit�ere qui est utilis�e pour d�eterminer un <bon> estimateur :

Un estimateur non biais�e est un estimateur dont l'esp�eran
e tend vers le param�etre que l'on essaye d'estimer.

Il serait fort gênant d'utiliser des estimateurs biais�es. En e�et, 
ela signi�erait qu'en moyenne les estimations

obtenues �a partir des �e
hantillons sur-�evalueraient ou sous-�evalueraient le param�etre (� ou p) �a estimer.

Nous avions vu que l'esp�eran
e et la varian
e de X sont respe
tivement �egales �a � et

�

2

n

. Cela signi�e que

lorsque n augmente, la varian
e de l'�e
hantillon diminue. Or, 
elle-
i repr�esente l'�etalement des valeurs de X

autour de sa moyenne. On voit don
 que plus n est grand, plus les valeurs de X se 
on
entrent autour de la

moyenne, qui, par bonheur, est le param�etre �a estimer. On dit alors que X est un estimateur 
onvergent .

De mani�ere analogue, P est un bon estimateur de la proportion p de su

�es de la population. La variable

P est, elle aussi, sans biais 
ar E(P ) = p. De plus, P a le bon goût d'être un estimateur 
onvergent puisque

V (P ) =

pq

n

diminue lorsque n grandit.

Exemple 47 : Dans une ville de 50000 habitants, un m�ede
in a signal�e 3 
as d'une maladie qui peut s'av�erer


ontagieuse dans 
ertaines 
onditions. Le maire se demande s'il doit ou non lan
er une grande 
ampagne

de d�epistage, un test de d�epistage 
oûtant relativement 
her. Pour 
ela, il demande �a son statisti
ien

de servi
e de l'aider �a prendre sa d�e
ision. Celui-
i demande �a 100 personnes de passer le test. Sur 
es

100 personnes, 2 se r�ev�elent être positifs au test. Don
 on peut estimer que p est �a peu pr�es �egal �a

2

100

,

et que seulement 2% des 50000 habitants, soit 1000 personnes, seront positives au test. �

D'une mani�ere g�en�erale, en statistiques, on essaye toujours de se ramener �a des estimateurs non biais�es. Si

l'estimateur trouv�e est biais�e, il faut alors absolument quanti�er le biais, et proposer un nouvel estimateur qui


orrige 
e biais. C'est le 
as pr�e
is�ement lorsqu'on essaye d'estimer �

2

. Prenons un exemple simple :

Exemple 48 : On 
onsid�ere une population de 4 nombres 1,2,3 et 4. La moyenne de 
ette population est don


� =

1 + 2 + 3 + 4

4

=

5

2

:

De même, la varian
e �

2

est �egale �a

�

2

=

�

1�

5

2

�

2

+

�

2�

5

2

�

2

+

�

3�

5

2

�

2

+

�

4�

5

2

�

2

4

=

5

4

:

On s�ele
tionne ave
 remise des �e
hantillons de taille 2 dans 
ette population. On a not�e dans le tableau


i-dessous les �e
hantillons ainsi que leur esp�eran
e et leur varian
e :
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�e
hantillon esp�eran
e varian
e

1 1 E(X) = 1 V (X) = 0

1 2 E(X) =

3

2

V (X) =

1

4

1 3 E(X) = 2 V (X) = 1

1 4 E(X) =

5

2

V (X) =

9

4

2 1 E(X) =

3

2

V (X) =

1

4

2 2 E(X) = 2 V (X) = 0

2 3 E(X) =

5

2

V (X) =

1

4

2 4 E(X) = 3 V (X) = 1

3 1 E(X) = 2 V (X) = 1

3 2 E(X) =

5

2

V (X) =

1

4

3 3 E(X) = 3 V (X) = 0

3 4 E(X) =

7

2

V (X) =

1

4

4 1 E(X) =

5

2

V (X) =

9

4

4 2 E(X) = 3 V (X) = 1

4 3 E(X) =

7

2

V (X) =

1

4

4 4 E(X) = 4 V (X) = 0

Il est fa
ile de v�eri�er que la moyenne sur l'ensemble des �e
hantillons est bien �egale �a �. Cal
ulons

maintenant la moyenne des varian
es :

1

16

�

0 +

1

4

+ 1 +

9

4

+

1

4

+ 0 +

1

4

+ 1 + 1 +

1

4

+ 0 +

1

4

+

9

4

+ 1 +

1

4

+ 0

�

=

10

16

=

5

8

:

Con
lusion : l'esp�eran
e des varian
es des �e
hantillons ne 
orrespond pas �a la varian
e de la population.

La varian
e d'un �e
hantillon n'est don
 pas un bon estimateur de la varian
e de la population. �

L'exemple pr�e
�edent peut se 
omprendre de la mani�ere suivante : on avait vu dans les se
tions pr�e
�edentes

la formule suivante :

V (X

1

+ � � �+X

n

) = V (X

1

) + � � �+ V (X

n

):

Et 
'est en fait 
ette formule que l'on aurait aim�e appliquer pour dire que la varian
e de l'�e
hantillon permettait

d'estimer la varian
e de la population. Malheureusement, 
ette formule ne s'applique que lorsque les X

i

sont

ind�ependants. Or, ils ne le sont plus lorsque l'on examine tous les �e
hantillons possibles : le dernier �e
hantillon

est d�etermin�e lorsqu'on a examin�e tous les autres. Cela sugg�ere de n'examiner que le nombre d'�e
hantillons

possibles moins 1. Math�ematiquement, 
ela revient �a formuler le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 16 : Soit X une variable al�eatoire d�e�nie sur une 
ertaine population. Appelons �

2

la varian
e

de X sur 
ette population. On s�ele
tionne (ave
 remise) un �e
hantillon de taille n. Soient X

1

; : : : ; X

n

les

valeurs de X 
orrespondant �a 
ha
un des individus de l'�e
hantillon, et soit X la moyenne de 
es valeurs.

Alors :

E

 

n

n� 1

n

X

i=1

(X

i

�X)

2

n

!

= �

2

:

Autrement dit,

n

n�1

fois la varian
e de X sur l'�e
hantillon, que l'on appelle la varian
e 
orrig�ee, est un <bon>

estimateur de la varian
e de X sur l'ensemble de la population.

7.4 Exer
i
es

Exer
i
e 1 On estime que, dans une 
ertaine population, 20% des individus de 19 ans et plus sont 
�elibataires.

On pr�el�eve dans 
ette population un �e
hantillon ave
 remise de 250 personnes.

1/ Donnez la loi approximative de P , la proportion de 
�elibataires dans l'�e
hantillon.

2/ Cal
ulez Prob(P � 0; 21).

3/ Cal
ulez Prob(0; 18 � P � 0; 22).
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Exer
i
e 2 200 personnes ont parti
ip�e �a un tournoi d'�e
he
s. On a demand�e leur âge �a 15 d'entre elles. Voi
i


e que l'on a obtenu :

22 35 20 18 17

19 43 37 21 23

32 27 29 25 19

Estimer la moyenne d'âge de l'ensemble du tournoi et l'�e
art-type de l'âge des parti
ipants.

Exer
i
e 3 Dans une usine qui fabrique des pi�e
es automobiles, on sait par exp�erien
e qu'environ 3% des

pi�e
es sont d�efe
tueuses. Dans un lot de 50000 pi�e
es, on s�ele
tionne un �e
hantillon de 100 pi�e
es et on en

trouve 10 d�efe
tueuses. Est-
e alarmant ?

Exer
i
e 4 Dans la r�egion de Carbost Village (

�

E
osse), la distillerie Talisker s'est appropri�ee dans le pass�e 30%

du mar
h�e des whiskies. Elle veut savoir quelle est sa part de mar
h�e �a la date d'aujourd'hui. Pour 
ela, elle fait

r�ealiser une enquête statistique dans laquelle on a demand�e �a 1000 
onsommateurs de whisky s'ils ont a
het�e du

Talisker ou un autre whisky. Il apparâ�t que 290 
onsommateurs ont a
het�e du Talisker. Qu'en 
on
luez-vous ?
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8 Les intervalles de 
on�an
e et la loi de Student

Nous avons vu dans la se
tion pr�e
�edente 
omment l'on pouvait estimer les 
ara
t�eristiques d'une population

(�, � et p) �a partir d'�e
hantillons. Il est bien �evident que plus la taille de l'�e
hantillon est grande, plus 
ette

estimation est bonne. Cela sugg�ere que l'on devrait pouvoir quanti�er la <qualit�e> de nos estimations. C'est

le but de 
ette se
tion. Pour 
ela, 
ontrairement �a la se
tion pr�e
�edente dans laquelle les param�etres �etaient

estim�es grâ
e �a une valeur unique : � = 3 (on parle alors d' estimation pon
tuelle ), nous allons i
i estimer

les param�etres grâ
e �a des intervalles : <95% des �e
hantillons pr�edisent que � 2 [2; 4; 3; 6℄>. C'est 
e que l'on

appelle des intervalles de 
on�an
e .

Commen�
ons par ne 
onsid�erer que des �e
hantillons de taille n pr�elev�es ave
 remise sur une variable X �

N(�;�

2

).

8.1 Lorsque X suit une loi normale

D'apr�es la se
tion pr�e
�edente, nous savons que X � N(�;

�

2

n

). Don
, si l'on examinait tous les �e
hantillons

possibles de taille n, on obtiendrait la distribution suivante :

��

3�

p

n

��

2�

p

n

��

�

p

n

�

X

�+

2�

p

n

�+

3�

p

n

�+

�

p

n

Bien que � soit l'esp�eran
e de X , en pratique, il y a tr�es peu de 
han
es pour que la moyenne d'un �e
hantillon

tir�e au hasard soit exa
tement �. Voil�a pourquoi, on pr�ef�ere en statistiques estimer � grâ
e �a un intervalle.

Construisons un tel intervalle :

En 
entrant et en r�eduisant X , nous avons vu que

X��

�=

p

n

� N(0; 1). Grâ
e �a la table de la loi normale, on en

d�eduit que

Prob

�

�1; 96 �

X � �

�=

p

n

� 1; 96

�

= 95%:

Autrement dit,

Prob

�

X � 1; 96

�

p

n

� � � X + 1; 96

�

p

n

�

= 95%:

Don
 pour 95% des �e
hantillons pr�elev�es, � est situ�e entre X�1; 96

�

p

n

et X+1; 96

�

p

n

. On peut don
 
hoisir un

�e
hantillon au hasard et d�eterminer o�u se situe � ave
 une tr�es bonne pr�e
ision. En suivant 
e même prin
ipe,

on peut d�eterminer la probabilit�e que � appartienne �a n'importe quel intervalle.

Exemple 49 : Consid�erons un �e
hantillon de taille 25 pr�elev�e ave
 remise sur une variable X � N(�; 100).

Pour estimer � par un intervalle de 
on�an
e de 90%, on peut pro
�eder de la mani�ere suivante :

X � N(�; 100) et n = 25)

X � �

10=

p

25

=

X � �

2

� N(0; 1):

D'apr�es la table de la loi normale,

0; 90 = Prob(�1; 645 � Z � 1; 645);
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= Prob

�

�1; 645 �

X � �

2

� 1; 645

�

;

= Prob(X � (1; 645� 2) � � � X + (1; 645� 2));

= Prob(X � 3; 29 � � � X + 3; 29):

Ainsi, pour 90% des �e
hantillons, si x repr�esente la moyenne de l'�e
hantillon, � 2 [x� 3; 29;x+3; 29℄. �

G�en�eralisons un peu la m�ethode 
i-dessus : 
omment avons-nous d�etermin�e que l'on avait Prob(�1; 645 �

Z � 1; 645) = 0; 90? Tout simplement en se r�ef�erant �a la table de la loi normale et �a la �gure 
i-dessous :

5%5%

On voit don
 que pour trouver les bornes sup�erieures et inf�erieures de

X��

2

, 
'est-�a-dire 1,645, il suÆt de

re
her
her dans la table de la loi normale le quantile z

5%

, 
'est-�a-dire le nombre tel que Prob(Z > z

5%

) = 5%.

En g�en�eralisant, si l'on re
her
he l'intervalle de 
on�an
e de niveau de 
on�an
e 1� �, il faut re
her
her dans

la table de la loi normale le quantile z

�=2

. Autrement dit,

Une estimation de � par intervalle de 
on�an
e, de niveau de 
on�an
e 1 � �, fond�ee sur un �e
hantillon de

taille n pr�elev�e ave
 remise sur une variable X � N(�;�

2

) est donn�e par :

�

x� z

�=2

�

p

n

;x+ z

�=2

�

p

n

�

:

Il est important de rappeler i
i la signi�
ation du niveau de 
on�an
e 1��. En e�et, tr�es souvent, on entend

dire que <le niveau de 
on�an
e repr�esente la probabilit�e que � appartienne �a l'intervalle de 
on�an
e>. Cette

interpr�etation de 1 � � n'a au
un sens 
ar � n'est pas une variable al�eatoire et don
 on ne peut 
al
uler de

probabilit�e sur �. C'est 
omme si l'on parlait de la probabilit�e que le nombre 3 appartienne �a l'ensemble [1; 5℄ :


ette aÆrmation est soit vraie, soit fausse, mais il n'y a pas de probabilit�e l�a-dessus. Non, la vraie signi�
ation

du niveau de 
on�an
e est la suivante :

Le niveau de 
on�an
e 1�� repr�esente la proportion des �e
hantillons possibles pour lesquels l'estimation de

� par l'intervalle de 
on�an
e est 
orre
te.

Dans l'exemple 
i-dessus, on peut don
 prendre des �e
hantillons de taille 25, en estimer la moyenne x et

aÆrmer que � 2 [x� 3; 29;x+3; 29℄. Dans 90% des 
as, 
ette aÆrmation sera 
orre
te, mais dans 10% des 
as,

nous nous serons tromp�es.

Exemple 50 : Chaque ann�ee, plusieurs milliers de 
andidats se pr�esentent au 
on
ours d'entr�ee aux ENSI.

Par exp�erien
e, on sait que 
haque ann�ee la varian
e sur les notes obtenues par les 
andidats est �a peu

pr�es de 16. Un 
orre
teur a 
orrig�e l'ensemble de ses 100 
opies et a obtenu une moyenne de 8,75. Il se

demande quelle pourrait bien être la moyenne sur l'ensemble des 
opies du 
on
ours. On peut supposer

que les 
opies suivent une loi normale N(�; 16).

D'apr�es 
e qui pr�e
�ede, il y a une proportion 1� � d'�e
hantillons pour lesquels

� 2

�

x� z

�=2

4

10

;x+ z

�=2

4

10

�

:
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Par 
ons�equent, on peut dresser le tableau suivant, qui re
ense le pour
entage d'�e
hantillons pour lesquels

le 
al
ul est 
orre
t :

% d'�e
hantillons intervalle de 
on�an
e

50% [8; 75� 0; 674� 0; 4; 8; 75+ 0; 674� 0; 4℄ = [8; 48; 9; 02℄

75% [8; 75� 1; 15� 0; 4; 8; 75+ 1; 15� 0; 4℄ = [8; 29; 9; 21℄

80% [8; 75� 1; 28� 0; 4; 8; 75+ 1; 28� 0; 4℄ = [8; 24; 9; 26℄

90% [8; 75� 1; 645� 0; 4; 8; 75+ 1; 645� 0; 4℄ = [8; 09; 9; 41℄

95% [8; 75� 1; 96� 0; 4; 8; 75+ 1; 96� 0; 4℄ = [7; 96; 9; 53℄

99% [8; 75� 2; 575� 0; 4; 8; 75+ 2; 575� 0; 4℄ = [7; 72; 9; 78℄

Le 
orre
teur peut don
 en d�eduire qu'il y a peu de 
han
es que la moyenne des 
opies d�epasse les 10/20.

�

8.2 Lorsque l'on ne 
onnâ�t pas la loi suivie par X

Bien �evidemment, dans la pratique, il est rare de pouvoir aÆrmer que la variable X suit, sur l'ensemble de

la population, une loi normale. Par 
ontre, nous avons vu d'apr�es le th�eor�eme 
entral limite de la se
tion 6 que

la distribution de X sur un �e
hantillon de taille n est :

X � N

�

�;

�

2

n

�

;

o�u � et �

2

sont l'esp�eran
e et la varian
e de la variable X . Par 
ons�equent, par un raisonnement analogue �a


elui de la sous-se
tion pr�e
�edente, on peut en d�eduire que :

Si X est une variable d'esp�eran
e � et de varian
e �

2

, et si X repr�esente la moyenne d'un �e
hantillon ave


remise de taille n sur X . Alors, une estimation de � par intervalle de 
on�an
e, de niveau 1� �, est donn�ee

par :

�

x� z

�=2

�

p

n

;x+ z

�=2

�

p

n

�

:

Exemple 51 : Des �etudes biom�etriques ont montr�e qu'habituellement la taille d'un adulte de sexe mas
u-

lin est une variable d'�e
art-type 5
m dans une population o

identale. On a pr�elev�e un �e
hantillon de

144 �etudiants �a Jussieu et on a obtenu une moyenne de 178,4
m. Estimons la moyenne de la population

estudiantine de Jussieu ave
 un intervalle de 
on�an
e de 95%. D'apr�es le th�eor�eme 
entral limite, il suÆt

de 
al
uler z

0;025

. D'apr�es la table de la loi normale, on obtient z

0;025

= 1; 96. Don
 l'intervalle re
her
h�e

est :

�

x� z

�=2

�

p

n

;x+ z

�=2

�

p

n

�

=

�

178; 4� 1; 96�

5

12

; 178; 4+ 1; 96�

5

12

�

= [177; 58; 179; 22℄ :

�

Toutes les estimations 
i-dessus posent tout de même un probl�eme : elles ne sont valides que lorsque l'on


onnâ�t la varian
e deX sur l'ensemble de la population. Or, bien souvent, on ne 
onnâ�t pas sa valeur. Comment

faire dans 
e 
as ? Eh bien tout simplement, nous allons reprendre l'estimation de la varian
e que nous avions vu

dans la se
tion pr�e
�edente : la varian
e 
orrig�ee. Dans la suite, nous noterons S

2

la varian
e 
orrig�ee . Puisque

X � �

�=

p

n

� N(0; 1), nous aimerions obtenir un r�esultat tel que

X � �

S=

p

n

� N(0; 1). Malheureusement, 
e r�esultat

n'est pas 
orre
t, sauf lorsque la taille de l'�e
hantillon est grande (en prin
ipe, lorsqu'elle est sup�erieure �a 75).

C'est pourquoi les statisti
iens ont �etudi�e ave
 attention la distribution de

X � �

S=

p

n

. Celle-
i a �et�e trouv�ee et

publi�ee en 1908 par W. S. Gossett, sous le pseudonyme de Student. La loi en question est don
 
onnue sous

le nom de loi de Student. Elle ressemble beau
oup �a la loi normale (forme de 
lo
he, sym�etrie par rapport �a

� = 0), mais elle est plus �evas�ee et plus applatie que la loi normale N(0; 1).
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D�e�nition 34 (Loi de Student) : La loi de Student ne poss�ede qu'un seul param�etre n : que l'on appelle

le nombre degr�es de libert�e. La loi �a n degr�es est not�ee T

n

. L'esp�eran
e d'une variable ob�eissant �a une loi T

n

est 0, et sa varian
e est

n

n� 2

pour n > 2. La table de la loi de Student est fournie �a la �n de 
ette se
tion.

Plus n est grand, plus T

n

se rappro
he de N(0; 1).

En prin
ipe, pour une loi de Student T

n

, on note le quantile d'ordre 1 � � de la mani�ere suivante : t

n;�

.

�

A l'instar de la loi normale, 
e quantile est tel que Prob(Y > t

n;�

) = �. On peut le repr�esenter sur la �gure


i-dessous :

loi normale

loi de Student

t

n;�

�

Exemple 52 : Soit Y � T

10

. D�eterminons grâ
e �a la table de la loi de Student les valeurs de t

10;0;05

et de

t

10;0;90

, 
'est-�a-dire des 95

�eme

et 10

�eme


entiles de Y .

La valeur de t

10;0;05

se lit dire
tement sur la table en regardant l'interse
tion de la ligne 10 et de

la 
olonne 0,05. On trouve ainsi que t

10;0;05

= 1; 812. D'apr�es la �gure 
i-dessous, on voit bien que

t

10;0;90

= �t

10;0;10

. Or, d'apr�es la table, t

10;0;10

= �1; 372. Don
 t

10;0;90

= 1; 372.

0,05

1,812

0,10

-1,372

�

La derni�ere ligne de la table de la loi de Student (
elle 
orrespondant �a n = +1) donne en fait les valeurs

des quantiles de la loi normale N(0; 1) puisque 
'est vers 
ette loi que tend la distribution de Student.

Th�eor�eme 17 : Soit X la variable <moyenne d'un �e
hantillon ave
 remise de taille n sur une variable X>.

Soit S

2

la varian
e 
orrig�ee de l'�e
hantillon.

Si X � N(�;�

2

) alors

X � �

S=

p

n

� T

n�1

:

Attention : il faut utiliser la loi de Student ave
 n� 1 degr�es de libert�e et non pas ave
 n degr�es.

Autrement dit, si l'on sait que X suit une loi normale dont on ne 
onnâ�t ni la moyenne, ni la varian
e, on

peut tout de même donner un intervalle de 
on�an
e de niveau 1� � pour l'estimation de la moyenne � :

1� � = Prob

�

�t

n�1;�=2

�

X � �

S=

p

n

� t

n�1;�=2

�

= Prob

�

X � t

n�1;�=2

S

p

n

� � � X + t

n�1;�=2

S

p

n

�

:
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Ainsi, on obtient :

Th�eor�eme 18 : Lorsque l'on sait que X suit une loi normale, dont on ne 
onnâ�t ni la moyenne, ni la

varian
e, l'intervalle de 
on�an
e pour �, de niveau de 
on�an
e 1� �, est donn�e par :

�

x� t

n�1;�=2

s

p

n

;x+ t

n�1;�=2

s

p

n

�

:

Exemple 53 : Le laboratoire d'informatique de Paris 6 poss�ede un par
 non n�egligeable de stations de travail

Sun. Un des ing�enieurs syst�eme a sous sa responsabilit�e 49 stations. Il a d�etermin�e que la fr�equen
e des

pannes importantes de ses Suns est en moyenne de 54 mois, ave
 un �e
art-type de 8 mois. Le dire
teur

du laboratoire d�esire a
heter du mat�eriel informatique et lui demande quelle est la fr�equen
e des pannes

des Suns.

L'ing�enieur syst�eme 
onsid�ere don
 ses ma
hines 
omme un �e
hantillon de 49 individus. Il suppose

que X , la fr�equen
e des pannes de la population totale (l'ensemble des stations de travail dans le monde

entier), suit une loi normale. Grâ
e �a son �e
hantillon, il peut d�eterminer que l'intervalle de 
on�an
e de

niveau 1� � est :

�

54� t

48;�=2

�

8

7

; 54 + t

48;�=2

�

8

7

�

:

Par 
ons�equent, il peut r�epondre ave
 un risque d'erreur de 5% que

� 2

�

54� 2; 011�

8

7

; 54 + 2; 011�

8

7

�

= [51; 7; 56; 3℄:

�

Exemple 54 : Un distributeur de boissons est r�egl�e de telle sorte que la quantit�e X de liquide qu'il verse

dans un gobelet est distribu�ee selon une loi normale. A�n d'aÆner les r�eglages, un te
hni
ien pr�el�eve

un �e
hantillon de 10 boissons. Il obtient sur 
et �e
hantillon une moyenne de 20 
l ave
 un �e
art-type de

1,65 
l. Il veut estimer ave
 un risque d'erreur de 5% la moyenne � de la quantit�e de boisson vers�ee par

le distributeur.

D'apr�es le th�eor�eme 18, le te
hni
ien peut d�eduire que l'intervalle de 
on�an
e �a 95% est :

�

20� t

9;0;025

�

1; 65

p

10

; 20 + t

9;0;025

�

1; 65

p

10

�

=

�

20� 2; 262�

1; 65

p

10

; 20 + 2; 262�

1; 65

p

10

�

= [18; 82; 21; 18℄:

�

Exemple 55 : A�n de mettre au point le r�eglage d'une ma
hine devant usiner des pi�e
es de 6 
m de diam�etre,

un te
hni
ien fait fon
tionner 
elle-
i sur un �e
hantillon de 9 pi�e
es. Le diam�etre des pi�e
es de l'�e
hantillon

est en moyenne de 6,2 
m, ave
 une varian
e 
orrig�ee de 16 mm

2

. On suppose que la variableX = <diam�etre

moyen d'une pi�e
e usin�ee par la ma
hine> suit une loi normale. Le te
hni
ien veut 
al
uler un intervalle

de 
on�an
e de niveau de 
on�an
e 95% de la variable X .

Puisqu'on ne 
onnâ�t que la varian
e 
orrig�ee, on peut dire que

X � �

S=

p

n

� T

n�1

, ave
 n = 9 et

S

2

= 16 mm

2

. Don
, si l'on exprime tout en mm :

95% = Prob

�

T

8;0;975

�

X � �

S=

p

n

� T

8;0;025

�

= Prob

�

�2; 306 �

X � �

S=

p

n

� 2; 306

�

= Prob

�

X � 2; 306

S

p

n

� � � X + 2; 306

S

p

n

�

= Prob

�

62� 2; 306

4

p

9

� � � 62 + 2; 306

4

p

9

�

= Prob(58; 93 � � � 65; 07):

Par 
ons�equent, l'intervalle de 
on�an
e est : [58; 93 mm, 65; 07 mm℄. �
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Il reste en
ore un 
as �a �etudier : 
elui o�u la variable X n'est pas distribu�ee selon une loi normale et sa

varian
e n'est pas 
onnue. Dans un tel 
as, il est possible de montrer math�ematiquement que lorsque n est

suÆsamment grand (n > 75), alors

X � �

S=

p

n

� N(0; 1):

Ce r�esultat n'est pas 
orre
t lorsque n est petit. On a don
 :

Th�eor�eme 19 : Lorsque X ne suit pas une loi normale et que �

2

n'est pas 
onnu, si n > 75, l'intervalle de


on�an
e pour �, de niveau de 
on�an
e 1� �, est donn�e par :

�

x� z

�=2

�

s

p

n

;x+ z

�=2

�

s

p

n

�

:

On peut r�esumer l'ensemble des r�esultats que nous avons obtenus dans 
ette se
tion ave
 le tableau 
i-dessous.

Intervalles de 
on�an
e pour � de niveau de 
on�an
e 1� �

Situation Loi utilis�ee Bornes de l'intervalle

�

2


onnue

X � �

�=

p

n

� N(0; 1)

x� z

�=2

�

�

p

n

X � loi normale ou n grand (> 75)

�

2

in
onnue

X � �

S=

p

n

� T

n�1

x� t

n�1;�=2

�

s

p

n

X � loi normale

�

2

in
onnue

X � �

S=

p

n

� N(0; 1)

x� z

�=2

�

s

p

n

n tr�es grand (> 75)

8.3 Intervalle de 
on�an
e pour p

Pour d�eterminer les intervalles de 
on�an
e pour �, nous avons abondamment utilis�e les r�esultats de la

se
tion 7. Pour d�eterminer 
eux pour la proportion p de su

�es, nous allons pro
�eder de la même mani�ere. Nous

avions vu page 83 que lorsque n est suÆsamment grand (n > 30) et lorsque p n'est ni trop grand (nq � 5) ni

trop petit (np � 5), alors

P � p

q

pq

n

� N(0; 1);

o�u P est la variable <proportion de su

�es dans un �e
hantillon de taille n pr�elev�e ave
 remise>. En pro
�edant


omme dans les sous-se
tions pr�e
�edentes, on obtient :

1� � = Prob

0

�

�z

�=2

�

P � p

q

pq

n

� z

�=2

1

A

;

o�u z

�=2

est le quantile d'ordre 1� �=2. En isolant p, on obtient :

1� � = Prob

�

P � z

�=2

r

pq

n

� p � P + z

�=2

r

pq

n

�

:

Autrement dit,

p 2

�

P � z

�=2

r

pq

n

;P + z

�=2

r

pq

n

�

pour une proportion 1� � de tous les �e
hantillons possibles de taille n.
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Cette �equation pose toutefois un probl�eme : on essaye d'estimer p et l'on retrouve justement p dans les

bornes de l'intervalle : pour estimer l'intervalle de 
on�an
e pour p de niveau 1 � �, il faut d�ej�a 
onnâ�tre p.

Pour s'en <sortir> math�ematiquement, il suÆt de trouver l'ensemble des p qui v�eri�ent l'�equation 
i-dessus, 
e

qui revient �a r�esoudre le syst�eme d'in�equations d'in
onnue p suivant :

8

<

:

p � P � z

�=2

q

pq

n

;

p � P + z

�=2

q

pq

n

:

En pratique, toutefois, on ne pro
�ede pas de 
ette mani�ere 
ar le 
al
ul est trop fastidieux.

�

Etant donn�e que la

plupart du temps nous avons �a notre disposition des �e
hantillons de tailles relativement importantes, il est usuel

d'approximer

q

pq

n

par

q

p(1� p)

n

, o�u p est la proportion de su

�es observ�ee dans l'�e
hantillon. On a alors la

propri�et�e suivante.

Lorsque n est grand (n > 30) et p ni trop grand, ni trop petit (np � 5, nq � 5), alors un intervalle de


on�an
e pour p de niveau de 
on�an
e d'environ 1� � (<environ> �a 
ause de l'approximation de p par p)

est donn�e par :

"

p� z

�=2

r

p(1� p)

n

; p+ z

�=2

r

p(1� p)

n

#

:

Exemple 56 : Un sondage r�ealis�e sur un �e
hantillon de 200 �ele
teurs d'un d�epartement a montr�e que 38%

des gens 
omptent voter pour le parti A aux pro
haines �ele
tions.

�

A partir de 
ette information, il est

possible d'estimer, ave
 un niveau de 
on�an
e de 95%, la proportion p d'�ele
teurs dans le d�epartement

qui 
omptent voter pour le parti A. En e�et, 
et intervalle est :

"

0; 38� 1; 96�

r

0; 38� 0; 62

200

; 0; 38+ 1; 96�

r

0; 38� 0; 62

200

#

= [0; 313; 0; 447℄:

�

Insistons sur le fait que 
ette te
hnique de 
al
ul ne fon
tionne que si n est suÆsamment grand pour que

l'on puisse sans risque approximer

q

pq

n

par

q

p(1� p)

n

.

8.4 Pr�e
ision d'une estimation par intervalle de 
on�an
e

Un examen rapide des divers intervalles pr�esent�es dans 
ette se
tion montre que, pour un niveau de 
on�an
e

donn�e, la pr�e
ision de l'estimation obtenue augmente lorsque la taille de l'�e
hantillon augmente. En e�et, tous

les intervalles pr�esent�es sont de la forme

�

a�

b

p

n

; a+

b

p

n

�

, o�u a 
orrespond �a la valeur dans l'�e
hantillon du

param�etre que l'on veut estimer sur l'ensemble de la population, et o�u b est un nombre positif.

Exemple 57 : Consid�erons la forme des intervalles de 
on�an
e pour �, de niveau de 
on�an
e 95%, lorsqu'un

�e
hantillon de taille n est pr�elev�e ave
 remise sur une variable X � N(�; 100). L'intervalle de 
on�an
e

pour � admet alors pour bornes x�

1; 96� 10

p

n

. Par 
ons�equent, si n = 100, les bornes de l'intervalle sont

x� 1; 96, mais si n = 400, elle sont x� 0; 98. �

On appelle erreur d'estimation la di��eren
e entre les bornes de l'intervalle et son 
entre (soit la moiti�e de

l'�e
art entre les bornes de l'intervalle).

Dans l'exemple 
i-dessus, lorsque n vaut 100, l'erreur d'estimation est de 1,96, alors qu'elle est de 0,98

lorsque n vaut 400.

�

A partir de la notion d'erreur d'estimation, on peut ais�ement 
al
uler �a partir de quelle

taille d'�e
hantillon une pr�e
ision d'estimation voulue peut être atteinte pour un niveau de 
on�an
e donn�e.
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Exemple 58 : D�eterminons �a partir de quelle taille d'�e
hantillon une estimation de �, par intervalle de


on�an
e de niveau 95%, aura une erreur de 1,0 lorsque la variable sur laquelle l'�e
hantillon est pr�elev�e a

une varian
e �

2

= 100. En supposant que n est assez grand pour que l'on puisse utiliser l'intervalle born�e

par x� 1; 96�

�

p

n

, on 
onstate que l'erreur d'estimation est 1; 96�

�

p

n

=

10� 1; 96

p

n

. Une erreur de 1,0

est observ�ee lorsque

19; 6

p

n

= 1, ou en
ore lorsque n = 384; 16. La taille d'un �e
hantillon �etant enti�ere, on

peut don
 en d�eduire que si l'on pr�el�eve un �e
hantillon d'au moins 385 individus, alors, pour 95% des

�e
hantillons, � 2 [x� 1;x+ 1℄. �

D'une mani�ere g�en�erale,

Lorsque � peut être estim�ee par l'intervalle

�

x� z

�=2

�

�

p

n

;x+ z

�=2

�

�

p

n

�

,

alors toute taille d'�e
hantillon n telle que n �

�

z

�=2

�

�

e

�

2

permet une erreur d'estimation inf�erieure ou �egale �a e.

Exemple 59 : Combien de dossiers doit-on �e
hantillonner a�n d'avoir une erreur d'au plus 0,5, dans une

estimation par intervalle de 
on�an
e de niveau 99%, du r�esultat moyen obtenu par un 
andidat s'�etant

pr�esent�e aux 
on
ours des ENSI, si l'on sait que les r�esultats suivent approximativement une loi normale

et qu'ils s'�etalent de 3 �a 18 ?

Dans 
et exemple, la valeur de �

2

n'est pas 
onnue mais nous pouvons en d�eduire une valeur ap-

proximative. En e�et, nous savons que 97% de la population d'une loi normale est situ�ee entre �� 3� et

�+ 3�. Autrement dit, la quasi-totalit�e de la population est situ�ee sur une plage de 6�. Par 
ons�equent,

on peut poser que 18� 3 = 15 � 6�, d'o�u une valeur approximative pour � de 2; 5. La variable �etudi�ee

ob�eissant �a une loi normale, le niveau de 
on�an
e 99% est atteint pour z

0;005

= 2; 576. Par 
ons�equent,

il faut pr�elever un �e
hantillon de taille n telle que :

n �

�

2; 576�

2; 5

0; 5

�

2

� 165; 89:

Don
 tout �e
hantillon de taille sup�erieure ou �egale �a 166 permettra d'obtenir une erreur inf�erieure �a 0,5.

�

Il est �egalement possible de d�eduire une pro
�edure �a suivre pour d�eterminer une taille d'�e
hantillon per-

mettant une pr�e
ision donn�ee d'estimation pour une proportion de su

�es p. Cette pro
�edure s'appuie sur la

propri�et�e alg�ebrique suivante : x(1� x) � 1=4 pour tout x 2 R. De 
ette propri�et�e, nous pouvons d�eduire que

l'erreur d'estimation

z

�=2

r

p(1� p)

n

donn�ee par un intervalle de 
on�an
e de la forme

"

p� z

�=2

r

p(1� p)

n

; p+ z

�=2

r

p(1� p)

n

#

est inf�erieure ou �egale �a

z

�=2

r

1

4n

=

z

�=2

2

p

n

:

D'o�u une taille d'�e
hantillon n telle que

z

�=2

2

p

n

� e permet d'obtenir une proportion dont l'erreur d'estimation

est inf�erieure �a e.

Toute taille d'�e
hantillon n telle que n �

�

z

�=2

2e

�

2

permet d'obtenir une proportion de su

�es par un intervalle

de 
on�an
e de niveau de 
on�an
e 1� � dont l'erreur d'estimation est inf�erieure ou �egale �a e.
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Exemple 60 :

�

A partir de quelle taille d'�e
hantillon peut-on estimer une proportion de su

�es p, �a l'aide d'un

intervalle de 
on�an
e de niveau de 
on�an
e 95%, et obtenir une erreur d'estimation d'au plus 1%?

En supposant que n est assez grand et que la proportion �etudi�ee n'est ni trop grande ni trop petite,

l'intervalle de 
on�an
e est

"

p� 1; 96

r

p(1� p)

n

; p+ 1; 96

r

p(1� p)

n

#

:

La taille de l'�e
hantillon nous est alors donn�ee par la formule suivante :

n �

�

1; 96

2� 0; 01

�

2

= 9604:

�

8.5 Exer
i
es

Exer
i
e 1 Un enseignant sait que, pour un 
ertain examen, la distribution des notes est une loi normale

d'�e
art-type 12. Construisez un intervalle de 
on�an
e de niveau de 
on�an
e 95% pour la moyenne de l'examen

en utilisant l'�e
hantillon suivant :

18 17 4 12 10

7 13 13 9 2

5 15 11 13 14

12 8 9 11 16

Si l'on d�esirait une erreur d'estimation inf�erieure �a 0,5, quelle devrait être la taille minimale de l'�e
hantillon ?

Exer
i
e 2 Dans une entreprise, l'�e
art-type des salaires est de 7500F. On pr�el�eve un �e
hantillon de 250 employ�es

et on obtient un salaire annuel moyen sur l'�e
hantillon de 90000F. Construisez un intervalle de 
on�an
e de

niveau de 
on�an
e 99% pour le salaire moyen de 
ette entreprise.

Exer
i
e 3 On v�eri�e si le volume moyen de bi�ere vers�ee dans les bouteilles par une ma
hine respe
te bien les

standards de la 
ompagnie. L'�e
art-type du volume de liquide vers�e par la ma
hine est de 3 ml. On pr�el�eve un

�e
hantillon de 125 bouteilles provenant de la produ
tion de 
ette ma
hine et on obtient une moyenne de 337 ml.

Construisez l'intervalle de 
on�an
e de niveau de 
on�an
e 95% pour le volume moyen de bi�ere vers�ee dans les

bouteilles.

Exer
i
e 4 A�n de 
onnâ�tre la proportion de pi�e
es d�efe
tueuses re�
ues d'un manufa
turier lors d'une 
om-

mande de plusieurs milliers de pi�e
es, un a
heteur pr�el�eve un �e
hantillon de taille 250 pi�e
es dans la livraison.

Il s'av�ere que 7% des pi�e
es de l'�e
hantillon sont d�efe
tueuses alors que le manufa
turier avait assur�e qu'au plus

6% des pi�e
es seraient d�efe
tueuses. L'a
heteur est-il en droit de protester ?

Exer
i
e 5 Une 
ompagnie d'assuran
es d�esire estimer le pour
entage de 
ondu
teurs ayant subi un a

ident

de 
ir
ulation l'ann�ee derni�ere. La 
ompagnie 
ompte utiliser un intervalle de 
on�an
e de 95% et obtenir une

erreur d'estimation d'au plus 3%. Cal
ulez la taille minimale de l'�e
hantillon �a 
onstituer.

Exer
i
e 6 Un �e
hantillon de 625 �ele
teurs est pr�elev�e a�n de d�eterminer la proportion des �ele
teurs favorables

au PACS. Sur les 625 personnes interrog�ees, 360 se d�e
larent favorables au PACS.

1/ Estimez �a l'aide d'un intervalle de 
on�an
e de niveau 95% la proportion v�eritable des �ele
teurs favorables

au PACS.

2/ Quelle taille minimale d'�e
hantillon suppl�ementaire devez-vous pr�elever pour que l'erreur d'estimation de la

proportion soit inf�erieure �a 2%?

Exer
i
e 7 Les organisateurs d'un salon d�esirent �etudier 
ertaines 
ara
t�eristiques de la population de leurs

visiteurs. Il veulent en parti
ulier estimer le salaire annuel moyen � de 
ette population, ainsi que la proportion p
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de propri�etaires d'automobiles dans 
ette population. On peut 
onsid�erer que l'�e
art-type sur les salaires est

d'environ 40000F. Les organisateurs exigent �a la fois une erreur d'estimation inf�erieure �a 5000F pour le salaire

et inf�erieure �a 5% pour la proportion p. Pour un niveau de 
on�an
e de 95%, quelle taille d'�e
hantillon faut-il

pr�elever pour satisfaire �a 
es deux exigen
es ?
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8.6 Table de la loi de Student

0

valeurs dans le tableau


i-dessous : les t

n;�

tels que Prob(Z > t

n;�

) = �

�

t

n;�

n n � 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001

1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 318,309

2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 22,327

3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 10,215

4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173

5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 5,893

6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208

7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785

8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501

9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297

10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144

11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025

12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930

13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852

14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787

15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733

16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686

17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646

18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,610

19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579

20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552

21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,527

22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505

23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485

24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467

25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450

26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435

27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421

28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408

29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396

30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385

31 1,309 1,696 2,040 2,453 2,744 3,375

32 1,309 1,694 2,037 2,449 2,738 3,365

33 1,308 1,692 2,035 2,445 2,733 3,356

34 1,307 1,691 2,032 2,441 2,728 3,348

35 1,306 1,690 2,030 2,438 2,724 3,340

36 1,306 1,688 2,028 2,434 2,719 3,333

37 1,305 1,687 2,026 2,431 2,715 3,326
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n n � 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001

38 1,304 1,686 2,024 2,429 2,712 3,319

39 1,304 1,685 2,023 2,426 2,708 3,313

40 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307

41 1,303 1,683 2,020 2,421 2,701 3,301

42 1,302 1,682 2,018 2,418 2,698 3,296

43 1,302 1,681 2,017 2,416 2,695 3,291

44 1,301 1,680 2,015 2,414 2,692 3,286

45 1,301 1,679 2,014 2,412 2,690 3,281

46 1,300 1,679 2,013 2,410 2,687 3,277

47 1,300 1,678 2,012 2,408 2,685 3,273

48 1,299 1,677 2,011 2,407 2,682 3,269

49 1,299 1,677 2,010 2,405 2,680 3,265

50 1,299 1,676 2,009 2,403 2,678 3,261

51 1,298 1,675 2,008 2,402 2,676 3,258

52 1,298 1,675 2,007 2,400 2,674 3,255

53 1,298 1,674 2,006 2,399 2,672 3,251

54 1,297 1,674 2,005 2,397 2,670 3,248

55 1,297 1,673 2,004 2,396 2,668 3,245

56 1,297 1,673 2,003 2,395 2,667 3,242

57 1,297 1,672 2,002 2,394 2,665 3,239

58 1,296 1,672 2,002 2,392 2,663 3,237

59 1,296 1,671 2,001 2,391 2,662 3,234

60 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232

61 1,296 1,670 2,000 2,389 2,659 3,229

62 1,295 1,670 1,999 2,388 2,657 3,227

63 1,295 1,669 1,998 2,387 2,656 3,225

64 1,295 1,669 1,998 2,386 2,655 3,223

65 1,295 1,669 1,997 2,385 2,654 3,220

66 1,295 1,668 1,997 2,384 2,652 3,218

67 1,294 1,668 1,996 2,383 2,651 3,216

68 1,294 1,668 1,995 2,382 2,650 3,214

69 1,294 1,667 1,995 2,382 2,649 3,213

70 1,294 1,667 1,994 2,381 2,648 3,211

71 1,294 1,667 1,994 2,380 2,647 3,209

72 1,293 1,666 1,993 2,379 2,646 3,207

73 1,293 1,666 1,993 2,379 2,645 3,206

74 1,293 1,666 1,993 2,378 2,644 3,204

75 1,293 1,665 1,992 2,377 2,643 3,202

1 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090
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9 Les tests d'hypoth�ese

9.1 Qu'est-
e qu'un test d'hypoth�ese ?

Comme on l'a vu jusqu'�a maintenant, en statistique, on se pose souvent des questions sur la valeur des

param�etres p, �, �

2

. . . et il n'est pas rare que l'on ait des d�e
isions �a prendre 
on
ernant 
es valeurs. Par

exemple, dans l'exer
i
e 4 de la se
tion pr�e
�edente, un manufa
turier nous assurait que p �etait �egal �a 6% et

l'on avait obtenu sur un �e
hantillon de taille 250 une valeur de p �egale �a 7%. On devait alors d�e
ider si le

manufa
turier nous mentait ou non, autrement dit s'il �etait plus probable que p vale 6% ou bien que p soit

sup�erieur �a 6%. Nous allons d�evelopper dans 
ette se
tion des outils pour r�epondre �a 
e type de question.

D�e�nition 35 : Un test d'hypoth�ese est une r�egle de d�e
ision permettant de d�eterminer laquelle parmi deux

hypoth�eses 
on
ernant la valeur d'un param�etre (p, �, �

2

) est la plus plausible.

La premi�ere �etape dans la 
onstru
tion d'un test d'hypoth�ese, et peut-être la plus 
ompliqu�ee, 
onsiste �a

identi�er les deux hypoth�eses et �a les formuler dans le langage statistique.

Les deux hypoth�eses �a 
onfronter seront toujours not�ees H

0

et H

1

. H

0

est appel�ee l'hypoth�ese nulle et H

1

la


ontre-hypoth�ese. Ces deux hypoth�eses doivent imp�erativement être mutuellement ex
lusives.

En prin
ipe, H

0

est l'hypoth�ese que l'on essaye de v�eri�er. Elle est souvent fond�ee sur des �etudes statistiques

ant�erieures alors que H

1

re
�ete souvent l'impression du statisti
ien (l'exp�erimentateur) sur une modi�
ation

de la valeur d'un param�etre. Dans l'exer
i
e 4 de la se
tion pr�e
�edente, 
e sont les exp�erien
es pr�e
�edentes qui

permettent au manufa
turier de nous assurer que p vaut 6% (H

0

: p = 6%). Mais il se peut tr�es bien qu'une des

ma
hines de l'usine d�efaille, et dans 
e 
as, le nombre de pi�e
es d�efe
teuses peut augmenter (H

1

: p > 6%).

Lorsqu'une hypoth�ese ne sp�e
i�e qu'une seule valeur du param�etre (H

0

: � = 5), on dit que l'hypoth�ese est

simple . Dans le 
as 
ontraire, elle est 
ompos�ee . Lorsque les valeurs du param�etre sous H

1

sont toutes soit

plus grandes, soit plus petites, que 
elles sous H

0

, on dit que le test est unilat�eral . Lorsque 
ertaines valeurs

du param�etre sous H

1

sont plus grandes et d'autres plus petites que la valeur sp�e
i��ee sous H

0

, on dit que le

test est bilat�eral .

Exemple 61 :

H

0

: � = 4 hypoth�ese simple

test unilat�eral

H

1

: � = 6 hypoth�ese simple

H

0

: � = 4 hypoth�ese simple

test unilat�eral

H

1

: � > 4 hypoth�ese 
ompos�ee

H

0

: � = 4 hypoth�ese simple

test bilat�eral

H

1

: � 6= 4 hypoth�ese 
ompos�ee

H

0

: � = 4 hypoth�ese simple formulation in
orre
te : les hypoth�eses

H

1

: � > 3 hypoth�ese 
ompos�ee ne sont pas mutuellement ex
lusives

�

La formulation des hypoth�eses est l'une des �etapes les plus importantes dans la 
onstru
tion d'un test

d'hypoth�ese. Aussi n'est-il pas inutile de s'y attarder un peu. Formulons don
 dans 
ha
un des 
as suivants les

hypoth�eses H

0

et H

1

:

1. Une asso
iation de 
onsommateurs examine un �e
hantillon de 100 bouteilles d'un 
ertain Bordeaux a�n

de d�eterminer si la quantit�e de vin 
ontenu dans les bouteilles est bien �egale �a 75
l.

2. Un �e
onomiste enquête, aupr�es d'un �e
hantillon de 400 individus de la population a
tive, pour savoir si

le taux de 
hômage, qui �etait de 10% le mois dernier, s'est modi��e.

3. Un produ
teur de lait examine un �e
hantillon de 30 bouteilles remplies par une ma
hine a�n de v�eri�er si


elle-
i est bien r�egl�ee pour verser en moyenne 1/2 litre par bouteille.
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Dans le 
as 1, le param�etre �etudi�e est 
lairement � = E(X), o�u X est la quantit�e de vin dans les bouteilles de

Bordeaux. Le rôle de l'asso
iation de 
onsommateurs �etant de s'assurer que 
es derniers ne soient pas l�es�es, les

hypoth�eses que l'on veut 
onfronter i
i sont don
 H

0

: � = 75
l versus H

1

: � < 75
l. Le test est unilat�eral.

Dans le 
as 2, le param�etre �etudi�e est p, la proportion de 
hômeurs dans la population a
tive. L'�e
onomiste veut

v�eri�er si le taux de 
hômage a �et�e modi��e (que 
e soit une hausse ou une baisse de 
e taux). Don
 H

0

: p = 10%

versus H

1

: p 6= 10%. Le test est i
i bilat�eral.

Dans le 
as 3, le param�etre �etudi�e est � = E(X), o�u X est le volume de lait vers�e par la ma
hine dans les

bouteilles. Pour le produ
teur, la ma
hine est d�er�egl�ee �a partir du moment o�u le volume vers�e n'est pas en

moyenne d'un demi litre. Don
, i
i, H

0

: � = 0; 5l versus H

1

: � 6= 0; 5l.

On voit don
 que la formulation des hypoth�eses d�epend de l'enquête que l'on r�ealise : dans le 
as 1, si l'on

est un 
onsommateur, on voudra tester H

0

: � = 75
l versus H

1

: � < 75
l ; par 
ontre, si l'on est produ
teur,

on testera H

0

: � = 75
l versus H

1

: � 6= 75
l.

9.2 La r�egle de d�e
ision du test

La r�egle de d�e
ision du test est fond�ee sur les r�esultats de l'�e
hantillonnage. Ainsi, pour un test 
on
ernant

la valeur de �, 
'est la valeur x prise par la moyenne de l'�e
hantillon qui permet de prendre la d�e
ision, et dans

un test sur p, 
'est la proportion de su

�es p dans l'�e
hantillon qui est examin�ee. Il est important de noter que

les r�esultats de l'�e
hantillonnage sont examin�es apr�es la formulation des hypoth�eses, et non avant. Les valeurs

du param�etre sous 
elles-
i ne doivent pas être �x�ees �a partir du r�esultat observ�e �a partir de l'�e
hantillon.

Pour 
onstruire la r�egle de d�e
ision, il faut en quelque sorte d�eterminer quelles sont les valeurs qu'il est peu

probable que le param�etre �etudi�e (par exemple x) prenne dans l'�e
hantillon si l'hypoth�ese H

0

est vraie. Pour


ela, il faut examiner quelle est la distribution de l'estimateur du param�etre dans l'�e
hantillon (X) lorsque H

0

est vraie et d�eterminer une r�egion 
ritique , ou r�egion de rejet de H

0

, telle que si la valeur prise par X est

dans 
ette r�egion, il est peu probable que H

0

soit vraie. La r�egion 
ritique doit tenir 
ompte de la forme de la


ontre-hypoth�ese pour que le rejet de H

0

signi�e que H

1

est un 
hoix plausible.

Exemple 62 : Supposons qu'un �e
hantillon de taille 25 soit examin�e a�n d'e�e
tuer un test sur la moyenne �

d'une variable X � N(�; 100). Les hypoth�eses du test sont H

0

: � = 10 versus H

1

: � > 10. Sous H

0

,

X � �

�=

p

n

=

X � 10

10=5

=

X � 10

2

� N(0; 1)


ar, sous H

0

, X � N(10; 100). Il est peu probable que X prenne une valeur �eloign�ee de plus de 2 �e
art-

types de sa moyenne 
ar X suit une loi normale (la probabilit�e pour que 
ela arrive est de 4,56%). Il est

don
 peu probable que X prenne une valeur inf�erieure �a 6 ou sup�erieure �a 14.

�

Etant donn�e que la 
ontre-hypoth�ese est � > 10, la loi de X sous H

1

a la même forme que sous H

0

,

mais elle est distribu�ee plus �a droite. La r�egion 
ritique pourrait être <rejeter H

0

si x > 14>. Il est peu

probable que la valeur x prise par X soit dans 
ette r�egion si H

0

est vraie, et si tel �etait le 
as, H

1

serait

un 
hoix plus plausible.

Une r�egion 
ritique de la forme <rejeter H

0

si x < 6> n'aurait, quant �a elle, au
un sens 
ar H

1

ne

serait pas un 
hoix plausible. �

D'une mani�ere g�en�erale, les r�egles de d�e
ision sont les suivantes :

Hypoth�eses R�egle de d�e
ision

H

0

: � = �

0

<rejeter H

0

si x > 
>, o�u 
 est un nombre plus

grand que �

0

.

H

1

: � > �

0

H

0

: � = �

0

<rejeter H

0

si x < 
>, o�u 
 est un nombre plus

petit que �

0

.

H

1

: � < �

0

H

0

: � = �

0

<rejeter H

0

si x < 


1

ou 


2

< x>, o�u 


1

et 


2

sont des nombres respe
tivement plus petit et

plus grand que �

0

, et �egalement �eloign�es de


elui-
i.

H

1

: � 6= �

0
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9.3 Les erreurs pouvant r�esulter de la prise de d�e
ision

La r�egion 
ritique (ou r�egion de rejet) d'un test est 
onstruite de mani�ere �a 
e qu'il soit peu probable de

rejeter H

0

alors que 
elle-
i est vraie. Pour autant, il reste un risque d'erreur. Le tableau 
i-dessous r�esume 
e

qui peut r�esulter d'une prise de d�e
ision :

erreur de type II

mauvaise d�e
ision :

bonne d�e
ision
H

0

n'est pas rejet�ee

mauvaise d�e
ision :

erreur de type I

H

0

est rejet�ee

bonne d�e
ision

prise

D�e
ision

R�ealit�e

H

0

est vraie H

1

est vraie

Comme l'indique 
e tableau, deux types d'erreurs sont possibles : l'erreur de type I, qui 
onsiste �a rejeter H

0

alors que 
ette hypoth�ese est vraie, et l'erreur de type II, qui 
onsiste �a ne pas rejeter H

0

alors que 
'est H

1

qui

est vraie. Bien �evidemment, même si le test a �et�e 
onstruit de sorte que de telles erreurs soient peu probables,

il existe toujours un risque qu'elles soient r�ealis�ees. Voil�a pourquoi le statisti
ien d�e�nit les probabilit�es de

r�ealisation de 
es erreurs :

� = probabilit�e de r�ealiser une erreur de type I

= probabilit�e de rejeter H

0

sa
hant que H

0

est vraie

= Prob(rejeter H

0

jH

0

est vraie);

� = probabilit�e de r�ealiser une erreur de type II

= probabilit�e de rejeter H

1

sa
hant que H

1

est vraie

= Prob(rejeter H

1

jH

1

est vraie):

Un test sera alors d'autant plus une bonne r�egle de d�e
ision que les valeurs de � et de � sont petites. La

probabilit�e � de r�ealiser une erreur de type I est habituellement assez simple �a 
ontrôler �etant donn�e que l'on


onstruit la r�egion 
ritique a�n de minimiser les risques d'erreur de type I. Cette probabilit�e r�epond aux doux

noms de niveau de signi�
ation et de niveau de test .

Exemple 62 (suite) : Cal
ulons le niveau de signi�
ation asso
i�e au test de l'exemple 62. On sait que la

variable �etudi�ee X suit une loi normale N(�; 100). Nous avions d�etermin�e les hypoth�eses H

0

: � = 10

versus H

1

: � > 10. La taille de l'�e
hantillon est n = 25 et la r�egion 
ritique est <rejeter H

0

si x > 14>.

Pour 
al
uler �, nous allons don
 nous pla
er sous l'hypoth�ese H

0

. Alors Z =

X � 10

2

� N(0; 1). Par


ons�equent,

� = Prob(rejeter H

0

jH

0

est vraie)

= Prob(X > 14j� = 10)

= Prob

�

X � 10

2

>

14� 10

2

j� = 10

�

= Prob(Z > 2) = 0; 0228:

Autrement dit, il y a un risque de 2,28% de 
ommettre une erreur de type I. �

Le 
al
ul de � est plus 
ompliqu�e 
ar H

1

est une hypoth�ese 
ompos�ee. Dans un tel 
as, on 
al
ule � pour

plusieurs valeurs du param�etre sous la 
ontre-hypoth�ese. Cela nous permet d'obtenir une 
ourbe des valeurs

de � en fon
tion des valeurs du param�etre. En fait, pour des raisons 
al
ulatoires, on s'int�eresse plutôt aux

valeurs prises par 1��. La 
ourbe 
orrespondante est appel�ee la 
ourbe de puissan
e du test . 1�� est appel�e

la puissan
e du test . Elle 
orrespond �a la probabilit�e de prendre une d�e
ision 
orre
te lorsque H

1

est vraie,

autrement dit,

1� � = 1� Prob(rejeter H

1

jH

1

est vraie)

= Prob(rejeter H

0

jH

1

est vraie):
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Exemple 62 (suite) : Cal
ulons la 
ourbe de puissan
e du test de l'exemple 62. Pour 
ela, 
onsid�erons une

valeur de � sous H

1

. Par exemple, � = 11. Alors,

1� �(11) = Prob(rejeter H

0

jH

1

: � = 11 est vraie):

Or, si H

1

est vraie, Z =

X � �

�=

p

n

=

X � 11

2

� N(0; 1). Don
,

1� �(11) = Prob(X > 14j� = 11)

= Prob

�

X � 11

2

>

14� 11

2

j� = 11

�

= Prob(Z > 1; 5) = 0; 0668:

Plus g�en�eralement, si �

1

est une valeur de � sous H

1

, nous obtenons :

1� �(�

1

) = Prob

�

X � �

1

2

>

14� �

1

2

�

:

L'ensemble des valeurs que peut prendre �

1

nous est fourni par l'hypoth�ese H

1

: �

1

> 10. Cela 
orrespond

�a l'intervalle ℄10;+1[. On peut don
 dresser le tableau suivant, et la 
ourbe de puissan
e du test :

�

1

z

1

=

14� �

1

2

1� �(�

1

) = Prob(Z > z

1

) �(�

1

)

10 2,0 0,0228 0,9772

11 1,5 0,0668 0,9332

12 1,0 0,1587 0,8413

13 0,5 0,3085 0,6915

14 0,0 0,5000 0,5000

15 -0,5 0,6915 0,3085

16 -1,0 0,8413 0,1587

17 -1,5 0,9332 0,0668

18 -2,0 0,9772 0,0228

19 -2,5 0,9938 0,0062

20 -3,0 0,9986 0,0014

21 -3,5 0,9998 0,0002

22 -4,0 1,0000 0,0000

1110 12 13 14 15 16 17 2018 19 21 22

0,6

0,2

0,4

0,8

1,0

puissance
courbe de

�

1

1� �(�

1

)

Notons que la valeur minimale que peut prendre 1� � 
orrespond exa
tement �a la valeur de �. �
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Remarquons que plus la valeur de � sous H

1

s'�eloigne de la valeur de � sous H

0

, plus la puissan
e du test

est �elev�ee. Autrement dit, la probabilit�e de 
ommettre une erreur de type II est tr�es forte lorsque la 
ontre-

hypoth�ese et l'hypoth�ese nulle sont tr�es pro
hes l'une de l'autre. Cela n'est pas surprenant puisque, dans un tel


as, les distributions de X sous l'une ou l'autre des hypoth�eses se 
onfondent presque. Il est alors assez diÆ
ile

de rejeter H

0

lorsque H

1

est vraie. On peut illustrer 
ela sur les �gures suivantes :

14 16 18 20 22 2464 8 10 12

10 14

1610

181210

1210

loi de X sous H

0

loi de X sous H

1

: � = 18

loi de X sous H

0

loi de X sous H

1

: � = 16

loi de X sous H

0

loi de X sous H

1

: � = 14

loi de X sous H

0

loi de X sous H

1

: � = 12

rejeter H

0

ne pas rejeter H

0

�

�

�

�

�

�

�

�
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9.4 Exemple de 
al
ul de la r�egion 
ritique et de la prise de d�e
ision

En pratique, la r�egion 
ritique d'un test se 
onstruit apr�es que le niveau de test ait �et�e �x�e et non l'inverse


omme 
ela a �et�e fait jusqu'�a maintenant. G�en�eralement, on �xe la valeur de � �a 0,10, 0,05, 0,02 ou 0,01, en

fon
tion de la gravit�e des 
ons�equen
es d'une erreur de type I. Une fois la r�egion 
ritique 
onstruite, la puissan
e

du test est examin�ee pour les valeurs de la 
ontre-hypoth�ese pour lesquelles la r�ealisation d'une erreur de type II

a des 
ons�equen
es fâ
heuses.

Exemple 63 : La loi oblige tout automobiliste �a 
ontra
ter une assuran
e. La prime exig�ee annuellement

d'un assur�e d�epend de plusieurs fa
teurs : la zone habit�ee, le type de v�ehi
ule, l'utilisation �a des �ns


ommer
iales ou non, la distan
e estim�ee que par
ourra l'assur�e. . . Il est presque impossible d'estimer la

distan
e par
ourue par un automobiliste pour une ann�ee donn�ee. Voil�a pourquoi tous les assur�es d'un

v�ehi
ule non utilis�e �a des �ns 
ommer
iales se voient imposer le même montant sur 
e point. Celui-
i est

fon
tion de la distan
e moyenne par
ourue annuellement par les automobilistes de 
ette 
at�egorie. Des

�etudes ont montr�e que 
elle-
i �etait de 18000 km ave
 un �e
art-type de 5000 km. Le montant que l'on

pr�evoit d'exiger est de 13 
entimes du km, autrement dit 18000 � 0; 13 = 2340F. Le montant de 
ette

prime a 
ontinuellement augment�e 
es derni�eres ann�ees, de telle sorte que l'opinion publique 
ommen
e �a

être tr�es m�e
ontente et �a exer
er de fortes pressions sur les 
ompagnies d'assuran
es pour qu'elles baissent

leurs tarifs.

C'est ainsi que la MAIF est pri�ee de r�e�evaluer tous les fa
teurs 
onsid�er�es dans le 
al
ul de la prime.

Le plus vuln�erable de 
es fa
teurs est pr�e
is�ement la distan
e par
ourue annuellement. Un statisti
ien

est don
 
harg�e de r�eexaminer le bien-fond�e de l'estimation �a 18000 km de la moyenne 
ontest�ee. La

d�emar
he qu'il 
ompte suivre est de pr�elever rapidement un �e
hantillon de 400 individus a�n de tester

si la moyenne a e�e
tivement diminu�e. Si tel est le 
as, une �etude plus exhaustive, men�ee sur un grand

nombre d'assur�es, sera entreprise a�n d'estimer tr�es pr�e
is�ement la valeur de la moyenne. Sinon, 
e fa
teur

ne sera pas r�evis�e.

La variable qu'�etudie le statisti
ien est X : la distan
e par
ourue en 2000 (derni�ere ann�ee 
ompl�ete

sur laquelle on peut fonder l'�etude), par un v�ehi
ule utilis�e �a des �ns non 
ommer
iales. Il d�e
ide pour

l'instant de ne pas remettre en 
ause l'estimation de l'�e
art-type � de X (5000 km). Les hypoth�eses qu'il

formule sont les suivantes :

H

0

: � = 18000 versus H

1

: � < 18000, o�u � = E(X):

Il s'interroge sur les 
ons�equen
es d'une erreur de type I a�n de �xer �. Une erreur de type I (H

0

serait

rejet�ee alors qu'elle est vraie) entrâ�nerait la r�ealisation de l'�etude exhaustive pour rien, don
 une d�epense

inutile, et porterait atteinte �a sa r�eputation. Il pr�ef�ere don
 �xer � �a 0,01. Il peut alors �xer la r�egion


ritique du test : 
elle-
i est de la forme <rejeter H

0

si x < 
> �etant donn�e que les valeurs de � sous H

1

sont plus petites que 
elles sous H

0

. De plus, n = 400 est assez grand pour que le th�eor�eme 
entral limite

s'applique. Ainsi, sous H

0

,

Z =

X � �

�=

p

n

=

X � 18000

5000=

p

400

=

X � 18000

250

� N(0; 1):

D'o�u

� = 0; 01 = Prob(X < 
j� = 18000)

= Prob

�

X � 18000

250

<


� 18000

250

j� = 18000

�

= Prob

�

Z <


� 18000

250

�

= Prob(Z < �2; 326):

Par 
ons�equent,


� 18000

250

= �2; 326, ou en
ore 
 = 17418; 5. La r�egle de d�e
ision sugg�er�ee par la r�egion


ritique est don
 :

<rejeter H

0

si x < 17418; 5>:
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Notre statisti
ien doit maintenant examiner la puissan
e de son test a�n de voir si sa r�egle de d�e
ision est

<solide>. Il r�e
�e
hit alors sur les 
ons�equen
es d'une erreur de type II (rejeter H

1

alors que H

1

est vraie).

Si une telle erreur se produisait, les automobilistes n'obtiendraient pas une r�edu
tion du prix de la prime

alors qu'il y auraient droit. Si la diminution �a laquelle ils avaient droit se 
hi�rait �a 125F ou moins, on

ne pourrait pas parler de 
ons�equen
es s�erieuses. Le tarif �etant de 13 
entimes au km, une diminution de

125F 
orrespondrait �a 125=0; 13 = 961; 54 km. Le statisti
ien v�eri�e don
 la puissan
e du test pour une

valeur de � = 18000� 961; 54 = 17038; 46 km.

1� �(17038; 46) = Prob(rejeter H

0

jH

1

: � = 17038; 46 est vraie)

= Prob(X < 17418; 5j� = 17038; 46)

= Prob

�

X � 17038; 46

250

<

17418; 5� 17038; 46

250

j� = 17038; 46

�

= Prob(Z < 1; 52)

= 0; 9357:

�

Etant donn�e qu'il sait que la puissan
e d'un test augmente lorsque la valeur de � sous H

1

s'�eloigne de


elle sous H

0

, il est rassur�e 
ar pour toute diminution de la moyenne par
ourue permettant de diminuer

les tarifs de 125F ou plus, 
'est-�a-dire pour toute valeur de � � 17038; 46, la probabilit�e de 
ommettre

une erreur de type II est inf�erieure �a 1 - 0,9357 = 6,43%. Il peut alors pro
�eder �a l'�e
hantillonnage puisque

le test 
onstruit est <bon>. �

Lorsque la r�egle de d�e
ision est 
onstruite, la derni�ere �etape d'un test 
onsiste �a pr�elever l'�e
hantillon et �a

prendre une d�e
ision. Si la valeur observ�ee x de X, ou p pour P , permet de rejeterH

0

, le test est dit signi�
atif .

Exemple 63 (suite) : Apr�es avoir pr�elev�e son �e
hantillon de 400 automobilistes, le statisti
ien a observ�e une

moyenne x = 17230 km. Sa r�egle de d�e
ision �etait de rejeter H

0

si x �etait inf�erieur �a 17418; 5 km. Il


on
lut don
 qu'il faut rejeter l'hypoth�ese H

0

. Le test est signi�
atif. Autrement dit, la di��eren
e entre

la valeur observ�ee dans l'�e
hantillon et la valeur 18000 est statistiquement signi�
ative. �

Remarquons que la taille de l'�e
hantillon et la valeur du niveau � in
uent sur la qualit�e du test, 
'est-�a-dire

sur la puissan
e du test. En e�et, pour un niveau � �x�e, lorsque la taille de l'�e
hantillon augmente, la varian
e

de X (�

2

=n) diminue, le pro�l de la distribution de X est plus resserr�e et les distributions de X , 
entr�ees �a �

0

sous H

0

vraie et �a �

1

sous H

1

vraie, se distinguent plus fa
ilement. Dans 
e 
as, la puissan
e du test augmente.

Pour une taille d'�e
hantillon �xe, la grandeur de la r�egion 
ritique (rejeter H

0

) augmente ou diminue selon

que la valeur du niveau � augmente ou diminue. La puissan
e 1�� �etant asso
i�ee �a 
ette même r�egion 
ritique,

elle varie dans le même sens que le niveau �.

La puissan
e d'un test augmente dans le même sens que le niveau � et que la taille de l'�e
hantillon.

9.5 Les tests usuels sur �

Dans 
ette sous-se
tion, nous allons identi�er les formes exa
tes des r�egions 
ritiques des tests usuels sur �.

Commen�
ons par le 
as o�u la varian
e �

2

de la variable �etudi�ee est 
onnue. Si 
elle-
i ob�eit �a une loi normale,

ou bien si la taille n de l'�e
hantillon est suÆsamment grande pour que le th�eor�eme 
entral limite s'applique, on

a :

Z =

X � �

�=

p

n

� N(0; 1):

Supposons que le niveau de test est � et que l'hypoth�ese nulle est H

0

: � = �

0

.

�

Etudions la forme de la r�egion


ritique du test en 
onsid�erant trois 
as pour la 
ontre-hypoth�ese.
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premier 
as : supposons que la 
ontre-hypoth�ese est H

1

: � > �

0

. Alors la r�egion 
ritique est de la forme

<rejeter H

0

si x > 
>. La valeur de 
 est d�etermin�ee en expli
itant la signi�
ation de � :

� = Prob(rejeter H

0

jH

0

est vraie)

= Prob(X > 
j� = �

0

)

= Prob

�

X � �

0

�=

p

n

>


� �

0

�=

p

n

j� = �

0

�

= Prob

�

Z >


� �

0

�=

p

n

�

= Prob(Z > z

�

):

On en d�eduit que


� �

0

�=

p

n

= z

�

, ou en
ore que 
 = �

0

+ z

�

�=

p

n.

deuxi�eme 
as : supposons que H

1

est de la forme � < �

0

. Alors, d'une mani�ere similaire au 
as pr�e
�edent, on

montre que la r�egion 
ritique est de la forme <rejeter H

0

si x < 
> o�u 
 = �

0

� z

�

�=

p

n.

troisi�eme 
as : supposons que H

1

est de la forme � 6= �

0

. Alors la r�egion 
ritique est de la forme <rejeter H

0

si x < 


1

ou si x > 


2

>. Les valeurs de 


1

et 


2

sont obtenues en expli
itant la valeur de � et en attribuant une

probabilit�e �=2 au rejet par 
ha
un des 
ôt�es :

� = Prob(rejeter H

0

jH

0

est vraie)

= Prob(X < 


1

j� = �

0

) + Prob(X > 


2

j� = �

0

)

= Prob

�

X � �

0

�=

p

n

<




1

� �

0

�=

p

n

j� = �

0

�

+Prob

�

X � �

0

�=

p

n

>




2

� �

0

�=

p

n

j� = �

0

�

= Prob

�

Z <




1

� �

0

�=

p

n

�

+Prob

�

Z >




2

� �

0

�=

p

n

�

= Prob(Z < �z

�=2

) + Prob(Z > z

�=2

):

On en d�eduit :




1

= �

0

� z

�=2

�=

p

n et 


2

= �

0

+ z

�=2

�=

p

n:

Les formes de tests �a utiliser lorsque �

2

est in
onnue se d�eduisent de mani�ere analogue, mais en utilisant les

lois de probabilit�e que nous avions vu dans la se
tion pr�e
�edente :

T =

X � �

S=

p

n

� T

n�1

(valide si X suit une loi normale)

ou bien

Z =

X � �

S=

p

n

� N(0; 1) (valide si n est tr�es grand).

On peut don
 r�esumer les formes de toutes les r�egions 
ritiques dans le tableau suivant.



S
e


t
i
o
n
9
.
L
e
s
t
e
s
t
s
d
'
h
y
p
o
t
h
�
e
s
e

1
0
7

R�egions 
ritiques des test usuels sur � lorsque la taille de l'�e
hantillon = n, le niveau = �, et H

0

: � = �

0

Situation Loi utilis�ee

Forme de la r�egion 
ritique

H

1

: � < �

0

H

1

: � > �

0

H

1

: � 6= �

0

�

2


onnue

et X � normale

ou n grand

X � �

�=

p

n

� N(0; 1) x < �

0

� z

�

�=

p

n x > �

0

+ z

�

�=

p

n

x < �

0

� z

�=2

�=

p

n

ou

x > �

0

+ z

�=2

�=

p

n

�

2

in
onnue

et

X � normale

X � �

S=

p

n

� T

n�1

x < �

0

� t

n�1;�

s=

p

n x > �

0

+ t

n�1;�

s=

p

n

x < �

0

� t

n�1;�=2

s=

p

n

ou

x > �

0

+ t

n�1;�=2

s=

p

n

�

2

in
onnue

et

n tr�es grand

X � �

S=

p

n

� N(0; 1) x < �

0

� z

�

s=

p

n x > �

0

+ z

�

s=

p

n

x < �

0

� z

�=2

s=

p

n

ou

x > �

0

+ z

�=2

s=

p

n
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Exemple 64 : Vous voulez investir �a la bourse. A�n d'optimiser vos pro�ts, vous relevez pendant deux semaines

le 
ours du CAC40. Au d�ebut des deux semaines, 
elui-
i vaut 6155 points. Dans l'�e
hantillon de 15 jours,

le CAC40 vaut en moyenne 6170 points, ave
 un �e
art-type de 6 points. Vous ne voulez investir que si

le CAC40 est �a la hausse. Sa
hant que la variable X = <valeur du CAC40> suit une loi normale, vous

e�e
tuez don
 un test d'hypoth�ese de niveau de 
on�an
e 99% pour savoir si le CAC40 a augment�e :

X = <valeur du CAC40> suit une loi normale.

H

0

: � = 6155 versus H

1

: � > 6155

0; 01 = Prob(rejeter H

0

jH

0

est vraie)

= Prob

�

X � �

�=

p

n

> 


�

�

�

�

X��

�=

p

n

� N(0; 1)

�

= Prob

�

X � �

�=

p

n

> 2; 325

�

= Prob

�

X > �+ 2; 325�=

p

n

�

= Prob

�

X > 6155 + 2; 325� 6=

p

15

�

= Prob

�

X > 6158; 6

�

:

Don
 si X � 6158; 6, on doit rejeter la perspe
tive d'une hausse. Or 
e n'est pas le 
as i
i, don
 il est

plus probable qu'il y ait e�e
tivement eu une hausse.

Maintenant, pour vous assurer que le test �etait bien signi�
atif, vous voulez 
al
uler la puissan
e du

test pour � = 6170 :

1� �(6170) = Prob(rejeter H

0

jH

1

est vraie)

= Prob(X > 6158; 6j� = 6170)

= Prob

�

X � 6170

�=

p

n

>

6158; 6� 6170

�=

p

n

�

�

�

�

X � 6170

�=

p

n

� N(0; 1)

�

= Prob

�

X � 6170

6=

p

15

>

6158; 6� 6170

6=

p

15

�

�

�

�

X � 6170

6=

p

15

� N(0; 1)

�

= Prob

�

X � 6170

6=

p

15

> �7; 36

�

�

�

�

X � 6170

6=

p

15

� N(0; 1)

�

= 1:

On peut don
 en 
on
lure que le test �etait bien signi�
atif. �

9.6 Les tests sur p

Lorsque la taille de l'�e
hantillon est grande et que la proportion de su

�es p sur laquelle on veut tester une

hypoth�ese n'est ni trop petite ni trop grande, on peut utiliser la formule que nous avions vue dans la se
tion

pr�e
�edente, �a savoir :

Z =

P � p

q

pq

n

� N(0; 1):

En pro
�edant 
omme dans la sous-se
tion pr�e
�edente, nous pouvons d�eduire que la r�egion 
ritique d'un test de

niveau �, fond�ee sur un �e
hantillon de taille n, pour H

0

: p = p

0

, 
onsiste �a rejeter H

0

dans les 
as suivants :

r�egion 
ritique 
ontre-hypoth�ese

p < p

0

� z

�

q

p

0

q

0

n

H

1

: p < p

0

p > p

0

+ z

�

q

p

0

q

0

n

H

1

: p > p

0

p < p

0

� z

�=2

q

p

0

q

0

n

ou

p > p

0

+ z

�=2

q

p

0

q

0

n

H

1

: p 6= p

0
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Exemple 65 : A
tuellement, la proportion de gens atteints d'une 
ertaine maladie 
hez qui le traitement

usuel permet d'enrayer le mal en moins de deux mois est de 36%. A�n de juger l'eÆ
a
it�e d'un nouveau

m�edi
ament, on traite ave
 
elui-
i un �e
hantillon de 100 patients nouvellement atteints par 
ette maladie.

Dans quelle proportion de 
eux-
i doit-on observer une gu�erison en moins de deux mois pour qu'�a un

niveau de 5% on puisse aÆrmer que 
e nouveau traitement permet une gu�erison rapide plus souvent que

ne le fait le traitement usuel ?

Soit p la proportion des patients trait�es grâ
e au nouveau m�edi
ament pour lesquels la gu�erison se

produit en moins de deux mois. Les hypoth�eses �a tester sont : H

0

: p = 0; 36 versus H

1

: p > 0; 36. La

taille n de l'�e
hantillon est grande, p n'est ni trop petit, ni trop grand sous H

0

. On peut don
 
onsid�erer

que sous H

0

,

Z =

P � p

q

pq

n

� N(0; 1):

La r�egion 
ritique du test est d�e
rite par <rejeter H

0

si p > 
> o�u


 = p

0

+ z

0;05

r

p

0

q

0

n

= 0; 36 +

 

1; 645�

r

0; 36� 0; 64

100

!

= 0; 439:

Il faudra don
 observer une proportion de gu�erisons rapides sup�erieure �a 0,439 pour pouvoir 
on
lure par


e test que le nouveau m�edi
ament est meilleur que l'an
ien. �

9.7 Exer
i
es

Exer
i
e 1 On 
roit savoir que la population des gens mari�es dans une population adulte est de 70%. Un

so
iologue d�esire 
onfronter les hypoth�eses suivantes pour la proportion p de gens mari�es :

H

0

: p = 70% versus H

1

: p < 70%:

Pour 
e faire, le so
iologue pr�el�eve un �e
hantillon de 500 individus et utilise la r�egle de d�e
ision suivante :

<rejeter H

0

si p < 67%>.

1/ Cal
uler la valeur de �.

2/ Cal
uler la puissan
e du test pour p = 65%.

Exer
i
e 2 On pr�el�eve un �e
hantillon de 16 �etudiants dans un groupe ayant subi un examen. Les notes obtenues

(sur 100) sont :

97 68 60 75 82 81 80 69

64 80 68 70 72 76 74 63

La distribution des notes est une loi normale de varian
e 95.

1/ Peut-on aÆrmer que la moyenne du groupe est sup�erieure �a 70 si on utilise un test de niveau de signi�
ation

de 5%?

2/ Cal
ulez la puissan
e du test lorsque la 
ontre-hypoth�ese sp�e
i�e une moyenne de 74.

Exer
i
e 3 Apr�es avoir e�e
tu�e des modi�
ations m�e
aniques sur un mod�ele de voiture, un 
onstru
teur

aÆrme que la 
onsommation d'essen
e en l/100 km a diminu�e. Une asso
iation de 
onsommateurs examine la


onsommation d'essen
e des voitures d'un �e
hantillon de 
e mod�ele. Elle obtient le r�esultat suivant :

10,35 10,29 10,36 10,35 10,35

10,26 10,33 10,35 10,29 10,38

10,37 10,39 10,30 10,34 10,32

10,39 10,38 10,32 10,35 10,34

10,35 10,33 10,39 10,34 10,36
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On sait qu'habituellement la distribution de la 
onsommation d'essen
e suit une loi normale. Sa
hant

qu'avant les modi�
ations, la moyenne �etait de 10,4 l/100 km, et en utilisant un test de niveau de signi�
ation

de 1%, peut-on 
on
lure que le 
onstru
teur a raison?

Exer
i
e 4 Lors des derni�eres �ele
tions, 45% des �ele
teurs ont vot�e pour le parti A. Ce parti 
ommande un

sondage a�n de savoir si sa popularit�e a augment�e. Dans un �e
hantillon de 1254 �ele
teurs, 588 aÆrment qu'ils

voteraient pour 
e parti s'il y avait �a nouveau des �ele
tions.

�

A un niveau de 5%, peut-on 
on
lure que la

popularit�e du parti est �a la hausse depuis les derni�eres �ele
tions ?
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10 Loi du �

2

, intervalle de 
on�an
e sur �

2

, test d'ajustement et

d'ind�ependan
e

Nous avons vu dans les se
tions 8 et 9 
omment r�ealiser des intervalles de 
on�an
e et des tests d'hypoth�ese

sur les param�etres � et p. Il manquait �a notre �eventail d'outils statistiques 
elui nous permettant de d�eterminer


es intervalles et 
es tests pour le param�etre �

2

. L'un des obje
tifs de 
ette se
tion est de 
ombler 
ette la
une.

Pour 
ela, nous allons introduire une nouvelle loi, �a savoir la loi du �

2

. Cette loi a des propri�et�es tout �a fait

int�eressantes. En parti
ulier, nous verrons qu'elle permet d'�etablir si une variable suit une 
ertaine distribution,

ou bien en
ore de tester si deux 
ara
t�eres d'une même population sont ind�ependants. Mais 
ommen�
ons par

d�e
rire 
e qu'est la loi du �

2

.

10.1 La loi du �

2

Outre l'omnipr�esente loi normale, et les deux autres lois que nous avons ren
ontr�ees, i.e., la loi binômiale

et la loi de Student, il existe une quatri�eme loi tr�es utilis�ee en statistiques : la loi du �

2

.

�

A l'instar de la loi

de Student, elle n'a qu'un seul param�etre, n 2 N

�

, que l'on nomme nombre de degr�es de libert�e . Pour un n

donn�e, la distribution du �

2

est not�ee : �

2

n

.

D�e�nition 36 : La loi �

2

n

repr�esente la distribution d'une variable al�eatoire 
ontinue pouvant prendre 
omme

valeur tout nombre positif. L'esp�eran
e d'une telle variable est n, et sa varian
e 2n.

La distribution du �

2

n'est pas sym�etrique : si l'on tire 1000 nombres au hasard suivant 
ette loi, on doit

obtenir une moyenne de n. Don
, on ne peut tirer que des nombres 
ompris entre 0 et 1000� n. Il est �evident

que l'on ne pourra pas tirer beau
oup de nombres �elev�es (au plus 1 nombre sup�erieur �a 500� n par exemple).

Par 
ontre, 
ette restri
tion ne s'applique pas aux nombres petits. La distribution du �

2

doit don
 être plus

<�elev�ee> vers la gau
he que vers la droite. Cela se v�eri�e e�e
tivement sur la �gure 31.

0,2

0,4

0,5

0,1

0,3

42 6 8 10 161412 18 20
0

n=2

n=10
n=5

Fig. 31 { Distribution de X � �

2

n

pour quelques valeurs de n.

On peut voir sur 
ette �gure que lorsque la valeur de n augmente, la distribution prend de plus en plus la

forme de 
lo
he qu'a la loi normale de moyenne n et de varian
e 2n.

Comme pour les autres lois, lorsque nous utiliserons 
elle-
i, nous nous servirons de sa table de distribution.

Cette derni�ere est form�ee sur le même prin
ipe que les tables pr�e
�edentes : le quantile d'ordre 1�� d'une variable
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al�eatoire X suivant une loi �

2

n

est not�e 


n;�

et 
orrespond au nombre r�eel positif tel que Prob(X > 


n;�

) = �

(
f. la �gure 
i-apr�es).

0

�

X




n;�

Fig. 32 { Les quantiles de la loi du �

2

.

Toutefois, 
omme la loi du �

2

ne nous servira que pour 
onstruire des intervalles de 
on�an
e et des r�egions


ritiques de tests d'hypoth�eses, nous n'aurons besoin que des quantiles situ�es aux extr�emit�es de la distribution.

C'est pourquoi la table fournie �a la �n de 
ette se
tion ne 
ontient pas tous les quantiles. De plus, elle est limit�ee

�a n = 30 
ar lorsque n est sup�erieur �a 30, on peut approximer les quantiles de la mani�ere suivante :

Lorsque n est sup�erieur �a 30, on a :




n;�

�

1

2

�

z

�

+

p

2n� 1

�

2

;

o�u z

�

est le quantile d'ordre 1� � d'une variable al�eatoire Z suivant une loi N(0; 1).

Voyons tout de suite des exemples de quantiles de variables suivant la loi du �

2

.

Exemple 66 : Soit X une variable al�eatoire suivant une loi du �

2

de 10 degr�es de libert�e. D�eterminons les 10

�eme

et 95

�eme


entiles de X . Ces quantiles 
orrespondent respe
tivement �a 


10;0;9

et 


10;0;05

. Re
her
hons-les

dans la table situ�ee �a la �n de la se
tion. Le premier se trouve �a l'interse
tion de la ligne n = 10 et de la


olonne � = 0; 90, et le deuxi�eme �a l'interse
tion de la ligne n = 10 et de la 
olonne � = 0; 05. On obtient

don
 


10;0;9

= 4; 87 et 


10;0;05

= 18; 3.

Soient Y � �

2

70

et T � �

2

100

. D�eterminons, l�a en
ore, les 10

�eme

et 95

�eme


entiles de 
es variables.

Les nombres de degr�es de libert�e des lois suivies par Y et T sont sup�erieurs �a 30. On va don
 utiliser

l'approximation 


n;�

�

1

2

�

z

�

+

p

2n� 1

�

2

. Pour d�eterminer 


70;0;90

, on 
her
he don
 z

0;90

. On sait que,

dans la loi normale, z

0;90

= �z

0;10

et, d'apr�es la table de la loi normale, z

0;10

= 1; 282. Don





70;0;90

�

1

2

�

�1; 282+

p

2� 70� 1

�

2

� 55; 21:

On 
al
ule les autres quantiles de la même mani�ere :




70;0;05

�

1

2

�

1; 645 +

p

2� 70� 1

�

2

� 90; 25;




100;0;90

�

1

2

�

�1; 282+

p

2� 100� 1

�

2

� 82; 24;




100;0;05

�

1

2

�

1; 645 +

p

2� 100� 1

�

2

� 124; 06:

�

Connaissant la loi du �

2

, nous pouvons maintenant d�e�nir les intervalles de 
on�an
e et les tests d'hypoth�eses

pour la varian
e.

10.2 Intervalles de 
on�an
e et tests d'hypoth�eses sur �

2

Reprenons la m�ethode que nous avions utilis�ee dans les deux se
tions pr�e
�edentes pour d�e�nir les intervalles

de 
on�an
e et tests d'hypoth�eses sur la moyenne : nous �etions partis du 
onstat que

X � �

�=

p

n

� N(0; 1):
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De l�a, nous pouvions 
al
uler grâ
e �a la table de la loi normale

Prob

�

�z

�=2

�

X � �

�=

p

n

� z

�=2

�

= 1� �;

ou en
ore

Prob

�

X �

�

p

n

z

�=2

� � � X +

�

p

n

z

�=2

�

= 1� �:

Cela nous permettait de d�eterminer l'intervalle de 
on�an
e de niveau de 
on�an
e 1� � :

�

�

�

p

n

z

�=2

;X +

�

p

n

z

�=2

�

:

De même, pour les tests d'hypoth�ese, nous avions utilis�e le fait que

X��

�=

p

n

� N(0; 1), pour en d�eduire les

probabilit�es (d'apr�es la table de la loi normale) que l'hypoth�ese H

0

soit plus ou moins plausible que H

1

.

On voit don
 que 
e qui importe pour d�e�nir les intervalles de 
on�an
e et les tests d'hypoth�ese sur un

param�etre, disons y, 
'est de 
onnâ�tre une distribution de probabilit�e, appelons-la L, qui est suivie par une

variable al�eatoire f(y; Y ) d�ependant de y et de l'estimation de y obtenue sur un �e
hantillon (que nous noterons

Y ). Grâ
e �a la table de la loi L, on peut don
 
al
uler, pour tout 
, les valeurs de � et de � pour lesquelles on

a :

Prob(� � f(y; Y ) � �) = 
:

Pour une valeur de Y �x�ee, f(y; Y ) ne d�epend que d'un seul param�etre : y. Si l'on note f

Y

(y) = f(y; Y ) et si

l'on suppose que f

Y

est inversible, alors :

Prob

�

f

�1

Y

(�) � y � f

�1

Y

(�)

�

= 
:

On peut alors ais�ement d�eduire de 
ette �equation les intervalles de 
on�an
e et les r�egions 
ritiques des tests

d'hypoth�eses. La fon
tion f(�; �) et la loi L pour le param�etre �

2

nous sont donn�ees par le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 20 : Soit X la variable <moyenne d'un �e
hantillon al�eatoire de taille n pr�elev�e ave
 remise sur

une variable X>. Soit S

2

la varian
e 
orrig�ee d'un tel �e
hantillon :

S

2

=

n

X

i=1

�

X

i

�X

�

2

n� 1

:

Si X � N(�;�

2

), alors :

(n� 1)S

2

�

2

� �

2

n�1

:

Grâ
e �a 
e th�eor�eme, on peut d�eduire que :

1� � = Prob

�




n�1;1��=2

�

(n� 1)S

2

�

2

� 


n�1;�=2

�

;

= Prob

�

(n� 1)S

2




n�1;�=2

� �

2

�

(n� 1)S

2




n�1;1��=2

�

:

D'o�u

Soit X une variable al�eatoire suivant une loi N(�;�

2

). Soit s

2

la varian
e 
orrig�ee observ�ee sur un �e
hantillon

de taille n. Alors un intervalle de 
on�an
e pour �

2

de niveau de 
on�an
e 1� � est donn�e par :

�

(n� 1)s

2




n�1;�=2

;

(n� 1)s

2




n�1;1��=2

�

:
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Exemple 53 (suite) : Reprenons l'exemple de la page 91 : un ing�enieur syst�eme a sous sa responsabilit�e

49 stations SUN. Il a d�etermin�e que la fr�equen
e des pannes importantes de ses ma
hines est en moyenne

de 54 mois, ave
 un �e
art-type de 8 mois. Le dire
teur lui demande quelle est la fr�equen
e des pannes des

Suns (dans l'absolu). L'ing�enieur syst�eme 
onsid�ere ses ma
hines 
omme un �e
hantillon de 49 individus.

Il suppose que X , la fr�equen
e des pannes de la population totale (l'ensemble des stations de travail dans

le monde entier), suit une loi normale N(�; �

2

). Grâ
e �a son �e
hantillon, il peut d�eterminer que l'intervalle

de 
on�an
e pour �

2

de niveau 1� � est :

�

(49� 1)� 8

2




48;�=2

;

(49� 1)� 8

2




48;1��=2

�

:

Puisque n > 30, il peut approximer les valeurs de 


n;�=2

et de 


n;1��=2

. L'intervalle de 
on�an
e devient

alors :

2

6

4

(49� 1)� 8

2

1

2

�

z

�=2

+

p

2� 49� 1

�

2

;

(49� 1)� 8

2

1

2

�

z

1��=2

+

p

2� 49� 1

�

2

3

7

5

:

Par 
ons�equent, il peut r�epondre ave
 un risque d'erreur de 5% que

�

2

2

2

6

4

3072

1

2

h

1; 96 +

p

97

i

2

;

3072

1

2

h

�1; 96 +

p

97

i

2

3

7

5

= [44; 06; 98; 72℄;

ou en
ore que � 2 [6; 64; 9; 94℄. �

Exemple 54 (suite) : Reprenons l'exemple du distributeur de boissons de la page 91 : 
elui-
i est r�egl�e de telle

sorte que la quantit�e X de liquide qu'il verse dans un gobelet est distribu�ee selon une loi normale. A�n

d'aÆner les r�eglages, un te
hni
ien pr�el�eve un �e
hantillon de 10 boissons. Il obtient sur 
et �e
hantillon

une moyenne de 20 
l ave
 un �e
art-type de 1,65 
l. Il veut estimer ave
 un risque d'erreur de 5% la

varian
e de la quantit�e de boisson vers�ee par le distributeur. L'intervalle de 
on�an
e est :

�

9� 1; 65

2




9;0;025

;

9� 1; 65

2




9;0;975

�

:

D'apr�es la table de la loi du �

2

, on obtient l'intervalle :

�

24; 5025

19

;

24; 5025

2; 7

�

= [1; 29; 9; 07℄:

�

De mani�ere analogue, on peut 
onstruire des tests d'hypoth�eses lorsque la variable est distribu�ee selon une

loi normale. En e�et, pour tester H

0

: �

2

= �

2

0

versus H

1

: �

2

> �

2

0

, on peut utiliser une r�egion 
ritique de la

forme <rejeter H

0

si s

2

> k> (o�u s

2

repr�esente la varian
e 
orrig�ee observ�ee sur l'�e
hantillon). Pour d�eterminer

la valeur de k, on utilise le th�eor�eme 20 :

Sous l'hypoth�ese H

0

;

(n� 1)S

2

�

2

0

� �

2

n�1

:

Par 
ons�equent, le niveau de test � est �egal �a :

� = Prob(rejeter H

0

jH

0

est vraie)

= Prob(S

2

> kj�

2

= �

2

0

)

= Prob

�

(n� 1)S

2

�

2

0

>

(n� 1)k

�

2

0

�

= Prob

�

(n� 1)S

2

�

2

0

> 


n�1;�

�

:

On peut g�en�eraliser 
ette m�ethode de 
al
ul �a tous les tests d'hypoth�ese possibles et imaginables. Cela nous


onduit au tableau suivant :
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Contre-hypoth�ese forme de la r�egion 
ritique

H

1

: �

2

< �

2

0

(n� 1)s

2

�

2

0

< 


n�1;1��

H

1

: �

2

> �

2

0

(n� 1)s

2

�

2

0

> 


n�1;�

(n� 1)s

2

�

2

0

< 


n�1;1��=2

H

1

: �

2

6= �

2

0

ou

(n� 1)s

2

�

2

0

< 


n�1;�=2

Tab. 14 { R�egions 
ritiques des tests d'hypoth�eses de niveau � sur �

2

, lorsqu'un �e
hantillon de taille n est

pr�elev�e sur une variable X � N(�;�

2

), et lorsque l'hypoth�ese nulle est de la forme H

0

: �

2

= �

2

0

.

Exemple 63 (suite) : Reprenons l'exemple de la page 104 : Le montant de l'assuran
e pour une automobile

utilis�ee �a des �ns non 
ommer
iales est fon
tion de la distan
e moyenne par
ourue annuellement par les

automobilistes. Des �etudes datant de quelques ann�ees ont montr�e que 
elle-
i �etait de 18000 km ave
 un

�e
art-type de 5000 km. On suppose que la variable <distan
e par
ourue par les automobilistes> suit une

loi normale. Le statisti
ien de la page 104 se demande si l'�e
art-type doit être revu �a la baisse. Pour 
ela,

il a pr�elev�e un �e
hantillon de 400 individus et il a obtenu une varian
e 
orrig�ee �egale �a (4700 km)

2

. Les

hypoth�eses qu'il formule sont don
 les suivantes :

H

0

: �

2

= 5000

2

versus H

1

: �

2

< 5000

2

;

et il doit utiliser la premi�ere ligne du tableau 
i-dessus. Cela lui fournit la r�egion 
ritique :

(400� 1)� 4700

2

5000

2

< 


400�1;1��

:

Puisque n > 30, on utilise l'approximation de 
 :

399� 4700

2

5000

2

<

1

2

�

z

1��

+

p

2� 400� 1

�

2

:

Si notre statisti
ien veut un niveau de test �egal �a 95%, il obtient :

399� 4700

2

5000

2

= 362; 5564 et

1

2

�

z

1��

+

p

2� 400� 1

�

2

=

1

2

h

1; 645+

p

799

i

2

= 447; 351:

Le statisti
ien peut en 
on
lure (ave
 un taux d'erreur de 5%) que la varian
e a e�e
tivement baiss�e. �

Pr�e
isons que les r�esultats 
i-dessus ne sont absolument pas valables si la variable X n'est pas distribu�ee

selon une loi normale. Dans 
e 
as, la 
onnaissan
e de la loi de probabilit�e suivie par X permet de 
onstruire

intervalles de 
on�an
e et tests d'hypoth�eses, mais 
ela s'av�ere beau
oup plus 
ompliqu�e que 
e que nous avons

vu.

Comme annon
�e dans l'introdu
tion de 
ette se
tion, la loi du �

2

a de nombreuses appli
ations en dehors de

la 
onstru
tion d'intervalles de 
on�an
e ou de tests d'hypoth�eses sur �

2

. Nous allons 
onsa
rer la �n de 
ette

se
tion �a en �etudier deux parti
uli�erement int�eressantes d'un point de vue statistique.

10.3 Test d'ajustement du �

2

Tr�es souvent dans les se
tions pr�e
�edentes, nous avions suppos�e que telle ou telle variable al�eatoire suivait

une loi (tr�es souvent normale, mais aussi binômiale). Nous allons voir maintenant 
omment utiliser 
e que l'on

appelle le test d'ajustement du �

2

pour v�eri�er une telle hypoth�ese. En r�ealit�e, 
e test permet de 
onfronter

les deux hypoth�eses suivantes :
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H

0

: La variable �etudi�ee ob�eit �a la distribution th�eorique sp�e
i��ee

versus

H

1

: La variable �etudi�ee n'ob�eit pas �a la distribution th�eorique sp�e
i��ee.

L'id�ee de 
e test 
onsiste �a regrouper les n donn�ees de l'�e
hantillon en I 
lasses et �a 
omparer �a l'aide d'une

statistique d'ajustement les e�e
tifs de 
lasse observ�es dans l'�e
hantillon ave
 les e�e
tifs de 
lasse que l'on

devrait obtenir si H

0

�etait vraie (on parle alors d' e�e
tif esp�er�e ). Notons n

i

, i = 1,. . .,I , les e�e
tifs observ�es ,

et �

i

, i = 1; : : : ; I , les e�e
tifs esp�er�es.

La statistique d'ajustement utilis�ee pour v�eri�er si la variable ob�eit �a la distribution th�eorique, que l'on notera

A, est :

A =

I

X

i=1

(n

i

� �

i

)

2

�

i

:

On peut d�emontrer que si la taille n de l'�e
hantillon est grande (n � 30) et si les e�e
tifs esp�er�es �

i

sont tous

sup�erieurs ou �egaux �a 5, alors la statistique d'ajustement A suit sous H

0

une loi du �

2

d

.

Le nombre de degr�es de libert�e d d�epend du nombre de 
lasses I , et de la fa�
on dont la distribution th�eorique

est sp�e
i��ee en H

0

: si la sp�e
i�
ation permet de d�eduire dire
tement la valeur des �

i

, alors d = I � 1 ; si, par


ontre, il faut pro
�eder �a l'estimation de r param�etres pour 
al
uler les �

i

, alors d = I � 1� r.

LorsqueH

0

est vraie, il devrait y avoir peu de di��eren
e entre les n

i

et les �

i

. Don
 la statistique d'ajustement

devrait être petite. On rejette don
 H

0

lorsque A prend des valeurs trop grandes, 
'est-�a-dire lorsque A est plus

grand qu'une 
ertaine quantit�e 
. Pour 
onnâ�tre la valeur de 
, il suÆt d'examiner 
e que signi�e le niveau du

test :

� = Prob(rejeter H

0

jH

0

est vraie) = Prob(A > 
jH

0

est vraie) = Prob(A > 
jA � �

2

d

):

Par 
ons�equent, 
 = 


d;�

.

Pour v�eri�er si H

0

est vraie ou si H

1

est plus plausible, il faut don
 
ommen
er par 
al
uler la statistique

d'ajustement A. Pour 
ela, on doit 
al
uler les �

i

.

�

A 
ette �n, on va être amen�e �a estimer r param�etres.

Lorsque A est 
al
ul�e, on 
al
ule d = I � 1� r et l'on note la valeur de 
 = 


d;�

. Si A � 
, on d�eduit que H

0

est vraie, sinon 
'est H

1

qui est vraie.

Les deux exemples suivants vont nous permettre d'illustrer 
ette d�emar
he.

Exemple 67 : Dans un supermar
h�e, on maintient 8 
aisses de plus de 10 arti
les en op�eration durant les

no
turnes du jeudi. Normalement, la 
lient�ele devrait se r�epartir uniform�ement entre les 
aisses. A�n de

v�eri�er 
ela, on a re
ens�e le nombre de 
lients pass�es �a 
ha
une des 
aisses un jeudi soir. Les r�esultats

suivants ont �et�e observ�es :

Num�ero de la 
aisse Nombre de 
lients

1 72

2 70

3 71

4 52

5 45

6 59

7 67

8 48

Total 484

Les hypoth�eses que l'on veut 
onfronter sont les suivantes :

H

0

: la 
lient�ele se r�epartit uniform�ement entre les 8 
aisses.

versus

H

1

: la 
lient�ele ne se r�epartit pas uniform�ement entre les 8 
aisses.
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Si H

0

est vraie, les 
lients se r�epartissent uniform�ement entre toutes les 
aisses. On devrait don
 avoir

dans 
ha
une des 
aisses un e�e
tif de 1=8

�eme

de la population, soit �

i

= 484=8 = 60; 5. Par 
ons�equent,

A =

(72� 60; 5)

2

60; 5

+

(70� 60; 5)

2

60; 5

+

(71� 60; 5)

2

60; 5

+

(52� 60; 5)

2

60; 5

+

(45� 60; 5)

2

60; 5

+

(59� 60; 5)

2

60; 5

+

(67� 60; 5)

2

60; 5

+

(48� 60; 5)

2

60; 5

= 15; 56

Notons que 
ha
un des �

i

est sup�erieur �a 5 et que la taille de l'�e
hantillon (484) est sup�erieur �a 30.

Par 
ons�equent, on peut aÆrmer que A suit approximativement une loi du �

2

d

. Pour 
al
uler les �

i

, nous

n'avons pas eu besoin d'estimer de param�etres. Don
 le nombre de degr�es de libert�e de la loi est �egal �a

I � 1 = 8� 1 = 7.

Si l'on �xe le niveau du test �a � = 0; 05, la r�egion 
ritique du test 
orrespond �a rejeter H

0

si A prend

une valeur sup�erieure �a 


7;0;05

= 14; 1. Or A = 15; 56. On peut don
 rejeter H

0

, 
'est-�a-dire 
on
lure que

la 
lient�ele n'est pas r�epartie uniform�ement entre les 8 
aisses. �

Exemple 68 : Les tailles de 100 
lientes s�ele
tionn�ees au hasard dans le supermar
h�e ont �et�e regroup�ees en 12


lasses :


lasse de taille (en 
m) nombre de 
lientes

[145; 5; 148; 5[ 1

[148; 5; 151; 5[ 3

[151; 5; 154; 5[ 4

[154; 5; 157; 5[ 12

[157; 5; 160; 5[ 16

[160; 5; 163; 5[ 22

[163; 5; 166; 5[ 19

[166; 5; 169; 5[ 11

[169; 5; 172; 5[ 6

[172; 5; 175; 5[ 2

[175; 5; 178; 5[ 2

[178; 5; 181; 5[ 2

Total 100

Consid�erant 
es 100 observations 
omme un �e
hantillon repr�esentatif de la 
lient�ele f�eminine du su-

permar
h�e, on peut 
onfronter les hypoth�eses suivantes sur la variable X d�e�nie 
omme la taille X en


m d'une 
liente :

H

0

: X suit une loi normale

versus

H

1

: X ne suit pas une loi normale.

Tout 
omme dans l'exemple pr�e
�edent, les e�e
tifs observ�es sont donn�es dans l'�enon
�e du probl�eme.

Par 
ontre, le 
al
ul des e�e
tifs esp�er�es �

i

est plus d�eli
at. Pour le r�ealiser, il nous faut 
al
uler les

proportions p

i

de 
lientes qui, th�eoriquement si H

0

est vraie, devraient 
orrespondre �a 
ha
une des


lasses. �

i

sera alors �egal �a p

i

� la taille de l'�e
hantillon, soit 100� p

i

.

La premi�ere diÆ
ult�e vient du fait que la loi th�eorique sp�e
i��ee sous H

0


orrespond �a la distribution

d'une variable pouvant prendre n'importe quelle valeur r�eelle. Don
, sous H

0

, il pourrait y avoir des


lientes plus petites que 145,5 
m, ou bien plus grandes que 181,5 
m. A�n d'être 
ertain que la somme

des p

i

sur l'intervalle [145; 5; 181; 5[ est bien �egale �a 1, on doit 
onsid�erer que la premi�ere 
lasse repr�esente

la 
lasse <moins de 148,5 
m> et la derni�ere <plus de 178,5 
m>.

La deuxi�eme diÆ
ult�e vient de 
e que l'�enon
�e de H

0

ne permet pas de 
al
uler imm�ediatement les

p

i

. En e�et, pour les 
al
uler, il faudrait d'abord 
onnâ�tre les param�etres � et �

2

de la loi normale

sp�e
i��ee sous H

0

. Il nous faut don
 estimer 
es deux param�etres. D'apr�es la se
tion 7, on peut estimer �

par la moyenne de l'�e
hantillon observ�e, et �

2

par sa varian
e 
orrig�ee. I
i, un simple 
al
ul nous donne

� = 162; 66 et �

2

= 40; 71.
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On peut maintenant s'adonner au 
al
ul des p

i

: X � N(162; 66; 40; 71). Don


X�162;66

p

40;71

� N(0; 1).

D'o�u

p

1

= Prob(X < 148; 5) = Prob

�

X � 162; 66

p

40; 71

<

148; 5� 162; 66

p

40; 71

�

= Prob

�

X � 162; 66

p

40; 71

< �2; 22

�

= 0; 0132:

p

2

= Prob(148; 5 � X < 151; 5) = Prob

�

148; 5� 162; 66

p

40; 71

�

X � 162; 66

p

40; 71

<

151; 5� 162; 66

p

40; 71

�

= Prob

�

�2; 22 �

X � 162; 66

p

40; 71

< 1; 75

�

= 0; 0269:

De mani�ere analogue, on 
al
ule les autres p

i

. On obtient alors le r�esultat suivant :


lasse de taille e�e
tif proportion e�e
tif

(en 
m) observ�e n

i

th�eorique p

i

esp�er�e �

i

moins de 148; 5 1 0,0132 1,32

[148; 5; 151; 5[ 3 0,0269 2,69

[151; 5; 154; 5[ 4 0,0602 6,02

[154; 5; 157; 5[ 12 0,1087 10,87

[157; 5; 160; 5[ 16 0,1579 15,79

[160; 5; 163; 5[ 22 0,1848 18,48

[163; 5; 166; 5[ 19 0,1740 17,40

[166; 5; 169; 5[ 11 0,1320 13,20

[169; 5; 172; 5[ 6 0,0805 8,05

[172; 5; 175; 5[ 2 0,0396 3,96

[175; 5; 178; 5[ 2 0,0156 1,56

plus de 178; 5 2 0,0066 0,66

Total 100 1 100

On ne peut pas en
ore 
al
uler A 
ar 
ertaines 
lasses ont moins de 5 individus. Il va don
 falloir e�e
tuer

des regroupements de 
lasses. Nous allons don
 regrouper les trois premi�eres 
lasses (�

1

+�

2

+�

3

= 10; 03 >

5) et les trois derni�eres (�

10

+ �

11

+ �

12

= 6; 18 > 5). On obtient don
 le tableau suivant :

indi
e 
lasse de taille e�e
tif proportion e�e
tif

de 
lasse (en 
m) observ�e n

i

th�eorique p

i

esp�er�e �

i

1 moins de 154; 5 8 0,1003 10,03

2 [154; 5; 157; 5[ 12 0,1087 10,87

3 [157; 5; 160; 5[ 16 0,1579 15,79

4 [160; 5; 163; 5[ 22 0,1848 18,48

5 [163; 5; 166; 5[ 19 0,1740 17,40

6 [166; 5; 169; 5[ 11 0,1320 13,20

7 [169; 5; 172; 5[ 6 0,0805 8,05

8 plus de 172; 5 6 0,0618 6,18

Total 100 1 100

Il est maintenant possible de 
al
uler A =

8

X

i=1

(n

i

� �

i

)

2

�

i

. On obtient A = 2; 25. Ave
 
es 
lasses, tous

les e�e
tifs esp�er�es sont sup�erieurs �a 5. L'�e
hantillon a plus de 30 individus. Don
 A suit une loi du �

2

.

On a dû estimer deux param�etres � et �

2

. Don
 le nombre de degr�es de libert�e est 8 � 1 � 2 = 5. Par


ons�equent, A � �

2

5

. En �xant le niveau du test � �a 0,05, la r�egion 
ritique du test 
orrespond �a rejeter

H

0

si A prend une valeur sup�erieure �a 


5;0;05

= 11; 1. Or, i
i, A = 2; 25. Don
 on ne peut rejeter H

0

. On

peut don
 en 
on
lure que la variable <taille des 
lientes> suit une loi normale. �
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10.4 Test d'ind�ependan
e

La derni�ere appli
ation de la loi du �

2

que nous allons voir permet de tester si deux 
ara
t�eres provenant

d'une même population sont ind�ependants, 
'est-�a-dire si la valeur que prend l'un in
uen
e la valeur que prend

l'autre.

Pour pro
�eder �a un tel test, on pr�el�eve un �e
hantillon de n individus dans la population et on note pour


ha
un de 
es individus la valeur des deux 
ara
t�eres. Les n r�esultats sont habituellement pr�esent�es dans

un tableau re
tangulaire dont le nombre de lignes 
orrespond au nombre de 
lasses utilis�ees pour regrou-

per les valeurs du premier 
ara
t�ere, et dont le nombre de 
olonnes 
orrespond au nombre de 
lasses uti-

lis�ees pour regrouper le deuxi�eme 
ara
t�ere. D'une mani�ere g�en�erale, si on note X le premier 
ara
t�ere et Y

le se
ond, et si l'on note A

1

; A

2

; : : : ; A

I

les 
lasses du premier 
ara
t�ere et B

1

; B

2

; : : : ; B

J

les 
lasses du se-


ond, les r�esultats de l'�e
hantillonnage sont repr�esent�es en remplissant le tableau 
i-dessous, que l'on appelle

tableau de 
ontingen
e :

XnY B

1

B

2

� � � B

j

� � � B

J

A

1

n

11

n

12

� � � n

1j

� � � n

1J

A

2

n

21

n

22

� � � n

2j

� � � n

2J

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

A

i

n

i1

n

i2

� � � n

ij

� � � n

iJ

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

A

I

n

I1

n

I2

� � � n

Ij

� � � n

IJ

Les n

ij

repr�esentent le nombre d'individus pour lesquels X appartient �a la 
lasse A

i

et Y appartient �a la 
lasse

B

j

. L'id�ee du test d'ind�ependan
e est tout simplement de 
onstruire un test opposant les hypoth�eses H

0

: X

et Y sont ind�ependants, et H

1

: X et Y ne sont pas ind�ependants. Pour 
ela, on va 
omparer les e�e
tifs n

ij

observ�es ave
 les e�e
tifs esp�er�es �

ij

que l'on obtiendrait si H

0

�etait vraie. On 
al
ule alors une statistique

d'ajustement :

A =

I

X

i=1

J

X

j=1

(n

ij

� �

ij

)

2

�

ij

=

0

�

I

X

i=1

J

X

j=1

n

2

ij

�

ij

1

A

� n:

On peut d�emontrer que si la taille n de l'�e
hantillon est grande et si tous les e�e
tifs esp�er�es sous H

0

, �

ij

, sont

sup�erieurs ou �egaux �a 5, alors la statistique d'ajustement suit approximativement une loi �

2

d

, o�u le nombre

de degr�es de libert�e d est �egal �a (I�1)� (J �1). La r�egion 
ritique du test de niveau � est alors : <on rejette

H

0

si A prend une valeur sup�erieure �a 


d;�

>.

La diÆ
ult�e dans la 
onstru
tion d'un test d'ind�ependan
e r�eside dans le 
al
ul des e�e
tifs �

ij

esp�er�es

th�eoriquement si H

0

est vraie. Celui-
i n�e
essite la d�etermination des proportions th�eoriques p

ij

d'individus

pour lesquels, si H

0

�etait vraie, X appartiendrait �a la 
lasse A

i

et Y �a la 
lasse B

j

. En termes de probabilit�es,

p

ij

= Prob(X 2 A

i

; Y 2 B

j

):

Or, si H

0

est vraie, d'apr�es la page 33, on a :

Prob(X 2 A

i

; Y 2 B

j

) = Prob(X 2 A

i

)� Prob(Y 2 B

j

):

Or il est relativement ais�e de d�eterminer Prob(X 2 A

i

) et Prob(Y 2 B

j

). En e�et, Prob(X 2 A

i

) s'estime par

la proportion des individus de l'�e
hantillon pour lesquels X 2 A

i

. Autrement dit, 
ette probabilit�e est estim�ee

en divisant la somme des e�e
tifs observ�es sur la i

�eme

ligne du tableau de 
ontingen
e, que l'on note n

i�

, par la

taille n de l'�e
hantillon. De même, Prob(Y 2 B

j

) est estim�ee par la division de la somme des e�e
tifs observ�es

sur la j

�eme


olonne du tableau de 
ontingen
e, que l'on note n

�j

, par la taille n de l'�e
hantillon :

Prob(X 2 A

i

) =

n

i�

n

=

J

X

j=1

n

ij

n

et Prob(Y 2 B

j

) =

n

�j

n

=

I

X

i=1

n

ij

n
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On peut alors 
ompl�eter le tableau de 
ontingen
e ave
 les n

i�

et les n

�j

, pour obtenir :

XnY B

1

B

2

� � � B

j

� � � B

J

total

A

1

n

11

n

12

� � � n

1j

� � � n

1J

n

1�

A

2

n

21

n

22

� � � n

2j

� � � n

2J

n

2�

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

A

i

n

i1

n

i2

� � � n

ij

� � � n

iJ

n

i�

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

A

I

n

I1

n

I2

� � � n

Ij

� � � n

IJ

n

I�

total n

�1

n

�2

� � � n

�j

� � � n

�J

n

Il est alors assez simple de 
al
uler les �

ij

:

�

ij

= np

ij

= n�

n

i�

n

�

n

�j

n

=

n

i�

� n

�j

n

:

Exemple 69 : Un �e
hantillon de 200 
ontribuables est pr�elev�e a�n de v�eri�er si le revenu brut annuel d'un

individu est un 
ara
t�ere d�ependant du niveau de s
olarit�e de l'individu. Les r�esultats de l'�e
hantillon

sont r�esum�es dans le tableau 15. Celui-
i nous donne les valeurs des e�e
tifs observ�es n

ij

ainsi que les

classe de
revenu (en F)

14 et
plus

37

14

20

9

80

12

7

4

40

17

11

20

10

50

9

30

12

8

5

5

55

45

65

35

niveau de scolarité
(en années)

[75000;12000[

[0;75000[

[12000;20000[

200000 et plus

total n=200

[0,7[ [7,12[ [12,14[ total

Tab. 15 { Tableau re
ensant les valeurs des n

ij

.

sommes en ligne n

i�

et en 
olonne n

�j

. Les e�e
tifs esp�er�es th�eoriquement si H

0

est vraie s'obtiennent en

multipliant entre eux les n

i�

et les n

�j

, et en divisant le tout par n. Par exemple,

�

12

=

n

1�

� n

�2

n

=

45� 80

200

= 18;

�

34

=

n

3�

� n

�4

n

=

55� 30

200

= 8; 25:

Apr�es 
al
ul de tous les �

ij

, on obtient le tableau 16.

classe de
revenu (en F)

14 et
plus

niveau de scolarité
(en années)

[75000;12000[

[0;75000[

[12000;20000[

200000 et plus

total n=200

[0,7[ [7,12[ [12,14[ total

55

45

65

355,25

8,25

9,75

6,75

13,75

8,75

11,25

16,2526,00

18,00

22,00

14,00

13,00

11,00

7,00

9,00

40 80 50 30

Tab. 16: Tableau re
ensant les valeurs des �

ij

.



Se
tion 10. Loi du �

2

, intervalle de 
on�an
e sur �

2

, test d'ajustement et d'ind�ependan
e 121

La taille de l'�e
hantillon est grande (200). De plus, on peut remarquer dans le tableau 16 que tous les �

ij

sont sup�erieurs ou �egaux �a 5. Par 
ons�equent, sous H

0

, la statistique d'ajustement suivante

A =

0

�

I

X

i=1

J

X

j=1

n

2

ij

�

ij

1

A

� n

suit une loi �

2

d

, o�u d = (I � 1) � (J � 1) = 3 � 3 = 9 (puisqu'il y a I = 4 
lasses de valeurs pour le

premier 
ara
t�ere, et J = 4 
lasses pour le deuxi�eme 
ara
t�ere). En utilisant un niveau � = 0; 05, on

rejette H

0

si la valeur de A est sup�erieure �a 


9;0;05

= 16; 9. Si l'on 
al
ule A, on trouve la valeur : 34,06.

Par 
ons�equent, on doit rejeter H

0

: on 
on
lut qu'il y a une d�ependan
e entre le revenu et le niveau de

s
olarit�e dans la population �etudi�ee (quelque part, 
'est tout de même rassurant !). �

10.5 Exer
i
es

Exer
i
e 1 Des tests ont �et�e e�e
tu�es sur un �e
hantillon de 25 voitures d'un même mod�ele a�n de d�eterminer la


onsommation d'essen
e de 
e type de v�ehi
ule. Les r�esultats, en nombre de litres pour 100 km, sont 
onsign�es

dans le tableau suivant :

8,1 8,2 7,9 8,4 8,4

8,2 8,3 8,0 8,0 8,2

8,6 8,4 7,9 8,3 8,0

8,3 8,1 8,5 8,2 8,2

8,1 8,2 8,5 8,3 8,4

Donnez des estimations pon
tuelles et par intervalle de 
on�an
e de la moyenne � et de la varian
e �

2

de

la 
onsommation d'essen
e. On utilisera un niveau � = 0; 05 et on supposera que la variable 
onsommation

d'essen
e suit une loi normale.

Exer
i
e 2 Il y a 
inq ans, les statisti
iens du laboratoire d'informatique de Paris 6 (LIP6) ont �etabli que les

s
ores des 
her
heurs �a Tetris suivaient une loi N(134500; 125000). R�e
emment, ils ont 
hoisi 30 personnes au

hasard et leur ont demand�e quels s
ores ils avaient a
tuellement au Tetris. Ils ont ainsi obtenu une moyenne de

142300 et une varian
e 
orrig�ee de 112700. Au niveau 5%, testez s'il y a eu une modi�
ation des param�etres �

et �

2

.

Exer
i
e 3 Tirer des nombres al�eatoires sur ordinateur est, 
ontrairement �a 
e que l'on pourrait 
roire, une

tâ
he assez 
omplexe �a r�ealiser. Un nouvel algorithme a �et�e d�evelopp�e �a 
et e�et et nous nous demandons si les

nombres qu'il fournit sont bien al�eatoires. Il nous faudra une batterie de tests pour pouvoir d�e
ider si l'algorithme

est bon. Parmi 
eux-
i, il en existe un relativement simple : supposons que l'algorithme ne nous fournit que

des nombres entre 0 et 9. Si 
es nombres sont vraiment tir�es al�eatoirement, alors en en tirant suÆsamment, on

devrait se rappro
her d'une loi uniforme : probabilit�e 1/10

�eme

de 
hoisir n'importe quel nombre entre 0 et 9.

On a don
 fait tourn�e l'algorithme 260 fois et on a obtenu les r�esultats suivants :

Valeur e�e
tif

0 28

1 18

2 23

3 33

4 25

5 33

6 18

7 19

8 25

9 28
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�

A l'aide d'un test d'ajustement, testez si les nombres 0 �a 9 sont distribu�es uniform�ement. Utilisez un niveau

de test � = 0; 05.

Exer
i
e 4 Dans un �e
hantillon al�eatoire de 240 personnes, on a re
ueilli l'information suivante sur l'âge et sur

le type de sport le plus fr�equemment pratiqu�e �a Jussieu :

activité
sportive

âge

jogging

natation

ping pong

15

15

20

[25; 30[ ans[20; 25[ ans
plus demoins de

20 ans 30 ans

20

10

10

15

20

30

30

25

30

Au niveau � = 0; 05, peut-on 
on
lure que le type de sport le plus fr�equemment pratiqu�e �a Jussieu est

d�ependant de l'âge du 
apitaine ?
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10.6 Table de la loi du �

2

0

valeurs dans le tableau


i-dessous : les 


n;�

tels que Prob(Z > 


n;�

) = �

�




n;�

Z

n n � 0,995 0,99 0,975 0,95 0,90 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005

1 0,0000393 0,000157 0,000982 0,00393 0,0158 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88

2 0,0100 0,0201 0,0506 0,103 0,211 4,61 5,99 7,38 9,21 10,6

3 0,0717 0,115 0,216 0,352 0,584 6,25 7,81 9,35 11,3 12,8

4 0,207 0,297 0,484 0,711 1,06 7,78 9,49 11,1 13,3 14,9

5 0,412 0,554 0,831 1,15 1,61 9,24 11,1 12,8 15,1 16,7

6 0,676 0,872 1,24 1,64 2,20 10,6 12,6 14,4 16,8 18,5

7 0,989 1,24 1,69 2,17 2,83 12,0 14,1 16,0 18,5 20,3

8 1,34 1,65 2,18 2,73 3,49 13,4 15,5 17,5 20,1 22,0

9 1,73 2,09 2,70 3,33 4,17 14,7 16,9 19,0 21,7 23,6

10 2,16 2,56 3,25 3,94 4,87 16,0 18,3 20,5 23,2 25,2

11 2,60 3,05 3,82 4,57 5,58 17,3 19,7 21,9 24,7 26,8

12 3,07 3,57 4,40 5,23 6,30 18,5 21,0 23,3 26,2 28,3

13 3,57 4,11 5,01 5,89 7,04 19,8 22,4 24,7 27,7 29,8

14 4,07 4,66 5,63 6,57 7,79 21,1 23,7 26,1 29,1 31,3

15 4,60 5,23 6,26 7,26 8,55 22,3 25,0 27,5 30,6 32,8

16 5,14 5,81 6,91 7,96 9,31 23,5 26,3 28,8 32,0 34,3

17 5,70 6,41 7,56 8,67 10,1 24,8 27,6 30,2 33,4 35,7

18 6,26 7,01 8,23 9,39 10,9 26,0 28,9 31,5 34,8 37,2

19 6,84 7,63 8,91 10,1 11,7 27,2 30,1 32,9 36,2 38,6

20 7,43 8,26 9,59 10,9 12,4 28,4 31,4 34,2 37,6 40,0

21 8,03 8,90 10,3 11,6 13,2 29,6 32,7 35,5 38,9 41,4

22 8,64 9,54 11,0 12,3 14,0 30,8 33,9 36,8 40,3 42,8

23 9,26 10,2 11,7 13,1 14,8 32,0 35,2 38,1 41,6 44,2

24 9,89 10,9 12,4 13,8 15,7 33,2 36,4 39,4 43,0 45,6

25 10,5 11,5 13,1 14,6 16,5 34,4 37,7 40,6 44,3 46,9

26 11,2 12,2 13,8 15,4 17,3 35,6 38,9 41,9 45,6 48,3

27 11,8 12,9 14,6 16,2 18,1 36,7 40,1 43,2 47,0 49,6

28 12,5 13,6 15,3 16,9 18,9 37,9 41,3 44,5 48,3 51,0

29 13,1 14,3 16,0 17,7 19,8 39,1 42,6 45,7 49,6 52,3

30 13,8 15,0 16,8 18,5 20,6 40,3 43,8 47,0 50,9 53,7
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11 Liste des tables des lois usuelles

11.1 Table de la loi normale 
entr�ee r�eduite

0

valeurs dans le tableau


i-dessous : les �

tels que Prob(Z > z

�

) = �

�

z

�

z

�

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,5000 0,4960 0,4920 0,4880 0,4840 0,4801 0,4761 0,4721 0,4681 0,4641

0,1 0,4602 0,4562 0,4522 0,4483 0,4443 0,4404 0,4364 0,4325 0,4286 0,4247

0,2 0,4207 0,4168 0,4129 0,4090 0,4052 0,4013 0,3974 0,3936 0,3897 0,3859

0,3 0,3821 0,3783 0,3745 0,3707 0,3669 0,3632 0,3594 0,3557 0,3520 0,3483

0,4 0,3446 0,3409 0,3372 0,3336 0,3300 0,3264 0,3228 0,3192 0,3156 0,3121

0,5 0,3085 0,3050 0,3015 0,2981 0,2946 0,2912 0,2877 0,2843 0,2810 0,2776

0,6 0,2743 0,2709 0,2676 0,2643 0,2611 0,2578 0,2546 0,2514 0,2483 0,2451

0,7 0,2420 0,2389 0,2358 0,2327 0,2297 0,2266 0,2236 0,2206 0,2177 0,2148

0,8 0,2119 0,2090 0,2061 0,2033 0,2005 0,1977 0,1949 0,1922 0,1894 0,1867

0,9 0,1841 0,1814 0,1788 0,1762 0,1736 0,1711 0,1685 0,1660 0,1635 0,1611

1,0 0,1587 0,1562 0,1539 0,1515 0,1492 0,1469 0,1446 0,1423 0,1401 0,1379

1,1 0,1357 0,1335 0,1314 0,1292 0,1271 0,1251 0,1230 0,1210 0,1190 0,1170

1,2 0,1151 0,1131 0,1112 0,1093 0,1075 0,1056 0,1038 0,1020 0,1003 0,0985

1,3 0,0968 0,0951 0,0934 0,0918 0,0901 0,0885 0,0859 0,0853 0,0838 0,0823

1,4 0,0808 0,0793 0,0778 0,0764 0,0749 0,0735 0,0722 0,0708 0,0694 0,0681

1,5 0,0668 0,0655 0,0643 0,0630 0,0618 0,0606 0,0594 0,0582 0,0571 0,0559

1,6 0,0548 0,0537 0,0526 0,0516 0,0505 0,0495 0,0485 0,0475 0,0466 0,0455

1,7 0,0446 0,0436 0,0427 0,0418 0,0409 0,0401 0,0392 0,0384 0,0375 0,0367

1,8 0,0359 0,0352 0,0344 0,0336 0,0329 0,0322 0,0314 0,0307 0,0301 0,0294

1,9 0,0287 0,0281 0,0274 0,0268 0,0262 0,0256 0,0250 0,0244 0,0239 0,0233

2,0 0,0228 0,0222 0,0217 0,0212 0,0207 0,0202 0,0197 0,0192 0,0188 0,0183

2,1 0,0179 0,0174 0,0170 0,0166 0,0162 0,0158 0,0154 0,0150 0,0146 0,0143

2,2 0,0139 0,0136 0,0132 0,0129 0,0126 0,0122 0,0119 0,0116 0,0113 0,0110

2,3 0,0107 0,0104 0,0102 0,0099 0,0096 0,0094 0,0091 0,0089 0,0087 0,0084

2,4 0,0082 0,0080 0,0078 0,0075 0,0073 0,0071 0,0069 0,0068 0,0066 0,0063

2,5 0,0062 0,0060 0,0059 0,0057 0,0055 0,0054 0,0052 0,0051 0,0049 0,0047

2,6 0,0047 0,0045 0,0044 0,0043 0,0042 0,0041 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036

2,7 0,0035 0,0034 0,0033 0,0032 0,0031 0,0030 0,0029 0,0028 0,0027 0,0026

2,8 0,0026 0,0025 0,0024 0,0023 0,0023 0,0022 0,0021 0,0021 0,0020 0,0019

2,9 0,0019 0,0018 0,0018 0,0017 0,0016 0,0016 0,0015 0,0015 0,0014 0,0014

3,0 0,0014 0,0013 0,0013 0,0012 0,0012 0,0011 0,0011 0,0011 0,0010 0,0010

3,1 0,0010 0,0009 0,0009 0,0009 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008 0,0007 0,0007

3,2 0,0007 0,0007 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0005 0,0005 0,0005

3,3 0,0005 0,0005 0,0005 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0003

3,4 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0002

3,5 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002

3,6 0,0002 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001

3,7 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
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11.2 Table de la loi de Student

0

valeurs dans le tableau


i-dessous : les t

n;�

tels que Prob(Z > t

n;�

) = �

�

t

n;�

n n � 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001

1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 318,309

2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 22,327

3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 10,215

4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173

5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 5,893

6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208

7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785

8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501

9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297

10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144

11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025

12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930

13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852

14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787

15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733

16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686

17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646

18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,610

19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579

20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552

21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,527

22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505

23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485

24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467

25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450

26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435

27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421

28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408

29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396

30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385

31 1,309 1,696 2,040 2,453 2,744 3,375

32 1,309 1,694 2,037 2,449 2,738 3,365

33 1,308 1,692 2,035 2,445 2,733 3,356

34 1,307 1,691 2,032 2,441 2,728 3,348

35 1,306 1,690 2,030 2,438 2,724 3,340

36 1,306 1,688 2,028 2,434 2,719 3,333

37 1,305 1,687 2,026 2,431 2,715 3,326
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n n � 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001

38 1,304 1,686 2,024 2,429 2,712 3,319

39 1,304 1,685 2,023 2,426 2,708 3,313

40 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307

41 1,303 1,683 2,020 2,421 2,701 3,301

42 1,302 1,682 2,018 2,418 2,698 3,296

43 1,302 1,681 2,017 2,416 2,695 3,291

44 1,301 1,680 2,015 2,414 2,692 3,286

45 1,301 1,679 2,014 2,412 2,690 3,281

46 1,300 1,679 2,013 2,410 2,687 3,277

47 1,300 1,678 2,012 2,408 2,685 3,273

48 1,299 1,677 2,011 2,407 2,682 3,269

49 1,299 1,677 2,010 2,405 2,680 3,265

50 1,299 1,676 2,009 2,403 2,678 3,261

51 1,298 1,675 2,008 2,402 2,676 3,258

52 1,298 1,675 2,007 2,400 2,674 3,255

53 1,298 1,674 2,006 2,399 2,672 3,251

54 1,297 1,674 2,005 2,397 2,670 3,248

55 1,297 1,673 2,004 2,396 2,668 3,245

56 1,297 1,673 2,003 2,395 2,667 3,242

57 1,297 1,672 2,002 2,394 2,665 3,239

58 1,296 1,672 2,002 2,392 2,663 3,237

59 1,296 1,671 2,001 2,391 2,662 3,234

60 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232

61 1,296 1,670 2,000 2,389 2,659 3,229

62 1,295 1,670 1,999 2,388 2,657 3,227

63 1,295 1,669 1,998 2,387 2,656 3,225

64 1,295 1,669 1,998 2,386 2,655 3,223

65 1,295 1,669 1,997 2,385 2,654 3,220

66 1,295 1,668 1,997 2,384 2,652 3,218

67 1,294 1,668 1,996 2,383 2,651 3,216

68 1,294 1,668 1,995 2,382 2,650 3,214

69 1,294 1,667 1,995 2,382 2,649 3,213

70 1,294 1,667 1,994 2,381 2,648 3,211

71 1,294 1,667 1,994 2,380 2,647 3,209

72 1,293 1,666 1,993 2,379 2,646 3,207

73 1,293 1,666 1,993 2,379 2,645 3,206

74 1,293 1,666 1,993 2,378 2,644 3,204

75 1,293 1,665 1,992 2,377 2,643 3,202

1 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090
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11.3 Table de la loi du �

2

0

valeurs dans le tableau


i-dessous : les 


n;�

tels que Prob(Z > 


n;�

) = �

�




n;�

Z

n n � 0,995 0,99 0,975 0,95 0,90 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005

1 0,0000393 0,000157 0,000982 0,00393 0,0158 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88

2 0,0100 0,0201 0,0506 0,103 0,211 4,61 5,99 7,38 9,21 10,6

3 0,0717 0,115 0,216 0,352 0,584 6,25 7,81 9,35 11,3 12,8

4 0,207 0,297 0,484 0,711 1,06 7,78 9,49 11,1 13,3 14,9

5 0,412 0,554 0,831 1,15 1,61 9,24 11,1 12,8 15,1 16,7

6 0,676 0,872 1,24 1,64 2,20 10,6 12,6 14,4 16,8 18,5

7 0,989 1,24 1,69 2,17 2,83 12,0 14,1 16,0 18,5 20,3

8 1,34 1,65 2,18 2,73 3,49 13,4 15,5 17,5 20,1 22,0

9 1,73 2,09 2,70 3,33 4,17 14,7 16,9 19,0 21,7 23,6

10 2,16 2,56 3,25 3,94 4,87 16,0 18,3 20,5 23,2 25,2

11 2,60 3,05 3,82 4,57 5,58 17,3 19,7 21,9 24,7 26,8

12 3,07 3,57 4,40 5,23 6,30 18,5 21,0 23,3 26,2 28,3

13 3,57 4,11 5,01 5,89 7,04 19,8 22,4 24,7 27,7 29,8

14 4,07 4,66 5,63 6,57 7,79 21,1 23,7 26,1 29,1 31,3

15 4,60 5,23 6,26 7,26 8,55 22,3 25,0 27,5 30,6 32,8

16 5,14 5,81 6,91 7,96 9,31 23,5 26,3 28,8 32,0 34,3

17 5,70 6,41 7,56 8,67 10,1 24,8 27,6 30,2 33,4 35,7

18 6,26 7,01 8,23 9,39 10,9 26,0 28,9 31,5 34,8 37,2

19 6,84 7,63 8,91 10,1 11,7 27,2 30,1 32,9 36,2 38,6

20 7,43 8,26 9,59 10,9 12,4 28,4 31,4 34,2 37,6 40,0

21 8,03 8,90 10,3 11,6 13,2 29,6 32,7 35,5 38,9 41,4

22 8,64 9,54 11,0 12,3 14,0 30,8 33,9 36,8 40,3 42,8

23 9,26 10,2 11,7 13,1 14,8 32,0 35,2 38,1 41,6 44,2

24 9,89 10,9 12,4 13,8 15,7 33,2 36,4 39,4 43,0 45,6

25 10,5 11,5 13,1 14,6 16,5 34,4 37,7 40,6 44,3 46,9

26 11,2 12,2 13,8 15,4 17,3 35,6 38,9 41,9 45,6 48,3

27 11,8 12,9 14,6 16,2 18,1 36,7 40,1 43,2 47,0 49,6

28 12,5 13,6 15,3 16,9 18,9 37,9 41,3 44,5 48,3 51,0

29 13,1 14,3 16,0 17,7 19,8 39,1 42,6 45,7 49,6 52,3

30 13,8 15,0 16,8 18,5 20,6 40,3 43,8 47,0 50,9 53,7
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biais, 84
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ontinu, 5

dis
ret, 5
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art-type, 21

�etendue, 19

m�ediane, 19

moyenne, 16
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entre, 13
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�e
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multi-�etapes, 61

strati��e, 60

syst�ematique, 60

e�e
tif, 5

absolu, 5

esp�er�e, 116

observ�e, 116

relatif, 5

�epreuve

binômiale, 62

de Bernoulli, 62

erreur d'estimation, 93

esp�eran
e, 58

loi binômiale, 65

estimateur, 84

biais�e, 84


onvergent, 84

non biais�e, 84

estimation

erreur, 93

intervalle de 
on�an
e, 87

moyenne, 88, 89, 91, 92

proportion de su

�es, 93

varian
e, 113

pon
tuelle, 81, 87

moyenne, 81, 84
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�es, 83, 84

varian
e, 85

�etendue, 19

�ev�enement, 25


ertain, 25

disjoint, 25

�el�ementaire, 25

�equiprobable, 26

impossible, 25

in
ompatible, 25

ind�ependant, 33

�eviden
e, 47

exp�erien
e al�eatoire, 25

fon
tion de densit�e, 28

fr�equen
e, 5


umul�ee, 19

histogramme, 12

hypermatri
e, 45

op�erations sur, 45

hypoth�ese


ompos�ee, 99


ontre-hypoth�ese, 99

nulle, 99

simple, 99

ind�ependan
e, 33

ind�ependan
e 
onditionnelle, 41

ind�ependan
e marginale

de variables al�eatoires, 40

individu, 4
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normale, 67


entr�ee r�eduite, 68
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e, 88
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ation, 101
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observation, 47

o
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e, 66
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probabilit�e, 26, 27

a posteriori, 42, 47

a priori, 42

axiomatique de Kolmogoro�, 25


onditionnelle, 29

ind�ependan
e, 33

justi�
ation de Cox, 24

loi des grands nombres, 27

obje
tive, 24

subje
tive, 24

th�eor�eme de Bayes, 30

uniforme, 26

puissan
e, 101

qualitatif, 4

quantile, 19


entile, 19

d�e
ile, 19

m�ediane, 19

quartile, 19

quintile, 19

quantitatif, 4

quartile, 19

quintile, 19

r�egion 
ritique, 100, 104, 107, 115

r�egion de rejet, 100
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repr�esentation
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histogramme, 12

statistique d'ajustement, 116, 119

statistique des
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tableau de 
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2

, 115

test d'hypoth�ese, 99

bilat�eral, 99
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niveau de signi�
ation, 101

niveau de test, 101
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e, 101
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ritique, 100, 104, 107, 115
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signi�
atif, 105
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th�eor�eme de Bayes, 30

univers, 25
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statistique, 4, 58
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e, 20, 58


orrig�ee, 85

loi binômiale, 65


