ISUP — module d’optimisation année 2009-2010

‘ISUP — Examen d’optimisationl

Durée : 2 heures 30

Seuls documents autorisés :
Les calculatrices.

Exercice 1 (3 points) — Dualité

Ecrivez le dual du programme linéaire suivant :

min 3xr; + 9 — 2x3

s.c. ¥1 —4xy 4+ 8x3+ x4 — 205 = 4

(PL) T — X9+ 223+ 224 + x5 > D
200 — X9 + X3 — T4 < 13

r1 + X9 + Ox3 + 3x; = 15

X1, T2 ZO,$4§O
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On commence par changer x4, en —x4 afin d’avoir des variables soit positives ou nulles,
soit sans signe. On remplace également le min par un max. Enfin, on change le > en <':

max —3x; — o + 23
S.C. r1 — 4xy + 8x3 — x4 — 205 = 4
—T1 + To — 23+ 224 — x5 < —D
201 — X9 + x3 + Txy < 13
T + X9 + dxs3 + 3z = 15

L1, X2, T4 Z 0
Maintenant, on peut calculer le dual comme nous 'avons traité en cours :

min  4y; — dys + 13y3 + 15y,
sc.  y1— Yyt 23+ oy
4y + - Y3+ Wy
8y1 — 2y + Y3 + Oy
—y1 + 2y + Ty3
—2y1 — o + 3y
y2,y3 = 0

IV VIV
OO[\DPl—‘C«O
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Exercice 2 (4 points) — Optimisation non linéaire

Soit le programme non linéaire :

min — log 1 + x% + 221709 — 371
s.c. xi+ w5 <2

L1X9 S 1
X S 1

L’hypothese de qualification des contraintes est-elle vérifiée pour le point x =
(1,1) 7 Justifiez mathématiquement votre réponse.
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Notons gi(x1,z) = 1 + x5 — 2, go(w) = w129 — 1, g3(x) = v1 — 1, gu(w) = 1/2 — 2
et f(x) = —logx + ZC% + 22129 — 321. On veut donc minimiser f sous les contraintes
gi(z) <0, comme vu en cours.

Les contraintes serrées sont les 3 premieres. Les directions admissibles sont les (dy, ds)
(aussi petits que possible) tels que :

(I+d)*+(1+dy)*—2<0
(1+d)(1+dy) —1 <0
(1+d)—1 <0

La premiere contrainte implique que dy + dy < 0 (car dy, dy peuvent étre tres petits
et donc d? est beaucoup plus petit que d;). Pour la méme raison, la 2eme contrainte
implique que d; + dy < 0. Enfin, la 3eme implique que d; < 0. Donc les directions
admissibles sont :

D:{<d17d2>2d1 < (et d1—|—d2§0}.

Calculons maintenant les directions d pour lesquelles ﬁgi(x)Td <0,7=1,23. Cela
revient a calculer les d telles que 2d; 4+ 2ds < 0, dy + dy < 0 et d; < 0. Autrement dit,
ce sont les directions de D. On a donc bien la qualification des contraintes.

Le point (1, 1) peut-il étre un optimum local 7 Justifiez votre réponse.
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Les conditions de Kuhn et Tucker sont nécessaires pour que (1, 1) soit un optimum local.
Elles correspondent a :

6]‘;(:1:) + MV () + MV (2) + AVgs(z) + MVau(z) =0,
)\ZVLC]Z(Q?) =0

ol les \; sont positifs ou nuls. Pour le point (1, 1), cela implique que Ay = 0 et :

() (3)en(1)+5(8) -0

Il est clair qu’il n'y a aucune solution avec \; > 0. Donc le point (1,1) ne peut étre
optimal.
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Exercice 3 (6 points) — Simplexe

Soit le programme linéaire :

max 8 — 2Ty — x5 + 224
s.c. —3x] + 2x9 + 13 + dxg =3
—4x1 + 229 + X4 — Tg=29>
23314-2332 +ZE5—|—2.CE6:5

L1, X2, X3y T4y L5, L6 > 0

Déterminez une base réalisable.

La base (x3, x4, x5) est bien évidemment réalisable.

Effectuez une itération du simplexe en partant de cette base et en appliquant la
regle du plus grand coeflicient.
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L1, L2y X3y T4y L5, L6 > 0

D’ou le tableau :

L1, X2, X3y T4, L5, L6 > 0

max 2x; + 6xy + 2x4 + 10
s.c. —3x1 + 219 + I3 + dxg = 3
—4x1 + 29 + x4 — Tg= D

201 + 2x9 + x5 + 226 = O

max 1lx; — 33 — 10x¢ + 19
S.C. —%xl + o9 + %.1’3 + 2x6 = %
—I1 — X3+ X4 — 0T = 2
55131 — XT3 + X5 — 21’6 = 2

La premiere opération a effectuer consiste a exprimer toutes les lignes du simplexe, et en
particulier la fonction objectif, en fonction des variables hors base. On obtient donc :

Si 'on applique la regle du plus grand coeflicient, on doit donc faire entrer x5 en base.
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Soit le programme linéaire :

max x1 — 41y + x3 — 224 — T5 + 225

S.c. 2x1 + 2x9 + + x4 + 4z =5
—T1 + 510+ 13+ Ty — 15 — Tg =2
3331+2£I]2 —|—$5—|—2£U6:2

L1, X2y X3y T4y L5y L6 > 0

La base (x4, x3, x5) est-elle réalisable ? Justifiez votre réponse.

D’apres les équations, cette base a pour valeur (x4, x3, x5) = (5, —1, 2). Etant donné que
x3 est négatif, la base n’est pas réalisable.

Exercice 4 (3 points) — Meéthode révisée du simplexe

Soit le programme linéaire :

max 1029 4+ 1223 + 44 —250
s.c. —4dx1 + 2x9 + 4dx3 + 2x4 + 75 = 92
—4561 + 21’2 + Xr3 — 25134 + T = 2
—4x1 + 229 + 213 + 214 + X7 = 12

201 + 3x9 — X3 + 214 + Xy = 2

X1, 9, T3, T4, Ts5, Tg, L7, Ly > 0
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Réalisez une itération de la méthode révisée du simplexe en partant de la base (g, 3, 1, 3).

Tout d’abord, on calcule I'inverse de la base B

"1/21 =3/2 07

B_ | 1/20-1/20
“1/40 —-1/2 0
000 1/21

ainsi que ¢y = [0 12 0 0]. On en déduit donc que y! = cEkB™ 1 =6 0 —6 0
et que ajg = [10 20 7 8]. Testons si x5 peut entrer en base : on calcule y'as, ol as
représente la colonne du programme linéaire correspondant a la variable o, autrement
dit, al = [2 2 2 3]. On obtient alors y'as = 0. Or ¢y, le coefficient de x dans la

fonction objectif est égal & 12. Donc ¢y > y'as et o9 peut effectivement entrer en base.
On calcule maintenant d = B~'a; = [0 0 — 1/2 4]. Maintenant, il faut calculer la
plus grande valeur de ¢ pour laquelle g —td > 0. Donc t = 2 et la variable sortante est
xs. La nouvelle base est donc (xg, 3, 1, 2) = (10, 20, 6, 2).

Exercice 5 (4 points) — gradient

Soit la fonction f : R® +— R définie par f(z) = 27 + 323. On cherche a minimiser f sur
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RQ
En partant du point 2° = (2,2), a quel point x! arrive-t-on si 'on applique une
itération de la méthode du gradient ?

Vf(x ):(2:1:1,6:62) Donc z! = 2° — AV f(2°) = (2 — 4),2 — 12)).
o) = fla— XV S(") = (2~ AP + 32— 120)? o
P'(N) = (—4)2(2—4N)+3(—12)2(2—12X) = 32x (28A=5). Dot ¢'(A) = 0 = A = 3.
1 N £(0 2 5 | 4 -
Donc z! = 2' — AV f(2") = [2] — 5 [12] = [_1]

7

En partant du point 2° = (1, 1), a quel point 2’ arrive-t-on si 'on applique une
itération de la méthode du gradient ?

Vf(x ):(2:1:1,6x2) Donc z* = 22 — AV f(2?) = (1 — 2X\,1 — 6).
P(A) = fla* = AV f(2?)) = (1 = 20)* + 3(1 — 6X)* ~ ~
©'(A) = (—=2)2(1 = 2\) +3(—6)2(1 — 6)) = 8 x (28X —5)). D'ott ¢'(A) =0 = \ = 2.

R I £ 28
onc 8 = x° — AV f(2?) = = m gl = | A
14




