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A si min__pn f(x) obtenu pour X tel que g;(x) < 0 Vi
alors X optimum du probléme sans contraintes

Sinon le min de f(x) sous contraintes obtenu pour X sur la
frontiere des réalisables

Méthode du gradient projeté = méthode primale

Méthode du gradient projeté

Principe : adapter les méthodes de gradient des problemes
d’optimisation sans contrainte

— projeter les déplacements sur la frontiére de la région
des réalisables

— génération d’'une séquence de points réalisables

Exemple : méthode de Rosen (1960)

 Méthode du gradient projeté

Méthodes primales / duales

@f:R"—R
@ min f(x)
s.c. gi(x)<0,i={1,....m}, xeR"

Méthodes primales / duales

@ meéthodes primales :

@ génération d’'une séquence de solutions, i.e., de points
satisfaisant les contraintes

@ séquence — fait décroitre f = propriété anytime

@ méthodes difficiles a implanter et a calibrer

@ méthodes duales :
@ résolution d’'une séquence de problemes d’optimisation
sans contraintes = utilisation du lagrangien
@ meéthodes plus robustes que les primales et convergence
plus facile a assurer
@ pas de propriété anytime

v
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Méthode du gradient projeté de Rosen

Idée : projeter le gradient sur la frontiére des réalisables
= chemin sur la frontiére dans la direction de la
plus grande pente

— fonctionne essentiellement avec de contraintes linéaires :

—VF(xk)

contraintes linéaires = le déplacement reste sur 'ensemble
des réalisables
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Probleme non linéaire avec contraintes linéaires Résolution de (P) par la méthode de Rosen (1/9)

min f(x)
min f(X)T (P) o alx<b, i€k
P . : ' (& .
(P) s.C. a'TX <b, ieh alx=b, i€h
aj x = b, i€b
@ On suppose qu’on connait une solution x
Remarques : — au pire, utiliser un simplexe pour trouver un x
@ pas de contraintes de signes sur les x; = incluses dans / @P={ieh:alx=b}ub
@ les contraintes de k peuvent étre transformées en = ensemble des contraintes serrées
(dédoublement) @ A = matrice composée des lignes a/, i € I°

@ Rosen — déplacements réalisables

Prochains slides : résolution de (P) par la méthode de Rosen — si d est une direction alors a’d — 0 Vi € [°
1

— A%d =0
Résolution de (P) par la méthode de Rosen (2/9) Résolution de (P) par la méthode de Rosen (3/9)
Déplacement d — faire décroitre
— minimiser V(x)7d @ A® matrice g x n, g < n, de rang q
= les a/ sont linéairement indépendants
Principe géenéral de la méthode (pas de dégénérescence)
@ partir d’'un point x réalisable @ la solution optimale du probleme :
Q calculel;une direction d solution de : min V£(x)Td
mian(x)Td A%d =0
J#a=0 " lal =1
d|| =1 -
. Idl _ est d =¥/||y|, ou ¥ = projection de —Vf(x) sur {y : A%y = 0}
© se déplacer selon d pour obtenir un nouvel x - » ~
Q si l'on n’est pas sur 'optimum, revenir en @ @y =—-PVI(x)=— (’d — AT [AOAOT] AO) Vi(x)
PY = matrice de projection sur {y : Ay =0}
Probleme : peut-on résoudre ce probleme rapidement ? Id — matrice identite J

Cours 13 : Méthodes de gradient 7/15 | Cours 13 : Méthodes de gradient 8/15



Résolution de (P) par la méthode de Rosen (4/9)

Démonstration : |

soit S° = {y : Ay = 0}

soit S% = sous-espace orthogonal & S° dans R”

VxeR" JyeSPetdze SOl telsque x =y + 2

— en particulier —Vf(x) =y +z

— —Vix)Td=y"d+Zz"d

Orde S —z"d=0= —Vf(x)'d=y'd

— Vf(x)"d minimal quand ¥” d maximal

de 8 |d|=1etye S® = y'd maximal pour d = y/|[¥|

— il reste maintenant a trouver I'expression de y
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Résolution de (P) par la méthode de Rosen (6/9)

Rappel du théoreme

La solution optimale du probleme :
min Vf(x)"d
sc. Ad=0, |d||=1

est d = y/|y||, ot ¥ = projection de —Vf(x) sur {y : A% = 0}

oty = — (Id — A°T [AOA0T) " A0) Vif(x)

si y # 0 alors y est une direction de descente de gradient :

Vi) Ty=-(y"+2")y=-y'y<0
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Résolution de (P) par la méthode de Rosen (5/9)

caractérisation de y : |

remarque : SOt est le sous-espace de R" généré par les
colonnes de A%

— VZze S Jutelquez=ATu

— Jutel que —Vf(x) =y + ATu

ye S — Ay =0 = Ay = —A'Vf(x) — AA%Tu =0

Or A% de rang g = A%A°T inversible

—s u=— [AAT] T AV (x)

Y = —Vi(x) — ATu = —Vf(x) + AT [AOA0T] " A0V £(x)

=~ (1d — AT [A2A°T] 7" %) Vf(x)
CQFD

Résolution de (P) par la méthode de Rosen (7/9)

Rappel de la méthode de Rosen

@ partir d’'un point x réalisable

©Q calculer la direction d = y/||y||

© se déplacer selon d pour obtenir un nouvel x réalisable
Q si 'on n’est pas sur I'optimum, revenir en @

on peut calculer la longueur de déplacement max selon d :
ouX={xeR":ax<bViecletax=0bjVie b}

prochain point réalisable : X’ = x +ay aveca@ = min

a€[0,amax]

f(x + ay)

en x’, recalculer la nouvelle matrice de projection, etc




Résolution de (P) par la méthode de Rosen (8/9) Résolution de (P) par la méthode de Rosen (9/9)

Probléme : | etsiy=07? Doncsiy=0etu>0:
y = —ﬁf(x) _ ATy Kuhn et Tucker = x est un optimum local

Vix)+ATu=0 _ : -
si y = 0 et u a des composants strictement négatifs :

u=—[ACACT] T A0V f(x)
= x n'est pas optimal (Kuhn et Tucker = cond nécessaire)

Siu>0alors: . .
— trouver une nouvelle direction d

supprimer de A° une ligne a/ pour laquelle u; < 0

Rappel : conditions de Kuhn et Tucker

» . . ~ . = nouvelle matrice de projection
condition nécessaire pour que x = minimum local de f :

. . 7/ 7/ .
I\ >0,i=1.....m, tels que : = nouvelle direction y’ telle que y’ # 0 (= descente de gradient)

m . . T .

= = ~ . choisir par exemple la ligne a' pour laquelle u; min
QiR+ 3 AVa(X) =0 @ Ngi(X)=0, Vie{l,...,m} par exemple T lgne & potiraa i
i=1 — compléte la méthode du gradient de Rosen

v
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Méthode du gradient projeté de Rosen

Algorithme de Rosen

@ étape k = 0 : on part du point x°

@ étape k : on est sur le point x¥
Trouver I'ensemble °(x*) des contraintes serrées
Soit L0 = [0(x¥)

© Soit A° la matrice des lignes a/, i € L°
calculer PO = Id — AOT [A0A0T] ' A0
calculer yk = — POV f(xk)
si yX = 0 alors alleren @

Q y* +# 0 : calculer amax = max{a > 0: x* + ayk € X}
calculer xk*1 tel que f(X**1) = Min,epo,am LF(XF + ay®)}
k«—k+1; retourneren @

Q calculer u = — [A°A°T] " AOVf(x)
si u > 0 alors x* optimum (local)
sinon soit u; I'élément le plus négatif de u
Lo« L°—{i}; retourneren @
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