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Probléme a résoudre

Optimisation sous contraintes

@ 7 : R" — R fonction @ minimiser
@ SCR”

@ Probléme d’optimisation : min,cg f(x)

Cours 12 : Optimisation non linéaire sous contraintes



Probleme a résoudre

Optimisation sous contraintes

@ 7 : R" — R fonction @ minimiser
@ SCR”

@ Probléme d’optimisation : min,cg f(x)

f S
prog linéaire linéaire polyedre convexe

: forme quadratique
prog quadratique o »
semi définie positive

prog convexe convexe
prog non linéaire quelconque

polyedre convexe

ensemble convexe

ensemble quelconque
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Directions admissibles

Définition d’une direction admissible

@ Soitf:R"—R, SCR" xe8S

@ d = direction admissible si I\ > 0t.q. :
X+AdeS YO<A<A

directions admissibles
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Directions admissibles a I'optimum (1/2)

Proposition 1

@ f:R"— R de classe C'

@ X minimum local de f sur S

— V direction admissible d en X, on a V£(X)7d > 0
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Directions admissibles a I'optimum (1/2)

Proposition 1

@ f:R"— R de classe C'

@ X minimum local de f sur S

— V direction admissible d en X, on a V£(X)7d > 0

Corollaire

@ f:R"— R de classe C!

@ une condition nécessaire pour que X € S soit minimum local
de f est que V£(x)"d > 0, V direction admissible d en X
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Directions admissibles a I'optimum (2/2)

Démonstration de la proposition : J

d direction admissibleen X = IA > 0t.q. X+ A\d € S, VO < A < X
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Directions admissibles a I'optimum (2/2)

Démonstration de la proposition : J

d direction admissibleen X = IA > 0t.q. X+ A\d € S, VO < A < X
Soit g(\) = f(X + \d)

hypothéses = g : minimum localen A =0

développement limité : g(\) = g(0) + A\g’(0) + o())
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Directions admissibles a I'optimum (2/2)

Démonstration de la proposition : J

d direction admissibleen X = IA > 0t.q. X+ A\d € S, VO < A < X
Soit g(\) = f(X + \d)

hypothéses = g : minimum localen A =0

développement limité : g(\) = g(0) + A\g’(0) + o())

si g'(0) < 0 alors, pour X petit, A\g’(0) + o(\) < 0
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Directions admissibles a I'optimum (2/2)

Démonstration de la proposition : J

d direction admissibleen X = IA > 0t.q. X+ A\d € S, VO < A < X
Soit g(\) = f(X + \d)

hypothéses = g : minimum localen A =0

développement limité : g(\) = g(0) + A\g’(0) + o())

si g'(0) < 0 alors, pour X petit, A\g’(0) + o(\) < 0

= g()\) < 9(0) = impossible : g(0) minimum local
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Directions admissibles a I'optimum (2/2)

Démonstration de la proposition : J

d direction admissibleen X = IA > 0t.q. X+ A\d € S, VO < A < X
Soit g(\) = f(X + \d)

hypothéses = g : minimum localen A =0

développement limité : g(\) = g(0) + A\g’(0) + o())

si g'(0) < 0 alors, pour X petit, A\g’(0) + o(\) < 0

= g()\) < 9(0) = impossible : g(0) minimum local

— g'(0)>0. Org/()\) =VFX+Ad)Td

et donc VF(X)"d > 0
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Conditions de Kuhn et Tucker (1/4)

Cas particulier d’ensemble S
@S={x:0i(x)<0,i=1,....m}
@ g R" — R de classe C!
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Conditions de Kuhn et Tucker (1/4)

Cas particulier d’ensemble S

@S={x:0i(x)<0,i=1,....m}
@ g, : R" — R de classe C!

@ x* : point quelconque de S

@ contrainte serrée = contrainte telle que g;(x*) =0
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Conditions de Kuhn et Tucker (1/4)

Cas particulier d’ensemble S

@S={x:0i(x)<0,i=1,....m}
@ g, : R" — R de classe C!

@ x* : point quelconque de S
@ contrainte serrée = contrainte telle que g;(x*) =0
@ /(x*) = {indices i t.q. gi(x*) = 0}

= {indices des contraintes serrées}
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Conditions de Kuhn et Tucker (1/4)

Cas particulier d’ensemble S

@S={x:0i(x)<0,i=1,....m}
@ g, : R" — R de classe C!

@ x* : point quelconque de S
@ contrainte serrée = contrainte telle que g;(x*) =0
@ /(x*) = {indices i t.g. gi(x*) = 0}
= {indices des contraintes serrées}
@ D(x*)={d:Vgi(x)Td <0,ie l(x)}

— direction admissible en x* € D(x*)
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Conditions de Kuhn et Tucker (1/4)

Cas particulier d’ensemble S

@S={x:9(x)<0,i=1,...,m}
@ g, : R" — R de classe C!

@ x* : point quelconque de S
@ contrainte serrée = contrainte telle que g;(x*) =0
@ /(x*) = {indices i t.q. g;(x*) = 0} S={x:x2—-x <0}
= {indices des contraintes serrées}
@ D(x*)={d:Vgi(x*)Td <0,ie I(x*)}
— direction admissible en x* € D(x*)

A l'inverse n’est pas forcément vrai : D(0) = {(d,0>2) : d> > 0}
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Conditions de Kuhn et Tucker (2/4)
X = minimum local de f sur S

I(x) = {i1,.... ik}
Supp que D(X) = {toutes les directions admissibles en X}
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Conditions de Kuhn et Tucker (2/4)

X = minimum local de f sur S
I(X) = {it, ..., i}

Supp que D(X) = {toutes les directions admissibles en X}

Soit A = matrice des —Vg;(X), i € I(X)

99, ~ 09, < i 1=y |
(9X1 (X) 8X1 (X) o (9X1 (X)
A= . L . .
09, 09, 99, 1~
L ox, ) - X, ) - _87)(,,()() i
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Conditions de Kuhn et Tucker (2/4)
X = minimum local de f sur S

I(x) = {i1,.... ik}
Supp que D(X) = {toutes les directions admissibles en X}

Soit A = matrice des —Vg;(X), i € I(X)

99, ~ 09, < i 1=y |
(9X1 (X) 8X1 (X) 8X1 (X)
A= . L .
L ox, ) - X, (%) COx, (x) i

Rappel Proposition 1 : J

X minimum local = V direction admissible d en X, V£(X)Td > 0

— lesysttme d” A > 0,Vf(X)"d < 0 n’a pas de solution |

Cours 12 : Optimisation non linéaire sous contraintes



Conditions de Kuhn et Tucker (3/4)

@ Aune matrice m x n

@ c un vecteur de taille n

@ les deux énoncés suivants sont équivalents :
QAX>0=1c"x>0
Qilexiste v>0telque vIA=cT

Cours 12 : Optimisation non linéaire sous contraintes




Conditions de Kuhn et Tucker (3/4)

@ Aune matrice m x n

@ c un vecteur de taille n

@ les deux énoncés suivants sont équivalents :
QAx>0=1¢c"x>0
Qilexistev>0telque viA=c'

le systéme d7 A > 0, V(X)"d < 0 n'a pas de solution |

— (dTA>0= VI(X)"d > 0)
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Conditions de Kuhn et Tucker (3/4)

Rappel : Lemme de Farkas

@ Aune matrice m x n

@ c un vecteur de taille n

@ les deux énoncés suivants sont équivalents :
QAx>0=1¢c"x>0
Qilexistev>0telque viA=c'

le systéme d7 A > 0, V(X)"d < 0 n'a pas de solution |

— (dTA>0= Vf(X)Td >0)
— Jvecteur A > 0 tel que A\ = V£(X)
= VI(X) = Y =\Vgi(x) = VI(X)+ > AVgi(X)=0

iel(X) iel(X)
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Conditions de Kuhn et Tucker (4/4)

— conditions de Kuhn et Tucker (1951) :
Conditions nécessaires d’optimalité de Kuhn et Tucker
@ f declasse C'
@ hypothése de qualification des contraintes :
X = point de S tel que D(X) = {directions admissibles en X}

@ alors condition nécessaire pour que X = minimum local de f :
N >0,i=1,...,m,tels que:

Q VI(X) + Z AV gi(X) =

i=1
Q \gi(x)=0, Vie{1,....m}

A lorsque i ¢ I(X), il suffit de fixer \; = 0
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Remarque sur la qualification des contraintes

A I'hypothése de qualification des contraintes est primordiale
pour le théoréme de Kuhn et Tucker

Exemple : |
S={xecR?:gi(x)<0,i=1,23}
91(x1, %) = —x1  Go(X1,X) = —X2  Ga(x1,%2) = X2 — (1 — xy)3
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Remarque sur la qualification des contraintes

A I'hypothése de qualification des contraintes est primordiale
pour le théoréme de Kuhn et Tucker

Exemple : |
S={xecR?:gi(x)<0,i=1,23}
91(x1, %) = —x1  Go(X1,X) = —X2  Ga(x1,%2) = X2 — (1 — xy)3

si f(xq,Xx) = —xy alors X = (1,0), I(X) = {2,3}
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Remarque sur la qualification des contraintes

A I'hypothése de qualification des contraintes est primordiale
pour le théoréme de Kuhn et Tucker

Exemple : |
S={xecR?:gi(x)<0,i=1,23}
91(x1, %) = —x1  Go(X1,X) = —X2  Ga(x1,%2) = X2 — (1 — xy)3

si f(xq,Xx) = —xy alors X = (1,0), I(X) = {2,3}
VI(X) = (—1,0)

Cours 12 : Optimisation non linéaire sous contraintes



Remarque sur la qualification des contraintes

A I'hypothése de qualification des contraintes est primordiale
pour le théoréme de Kuhn et Tucker

Exemple : |
S={xecR?:gi(x)<0,i=1,23}
91(x1, %) = —x1  Go(X1,X) = —X2  Ga(x1,%2) = X2 — (1 — xy)3

si f(xq,Xx) = —xy alors X = (1,0), I(X) = {2,3}
VF(X) = (~1,0)
A2V ga(X) + A3V ga(X) = A2(0,1) + A3(0, —1) = (0, A2 — A3)
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Remarque sur la qualification des contraintes

A I'hypothése de qualification des contraintes est primordiale
pour le théoréme de Kuhn et Tucker

Exemple : |
S={xecR?:gi(x)<0,i=1,23}
91(x1, %) = —x1  Go(X1,X) = —X2  Ga(x1,%2) = X2 — (1 — xy)3

si f(xq,Xx) = —xy alors X = (1,0), I(X) = {2,3}
VI(X) = (—1,0)

22V ga(X) + A3V ga(X) = X2(0,1) + A3(0, —1) = (0, X2 — Ag)
= VI(X) # X2V g2(X) + \aVgs(X)
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Interprétation géométrique de Kuhn et Tucker

692(?)

cone des directions admissibles

Kuhn et Tucker : —Vf(X) = combinaison linéaire (& coeffs
positifs) des Vg;i(x)
— —Vf(X) forme un angle obtus avec toute direction admissible
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Considérations sur les conditions de Kuhn et Tucker

transparents précédents :

conditions de Kuhn et Tucker = conditions nécessaires
sous certaines hypothéses de convexité : conditions suffisantes

— on va s’intéresser maintenant a des propriétés de convexité
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Convexité (1/3)

Proposition 2
@ fde classe C!

@ S C R” : ensemble convexe

@ fconvexesur S<Vx,y € S:

H(y) = f(x) + V()T (y — x)
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Convexité (2/3)

Démonstration : |

Supposons f convexe sur S
= f(Ay+ (1 =A)x) < XM(y)+ (1 =Nf(x) YO< A< 1
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Convexité (2/3)

Démonstration : |

Supposons f convexe sur S
= f(Ay+ (1 =A)x) < XM(y)+ (1 =Nf(x) YO< A< 1

f(OAy + (1= XA)x) — f(x)

— V0 <A< 1, 5

< f(y) — f(x)

Cours 12 : Optimisation non linéaire sous contraintes



Convexité (2/3)

Démonstration : |

Supposons f convexe sur S
= f(Ay+ (1 =A)x) < XM(y)+ (1 =Nf(x) YO< A< 1
f(y + (1 —)\)\)x) — f(x) < fy) - ()
or tim TV (=00 = f(x) _ . f(x+ Ay = x) = f(x)
AL0 A A0 A
= V) T(y - x)

— V0 <A< 1,
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Convexité (2/3)

Démonstration : |

Supposons f convexe sur S
= f(Ay+ (1 =A)x) < XM(y)+ (1 =Nf(x) YO< A< 1

f(y + (1 —)\)\)x) — f(x) < fy) - ()

or g 1Y+ (== 1) _ g fc4 Ay =) = 109
= VIi(x)T(y - x)

— V()T (y — x) < f(y) — f(x)

= f(y) > f(x) + VI(x)T(y - x)

— V0 <A< 1,
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Convexité (3/3)

Réciproque : |

supp f(y) > f(x) + Vi(x)T(y —x)Vx,y € S
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Convexité (3/3)

Réciproque : |
supp f(y) > f(x) + VI(x)T(y —=x) ¥x,y € S
Soit 2 points xq1, X% € Set x = Ax; + (1 = A\)x2, A € [0,1]
{f(x1) > f(x) + VF(x)T(xy — X)
f— .
f(xe) > f(x) + VF(x)T(x2 — X)

Cours 12 : Optimisation non linéaire sous contraintes




Convexité (3/3)

Réciproque : |
supp f(y) > f(x) + Vi(x)T(y —x)Vx,y € S
Soit 2 points xq1, X% € Set x = Ax; + (1 = A\)x2, A € [0,1]

{f(x1) > f(x) + VX)) (x4 — X)
= —

f(x2) > f(x) + VF(x)T (%2 — x)
= M(x1) + (1 = N)f(x2) > f(x) + Vf(x) Ax1 —x)+ (1 = X)X — x)]
> f(X) + V)T [A\xq + (1 = A)xe — X]

f(x) =f(Axg + (1 = A)xz2)

Y

Cours 12 : Optimisation non linéaire sous contraintes



Convexité (3/3)

Reciprogue : |
supp f(y) > f(x) + Vi(x)T(y —x)Vx,y € S
Soit 2 points xq1, X% € Set x = Ax; + (1 = A\)x2, A € [0,1]

{f(x1) > f(x) + VF(x)T(xy — X)
:> -

f(xe) = f(x) + VF(x)T (x2 — x)
— M(x1) + (1 = \)f(x2) > f(x) + V)T — x) + (1 = X) (%2 — X)]
> f(x) + V)T + (1 = N)x2 — ]

> f(x) = f(Axq + (1 = Mx2)
= f convexe sur S
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Caractérisation d’'un minimum global (1/2)

Rappel : Proposition 1 : minimum local

@ f:R" — R de classe C'

@ X minimum local de f sur S

— V direction admissible d en X, on a V£(X)7d > 0

Proposition 3 : minimum global

@ S C R”: ensemble convexe
@ f:R" — R de classe C' convexe sur S
@ X minimum global de f sur S <= Vy € S, VA(X)"(y —X) > 0
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Caractérisation d’'un minimum global (2/2)

Démonstration : |

X minimum global de f = X minimum local de f
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Caractérisation d’'un minimum global (2/2)

Démonstration : |

X minimum global de f = X minimum local de f

Proposition 1 = V£(X)"d > 0 V direction d admissible en X
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Caractérisation d’'un minimum global (2/2)

Démonstration : |

X minimum global de f = X minimum local de f

Proposition 1 = V£(X)"d > 0 V direction d admissible en X
S convexe = (y € S = (y — X) admissible)

—VyeS VIX)T(y—X)>0
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Caractérisation d’'un minimum global (2/2)

Démonstration : |

X minimum global de f = X minimum local de f

Proposition 1 = V£(X)"d > 0 V direction d admissible en X
S convexe = (y € S = (y — X) admissible)

—VyeS VIX)T(y—X)>0

Réciproque : supp que V(X)(y —X) >0 Vye S
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Caractérisation d’'un minimum global (2/2)

Démonstration : |

X minimum global de f = X minimum local de f

Proposition 1 = V£(X)"d > 0 V direction d admissible en X
S convexe = (y € S = (y — X) admissible)

—VyeS VIX)T(y—X)>0

Réciproque : supp que V(X)(y —X) >0 Vye S
f convexe = f(y) > f(X) + V£(X)"(y — X) d’aprés proposition 2
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Caractérisation d’'un minimum global (2/2)

Démonstration : |

X minimum global de f = X minimum local de f

Proposition 1 = V£(X)"d > 0 V direction d admissible en X
S convexe = (y € S = (y — X) admissible)

—VyeS VIX)T(y—X)>0

Réciproque : supp que V(X)(y —X) >0 Vye S

f convexe = f(y) > f(X) + V£(X)"(y — X) d’aprés proposition 2
= f(y) > f(X)

Cours 12 : Optimisation non linéaire sous contraintes



Caractérisation d’'un minimum global (2/2)

Démonstration : |

X minimum global de f = X minimum local de f

Proposition 1 = V£(X)"d > 0 V direction d admissible en X
S convexe = (y € S = (y — X) admissible)

—VyeS VIX)T(y—X)>0

Réciproque : supp que V(X)(y —X) >0 Vye S
f convexe = f(y) > f(X) + V£(X)"(y — X) d’aprés proposition 2
= f(y) > f(X)

= X = optimum global de f sur S
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Rappel : Conditions nécessaire d’optimalité

Rappel : Conditions de Kuhn et Tucker
@ 7 declasse C'

@ /(x*) = {indices i t.g. gi(x*) = 0}

@ D(x*) ={d:Vgi(x*)Td <0,i e I(x*)}

@ X = point de S tel que D(x) = {directions admissibles en x}

@ alors condition nécessaire pour que X = minimum local de f :
A >0,i=1,...,m,tels que:

Q Vi(x +Z>\Vg, (X) =

i=1
eAIgI(/)?):O’ VI€{177m}
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Conditions suffisantes d’optimalité de Kuhn et Tucker

Conditions suffisantes d’optimalité de Kuhn et Tucker

@ gjconvexesdeclasse C',i=1,...,m
@S={x:0(x)<0,i=1,....m}

@ f de classe C' convexe sur S

@ X =pointde Stelque 3\; >0,i=1,...,m, tels que :

Q Vi(x +Z>\Vg, X) =

i=1
9)\,-g,-(?):0, Vie{1,...,m}

= X = minimum global de f sur S

Cours 12 : Optimisation non linéaire sous contraintes




Conditions suffisantes d’optimalité (2/2)

Démonstration : |

Soit y € S, y # X. On veut montrer que f(y) > f(X)
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Conditions suffisantes d’optimalité (2/2)

Démonstration : |

Soit y € S, y # X. On veut montrer que f(y) > f(X)

les g; convexes = S convexe
— d = y — X direction admissible en X
— Vgi(x)7d <0 Vi I(X)
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Conditions suffisantes d’optimalité (2/2)

Démonstration : |

Soit y € S, y # X. On veut montrer que f(y) > f(X)

les g; convexes = S convexe
— d = y — X direction admissible en X
— Vgi(x)7d <0 Vi I(X)

Or conditions @ et @ de Kuhn et Tucker équivalentes a :

V(X)Td > 0V direction d telle que Vg;(X)"d < 0 Vi € I(X)
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Conditions suffisantes d’optimalité (2/2)

Démonstration : |

Soit y € S, y # X. On veut montrer que f(y) > f(X)

les g; convexes = S convexe
— d = y — X direction admissible en X
— Vgi(x)7d <0 Vi I(X)

Or conditions @ et @ de Kuhn et Tucker équivalentes a :

V(X)Td > 0V direction d telle que Vg;(X)"d < 0 Vi € I(X)

On sait que d vérifie Vg;(x)7d < 0 Vi € I(X)
Hypothése de la proposition = V#(%)7d = f(X)7(y — X) > 0
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Conditions suffisantes d’optimalité (2/2)

Démonstration : |

Soit y € S, y # X. On veut montrer que f(y) > f(X)

les g; convexes = S convexe
— d = y — X direction admissible en X
— Vgi(x)7d <0 Vi I(X)

Or conditions @ et @ de Kuhn et Tucker équivalentes a :

V(X)Td > 0V direction d telle que Vg;(X)"d < 0 Vi € I(X)

On sait que d vérifie Vg;(x)7d < 0 Vi € I(X)
Hypothése de la proposition = V#(%)7d = f(X)7(y — X) > 0
Or Prop. 3 : X minimum global de f < Vy € S, Vf(X)T(y —X) > 0
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Conditions suffisantes d’optimalité (2/2)

Démonstration : |

Soit y € S, y # X. On veut montrer que f(y) > f(X)

les g; convexes = S convexe
— d = y — X direction admissible en X
— Vgi(x)7d <0 Vi I(X)

Or conditions @ et @ de Kuhn et Tucker équivalentes a :

V(X)Td > 0V direction d telle que Vg;(X)"d < 0 Vi € I(X)

On sait que d vérifie Vg;(x)7d < 0 Vi € I(X)

Hypothése de la proposition = V#(%)7d = f(X)7(y — X) > 0

Or Prop. 3 : X minimum global de f < Vy € S, Vf(X)T(y —X) > 0
= X minimum global de f
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Fonction de Lagrange

Définition de la fonction de Lagrange

@ Probleme d’origine :

min f(x)
s.c. gi(x)<0, i=1,....m
@ Fonction de Lagrange :

L(x, ) = f(x) + i Aigi(x)

i=1

@ )\; > 0 : multiplicateur de Lagrange
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Fonctions primales / duales

m
Fonction de Lagrange : L(x, \) = f(x) + Z Aigi(x)

i=1

V.

Fonction primale / duale

@ Fonction primale : L*(x) = max L(x,\)

@ Fonction duale : L.(\) = mXin L(x,\)
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Fonctions primales / duales

m
Fonction de Lagrange : L(x, ) = f(x) + Z Aigi(Xx)
i=1

V.

Fonction primale / duale

@ Fonction primale : L*(x) = max L(x,\)

@ Fonction duale : L.(\) = mXin L(x,\)

V.

Probleme primal / dual

@ Probléme primal : L*(x) = min L*(x) = min ng( L(x,\)

@ Probléme dual : L,(X) = max L,(\) = maxmin L(x, \)
A>0 A>0 X
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Interprétation du probléme primal / dual

L*(x) = max L(x,\)
= max <f(X) + ; )\igi(x))

f(x) si gi(x) <0Vi
| +oosi gi(x) > 0 pour un i
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Interprétation du probléme primal / dual

L*(x) = max L(x,\)
= max <f(X) + ; )\igi(x))

f(x) si gi(x) <0Vi
| +oosi gi(x) > 0 pour un i

Probleme primal : L*(X) = miny L*(x) = ne s'intéresser
qgu'aux x tels que gj(x) <0
min f(x)

— le probléme devient alors : _
s.c. gi(x)<0, i=1,....m
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Point Selle

Définition d’un point selle

@ Soitxe S, A>0
@ (X, \) est un point selle de L(x, \) si :

L(X,\) <L(x,\) vxe$8
L(x,\) < L(xX) VYA>0
$L(x,A)

<
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Caractérisation d’un point Selle (1/4)

Proposition 4 : Caractérisation d’un point Selle

@ SoitxeS, A>0
@ (X, )\) est un point selle de L(x, \) si et seulement si :
Q L(X,)\) = minL(x, \)
XeS

Qgog(x)<o0ovie{l,....m}
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Caractérisation d’un point Selle (2/4)

Démonstration : |

supp (X, \) point selle = L(X, \) < L(X,\) < L(x,)\) V¥x,YA>0
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Caractérisation d’un point Selle (2/4)

Démonstration : |

supp (X, \) point selle = L(X, \) < L(X,\) < L(x,)\) V¥x,YA>0

L(X,\) < L(x,\) Vx = L(X,A) = miny L(x,\) = @
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Caractérisation d’un point Selle (2/4)

Démonstration : |

=miny L(x,)\) = @

A)
L(X,A) < L(X, X) <= f(X) + > Nigi(X) < (%) + > Nigi(X)
' i=1
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Caractérisation d’un point Selle (2/4)

Démonstration : |

supp (X, \) point selle = L(X, \) < L(X,\) < L(x,)\) V¥x,YA>0

L(X,A) < L(X,X) <= f(X)+ ) _ Ngi(X) < f(X) + Z Xi9i(X)

= > (A =Mg(X) <0 YA=0
i=1
Si 3i t.q. gi(x) > 0, alors \; suffisamment grand

m
— ) (A — A)gi(X) > 0 => impossible —> @ est vrai
P
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Caractérisation d’un point Selle (3/4)

L(X,)\) < L(X,\) = Emj(x,- - A)gi(X) <0 VA>0

i=1

m
A=0=> Ng(x) >0

i=1
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Caractérisation d’un point Selle (3/4)

L(X,)\) < L(X,\) = Emj(x,- - A)gi(X) <0 VA>0

i=1

m
A=0=> Ng(x) >0

i=1

m
OrA>0etg(X)<0=> Xg(X)<0

i=1
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Caractérisation d’un point Selle (3/4)

L(X,)\) < L(X,\) = Emj(x,- - A)gi(X) <0 VA>0

i=1

m
A=0=> Ng(x) >0

i=1

m
OrA>0etg(X)<0=> Xg(X)<0

i=1

= > Ngi(X) =0=Xgi(X) =0 Vi— @
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Caractérisation d’un point Selle (4/4)

Reéciproque : |
Supposons @, @ et @
Q@ — L(Xx,\)<L(x,\) vxe S8
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Caractérisation d’un point Selle (4/4)

Reéciproque : |

Supposons @, @ et @

Q= L(X,)\) <L(x,\) Vxe 8
Q = L(X,\) = f(X)

i=1
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Caractérisation d’un point Selle (4/4)

Réciproque : |

Supposons @, @ et @

Q@ — L(Xx,\)<L(x,\) vxe S8
Q = L(X,)\) =f(X)

m
L(X,A) = f(X) + > Xigi(X =L(X,)) VA>0

i=1

= L(X,\) < L(X,)) < L(x,)) = (X, \) point selle
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Condition du point selle (1/2)

Condition d’optimalité du point selle

Si (?,X) point selle de la fonction de Lagrange, alors :

(*] min L(x,\) = L(x,\) = ng( L(x,\)

. : min f(x)
@ X = solution de )
s.c. gi(x)<0, i=1,....m
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Condition du point selle (2/2)

Démonstration : |

(X, A) point selle = L(X, ) < L(X,A) < L(x,)) VYx,¥A>0
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Condition du point selle (2/2)

Démonstration : |

(X, A) point selle = L(X, ) < L(X,A) < L(x,)) VYx,¥A>0

)VA >0 = L(X,\) = maxyso L(X, \)

) VX = L(X,\) = L(X,A) = miny L(x, \)

) < L(X,
) < L(x

A h\
JA) < L(x, A
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Condition du point selle (2/2)

Démonstration : |

(X, A) point selle = L(X, ) < L(X,A) < L(x,)) VYx,¥A>0

)VA >0 = L(X,\) = maxyso L(X, \)
) VX = L(X,\) = L(X,A) = miny L(x, \)

) < L(X, A
) < L(x, A

LR5) < L0 3) Yo FR) + 3 0a(3) < 100 + 3 Kiaix)

i=1
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Condition du point selle (2/2)

Démonstration : |

(X, A) point selle = L(X, ) < L(X,A) < L(x,)) VYx,¥A>0
) < L(X,A) VA >0 = L(X, A) = maxyso L(X, \)
P

) < L(x,A) ¥x = L(X,A) = L(X,\) = miny L(x, \)

m m
L(X, ) < L(x, ) Vx <= f(X) + Y Nigi(X) < f(x) + > Nigi(x)
i=1 j=
Or @ de la proposition 4 : \;gi(X) =0Vie {1,...,m}
m
= f(X) < f(x) + > Ngi(x) < f(x) ¥x € S
i=1

—> X = optimum global de f sur S
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