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Point faible de la méthode du gradient (2/2)

— pour éviter les zigzags et accélérer la convergence,
on peut avoir recours a I'un des procédés suivants :

@ diminuer le pas : ne pas aller jusqu’en x.

Polyak (66) : effectuer des pas prédéterminés en imposant
une suite (\¥) telle que ¥ | 0 et 3, M = +o0
= (x¥) tend vers x

@ utiliser d’autres directions que I'anti-gradient :

Forsythe (1968), Luenberger (1973) :

toutes les mitérations, au lieu de partir dans la direction de
I'anti-gradient en x*, «couper» en partant dans la direction
§ = Xk . Xk—m

@ utiliser des directions «conjuguées»

Point faible de la méthode du gradient (1/2)

¢'(A\) = —VX)T.Vf(x) =0
— les gradients en x et x sont orthogonaux

= a chaque pas on prend une direction orthogonale a la
direction précédente

cheminement de la méthode du gradient : «en zigzag» |
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Matrices définies positives

Définition d’une matrice définie positive

@ Matrice M carrée n x n
@ M est symétrique : M = M7, i.e., My = My; Vj, k
@ x"Mx >0Vx+#0

= M correspond a une matrice de changement de base dans
un espace vectoriel de dimension n :

Propriété
@ si M = matrice définie positive
@ alors 3Q matrice carrée

@ JP matrice diagonale a coeffs > 0 telles que :
M= QTPTPQ
— x"Mx = xTQTPTPQx = (PQx)T (PQx)

v,
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Forme quadratique définie positive (QDP)

Définition d’'une forme quadratique définie positive

o f:R" — R forme quadratique définie positive
o f(x)=IxTCx+p'x VxeR"
@ C : matrice définie positive ; p : vecteur de taille n

— forme développée de f :

f(X1,..., [ZX/ [ZCIKXK
j=1

n j—1

Z CixF + D Y Gk + Z PjXj

j=1 k=1

n
] + ZP/’X/‘
j=1
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Propriétés d’'une forme QDP (2/3)

toute forme QDP est strictement convexe = cours de la
semaine derniére :

= minimum global

point stationnaire = Vf(x) = 0

[ 0f(x) ] _C11X1+ZC1ka+P1_
O0Xq k#1 C1X + P
O = | Ged [ = | w9t en R | | G
0xj ki g
- CnX +
0f(x) CnnXn + Z CnkXk + Pn ! P
L oxn 1| k#n |
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Une forme QDP a un unique point stationnaire J

Propriétés d’'une forme QDP (1/3)

Une forme QDP est strictement convexe

Démonstration : Soit x,y € R", y # x, et A €]0,1]
fAx+ (1 —=A)y)
=1Ox+ (1 =NTCOX+ (1 =Ny)+p (A + (1 = A)y)
TIxTCx+ (1= A)2yTCy + A1 —X) [xTCy + y"Cx]]
+ApTx + (1 = N)p'y
= M(x)+ (1 = Nf(y)
+3A(1 = A) [-x"Cx +xTCy + yTCx — yT Cy]
= M) + (1 = Nf(y) = 32(1 =Ny = x)7Cy — x)
Or C définie positive = (y — x)TC(y —x) >0
= f(AX+ (1 = A)y) < M(x)+ (1 = )f(y)

Propriétés d’'une forme QDP (3/3)

VixX)=Cx+p

— f atteint son minimum en X :

unique solution du systeme linéaire Cx + p=20:

f minimalenx =—-C~'p

méthode des directions conjuguées

appliguée a une fonction quadratique, c’est une méthode
itérative de calcul de la solution X du systéme Cx + p = 0




Directions conjuguées (1/2)

Directions conjuguées

@ 2 vecteurs x,y € R"\{0}
@ f:forme quadratique (C matrice définie positive)
@ x et y définissent des directions conjuguées si x’Cy = 0

”

) X Sh Une direction a 1 oo,de
i directions conjuguées
A formant 1 espace vec-

toriel de dim n— 1

@ C une matrice définie positive

@ y'....,yk ..., y" = nvecteurs linéairement indépendants
Alors, on peut construire n vecteurs 67, ..., 6, ..., 6" tels que :

@ §',..., 6" lindairement indépendants

@ les ¢ conjugués deux & deux

0 =y

;
2 __ 2 [y2C8)
= (5”051)5

;
k _ ,k __ ~~k=1 [y cs) s
"=y =1 (5”05/ 0

R f(x) = constante
X
Changement de repére pour gradient conjugué

— tout vecteur = combinaison linéaire des directions
conjuguées fonction de Vf
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Directions conjuguées (2/2)

Cas particulier de direction conjuguée : )

direction Vf(x) = Cx +p
A minimum de f atteint en X tel que p = —CX
— yTVi(x) =yT(Cx+p) =yTCx+yTp=yTC(x - X)

t x V(x) b X Directions conjuguées de
(x — X) = directions ortho-
gonales a Vf(x) = direc-
tions dans I'’hyperplan tan-

gent en x a I'hypersurface

{z:f(2) = ()}

Expression de I'optimum de f

@ f = forme quadratique définie positive
f(x) = ZxTCx+p'x

@ x° = un point quelconque

@ nvecteurs 6',. .., 6" linéairement indépendants et
conjugués deux a deux

n
Alors le minimum de f est atteint en X = x° + > " A% ot :
VH(x°)Tsk a
5KT Cok
@ X, minimise o (Ax) = F(X0 + Axd¥) -
(*] Xk minimise ’l/)k(/\k) = f(Xk;I I )\k(SK) ou xk=1=x0 o Z )\/5’
Vi(xk=1)T ok =
SkT Cok

CVk,/)\\kZ—

@ en fait on a aussi \y = —
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Efficacité de la méthode du gradient conjugué

Méthode du gradient conjugué pour les formes QDP

Méthode du gradient conjugué

@ /nitialisation :
Choix de x° point initial et d’'une direction ' = —V£(x°)

Q k°me étape :
@ Calcul de A, minimisant ok (Ac) = F(xK=1 + Ac6K) :
s VExk)Tek  VHxk)TVH(x*)

skTeok kT Cok

9 xk = xk=1 aF kask

© calcul de V£(x)

Q si VF(x¥) = 0 alors x* est optimal fin ; sinon :

5Kt = —Vf(xK) + koK, avec :

Extension aux fonctions quelconques Convergence de I'algo de Fletcher et Reeves

Fletcher et Reeves (1964)

Adaptation l'algorithme du gradient conjugué a une fonction
différentiable quelconque

Méthode du gradient conjugué pour les fonctions quelconques

©Q /nitialisation :
Choix de x° point initial et d’'une direction ' = —V£(x°)

Q k°me étape :
@ Calcul de A, minimisant ox(Ac) = F(xk=1 + AcK)
Q xk = xk=1 4 X5k
© calcul de V(x¥)
Q si | Vf(x¥)|| < e alors fin ; sinon :

51 = —Vf(xk) + gkok avec gF =

IVF(x)11P
IVF(=1)][2

Qk— k+1
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proposition

La méthode du gradient conjugué pour les fonctions quadra-
tiques atteint le minimum en n itérations.

g VHRTCH VAP
SkT Cok |V F(xk=1)]|2
Qk—k+1 )
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Convergence de l'algorithme de Fletcher et Reeves

La convergence de l'algorithme de Fletcher et Reeves n’est as-
surée que si on le rapplique a partir du point @ périodiquement
en prenant comme nouveau point de départ le dernier x* cal-
culé, e.g., toutes les n itérations.
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