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@ fonctions unimodales

© méthode de la suite de Fibonacci
© méthode dichotomique

© méthode de Newton
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Minimum local, global

f :fonction [a,b] C R+— R

minimum global

@ f passe par un minimum (global ou absolu) en X si :
X € [a,b] = f(x) > f(X)
@ minimum strict : x # X = f(x) > f(X)

V.

minimum local

@ f passe par un minimum local en X si :

J un voisinage V de X tel que x € V = f(x) > f(X)
@ minimum local strict : x € V\ {X} = f(x) > f(X)

A\

A Dans R, voisinage V de X = ensemble t.g. :
V D intervalle ouvert o, 3] 2 {X}
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Fonctions unimodales

Définition d’une fonction unimodale
f est unimodale lorsqu'il existe X € [a, b] tel que :

x' < x?2 < X = f(x") > f(x?)
X <x' < x®2 = f(x") < f(x?)

—> une fonction unimodale passe par un minimum strict

A\ unimodale - dérivable
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Fonctions convexes et strictement convexes

Définition d’une fonction convexe
f est convexe sivVx,y € [a, b], VA € [0,1] :
X+ (1= X)y) < M(x)+ (1 = Nf(y)

Définition d’une fonction strictement convexe
f est strictement convexe si Vx, y € [a, b], YA €]0,1]:

FAX + (1= X)y) < Af(x)+ (1 = N)f(y)

strictement convexe = unimodale )
convexe == unimodale
unimodale == convexe

Cours 9 : Optimisation non linéaire monodimensionnelle sans contraintes



Unimodalité et recherche de minima

@ fonction unimodale
@ minimum local = minimum global

4

@ f:[a, b] — R unimodale

@ x% xPtels que a < xG < xP < balors :
o f(x%) < f(xP) = x € [a,xP]
@ f(x%) > f(xP) = x € [x%, b
@ f(x%) = f(xP) = x € [xC, xP].
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Application : méthode de la suite de Fibonacci (1/6)

Rappel : suite de Fibonacci
Q@ Fp=F =1

Q@ Frio= Frp1 + Fx

° Frt1 _)1+\/§
Fx 2

méthode de la suite de Fibonacci : utiliser Fibonacci pour
trouver rapidement le minimum d’une fonction unimodale sur
un intervalle [a, b]
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Application : méthode de la suite de Fibonacci (2/6)

méthode de la suite de Fibonacci

@ on se donne N = nombre total de fois ou I'on évaluera f en
un point

@ initialisation: a; = a,by = b
@ itérations :

Fn—k FNni1—k
XkG = ak + Freo x (bk = ak) XkD = ak + +—(bk = ak)

@ f(x8) < f(xP) = a1 = ax et byt = xP
@ f(x%) > f(xP) = ax1 = xG et b1 = by
@ f(x3) = f(xP) = ax o = xF et by o = xP
@ arrét : longueur de l'intervalle aprés N évaluations de f :

FN+1_k(b—a): b—a
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Application : méthode de la suite de Fibonacci (3/6)

calcul de xP. , et xZ. | : cas f(x&) < f(xP

_ _ D
@ a1 = ax et by = X

FNg1—(k+1)

F bri1 — akt1)
N+2—(k-+1)

D _
(* ] Xiiq = @k+1 +

Fn—k Fni1—k
X by — a
FNni1—k FN+2—k( 5=
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Application : méthode de la suite de Fibonacci (4/6)

taille de l'intervalle [ay 1, biy41] : cas f(xF) < f(xP)
@ ay1 = ax et by = xP

F

D ~ Fnyik

@ biy1 — k1 =X —ak = g (b — &)
N+2—k

bri1 —aki1  Fny1—k
by — ak Fni2—k

—

Par symétrie :

@ seul f(x?, ;) doit étre évalué a ltération k + 1

bri1 —aky1  Fny1—k
by — a Fni2—k
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Application : méthode de la suite de Fibonacci (5/6)

taille de l'intervalle (a2, bi2) : cas f(xZ) = f(xP)

D
o a2 = XE et bk+2 = X

® brio —aky2 _ Fni1—k — Fn—k _ Fn-1-k
bk — ax Fny2—k FNny2—k
_ Fn_1k [ Fn_k FN+1—k]
— X
Fnii—k  Fnio—k

Fn_k

Fn— Fniy1—
< Nk o TN+1-k

T Fni1—k Fnio—k

A évaluation de f en xZ , et x?_, mais intervalle plus réduit
que pour 2 itérations des cas f(xZ) # f(xP)
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Application : méthode de la suite de Fibonacci (6/6)

Résume : |
@ f(x7) < f(xP) = seul f(x&,,) doit étre évalué
brit — aks1 _ Fnii—k
by — ax Frn2—k

@ f(xZ) > f(xP) = seul f(x2_,) doit étre évalué

bxi1 — @k+1 Fng1—k
by — a FNyo—k

@ f(x7) = f(x?) = f(xE.,) et f(x?2 ,) doivent étre évalués

byio — aky2 Fn—k _ Fngy1—k
< X
by — a Fni1-k  Fnio—k
N—1
. . FNny1—j b-a
alarrét: by — ay < T (b-a) =
FNyo—j FN1
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La méthode dichotomique
Lalgorithme par dichotomie

@ alitération k : intervalle [ak, by]
odk:3ak4+bk Ck:aszrbk ek:ak:.:abk
(* ] f(Ck) > f(ek) — k41 = Ck et bk_|_1 = bk
f(dk) < f(ck) = ak41 = ak et bxyq = Gk
sinon ak41 = ay et bk+1 = €k
@ arrét:quand by — ax < ¢
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Fonctions dérivables

f:[a,b] C R+ R dérivable. ' = dérivée de f

Point stationnaire

X €]a, b[ : point stationnaire si f(X) = 0

@ f dérivable
@ X €la, b

@ X minimum local de f = X = point stationnaire

@ f dérivable et convexe
@ X €la, b

@ X minimum local de f —<= X = point stationnaire
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Dichotomie pour fonctions unimodales dérivables

Méthode dichotomique

@ f unimodale, dérivable
@ a =3, b1 =b
@ f'(ax) < 0etf(bx) >0 =X € [a, by]

@ calcul de f (@)

Qo f’(ak+bk) >0=—=X¢ [ak,ak+bk]

2 2
] f’(ak;rbk> <0=X¢€ [ak;rbk,bk]
° f,(ak+bk) =0=>?=ak+bk

2 2
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Méthode de Newton (1/3)

@f:[abjcR—R
@ f: 2 fois dérivable
@ " continue

@ principe : engendrer une suite de points (x¥) tendant
vers un point stationnaire
@ point stationnaire : f(X) =0

@ itération k : f’ est remplacée par sa linéarisée en x* :
I(x) = f'(x*) + [x — xK]f"(x¥)
@ x**1 déterminé par I(x**1) =0:
F'(x")
k41 _ ok
X=X
= f”(Xk)

\
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Méthode de Newton (2/3)
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Méthode de Newton (3/3)
Conditions suffisantes de convergence de la méthode

Conditions suffisantes de convergence a partir d’'un point

de départ x° quelconque :

@ fdeclasse C3etf'(a) x f'(b) <0
@ f’(x) > 0 Vx (= stricte convexité)
F(x)
f(x)
— taux de convergence quadratique :

38 > 0 tel que [|x<1 — %|| < B|]x* — |)®

d
< — —
®0=1 ax

]§q<1\7x

A conditions tres restrictives

en pratique : on appligue Newton méme si ces conditions ne
sont pas satisfaites
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