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Théoreme de I'alternative (1/3)

Théoreme de I'alternative

@ Aune matrice mx n

@ c un vecteur de taille n

@ un et un seul des énoncés suivants est vrai :
Q il existe vtelque vTA< c”
Qilexiste x > 0telque Ax =0etc’'x <0

A Rappel : les vecteurs sont tous par défaut en colonne
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Plan du cours

@ Théoreme de l'alternative

@ Lemme de Farkas
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Théoreme de I'alternative (2/3)

@ il existe vtelque vIA< ¢’
Q ilexiste x > 0telque Ax =0etc’x <0

Démonstration : |

démode @ — non @ :
supposons @ alors le PL suivant a un optimum :
max v'.0

VTA + dT — CT
S.C.

d" >0
= dual a un optimum :
minc’ x

Ax=0
s.C.

x>0

valeur du dual = valeur du primal = ¢’ x ¢ 0 = non @




Théoreme de I'alternative (3/3) Lemme de Farkas (1/5)

@ il existe vtelque vIA< cT
Qilexiste x > 0telque Ax =0etc’x <0

Démodenon @ — @ :
Onsaitque S={x: Ax =0, x > 0} # ) car contient 0.
Non @ = c¢’x > 0O pourtoutx € S

Lemme de Farkas

@ Aune matrice mx n

@ c un vecteur de taille n

@ les deux énoncés suivants sont équivalents :
s.c.{AXIO QAx>0=1c¢"x>0

x>0 . )
= Qilexistev>0telque viA=c"
a une solution, de valeur 0 = dual a une solution : /

— minc’x

max v'.0
VTA + dT — CT
.C.
dT>0

— ilexiste vtelque vIA<c' —= @ CQFD
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Lemme de Farkas (2/5) Lemme de Farkas (3/5)

QAX>0=1¢c"x>0
QAX>0=1¢"x>0 Qilexiste v>0telque v A=cT
Qilexistev>0telque viA=c’

démode @ — @ :

Démonstration : | Soitle PL :

T
, minc’ x
démode @ — @ : s Ax> 0

Soit v > 0 tel que v' A = ¢’. Supposons que Ax > 0 _ _ o .
Pas de contraintes sur le signe de x = équivalent a :
alorsv>0etAx > 0= v Ax >0 o
; ; ; . minc' x' — ¢’ x

OrviA=c' = viAx=¢'x>0= @ SC{AX'—AX"ZO

x>0, x">0
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Lemme de Farkas (4/5) Lemme de Farkas (5/5)

QAX>0=—1¢c"x>0

LT T
min¢’x’ — ¢’ x” Qilexistev>0telque v A=c"
sc AxX — AxX" >0
Tl X >0, x">0 PL1 : minc’x

a pour dual : s.c.Ax >0
maxv'.0 a donc pour dual :

viA>cT _ .
s.cC. VT(_A) > _¢T PL2 : maxv .OT )

v=0 sc.d’ A=c

v>0

ce qui équivaut a :

max v’.0 Or, d’aprés @, PL1 minoré par 0, atteint pour x = 0

sc { viA=cT Théoréme de la dualité : PL2 a une solution optimale = 0
T lv>0

— ilexiste v, telque v, > 0etv/A=cT —= @

CQFD
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