En route vers la dualité (1/5)

max 4x; + Xo + 5x3 + 3x4

S.C. Xi— Xo— Xx3+3x4 < 1
51 + Xo 4+ 3x3 + 8x4 <55
) -y —X{ +2Xo +3x3 — 5x4 < 3
Cours 6 : dualité X1 Xo. Xa. X4 > 0
Christophe Gonzales Algo du simplexe = borne inférieure de la fonction objectif |

LIP6 — Université Paris 6, France
Et si on voulait une borne supérieure ?

2éme contrainte ><§' 2—x +§x + 5x +@x <§
3 31 TgrTYRT gM="3

orz<%x +§x + 5x +@X:>Z<§
S Xt aXe 3+ X _3|

En route vers la dualité (2/5) En route vers la dualité (3/5)

max 4x; + Xo + 5x3 + 3x4
S.C. Xt — Xo— X3+3x4< 1
5x1 + Xo + 3x3 + 8x4 <55

—X{ +2X% +3x3 —5x, < 3 Principe du dual

X1, X0, X3,X4 > 0 @ faire une combinaison linéaire des contraintes :
m
\ ‘ . > yix iéme contrainte, avec y; > 0
Somme des 2eme et 3éme contraintes : i1
4x1 + 3Xo + 6x3 + 3x4 < 58 m
o zinférieur & la combinaison linéaire = z < > " yib;
i=1

principe valable pour toute combinaison linéaire a coeffs > 0 J
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En route vers la dualité (4/5)

max 4x; + Xo + 5x3 + 3x4

S.C. Xt — Xo— X3+3x4< 1
5x1 + Xo + 3x3 + 8x4 <55
—Xy +2Xo + 3x3 — 5x4 < 3
X1,X2,X3,X4 >0

“rix( x1— X— X3+3x4< 1)
Yo x ( 5xg + Xo+ 3x3+ 8x4 <55)
y3><(—X1+2X2—}—3X3—5X4§ 3)

( y1+50— y3)xx+
(=1 + Ya+2y3)x X2+
(—y1 +3y2 +3y3 )x X3 +
( 3y1 +8y2 —5y3 )x X4 < (y1 +55y2 + 3y3)

En route vers la dualité (5/5)

X X1 +
X Xo +
X X3 +
x X4 < (y1 + 55y + 3y3)

( y1+5y2— y3
(=y1+ ya+2y
(—y1 +3y2+3y3
( 3ys +8y2 —5y3

— N N

Or fonction objectif = 4x1 + 1xo + 5x3 + 3X4

( Y1+50— y3)>4
(—=vi+ Yya+2y3)>1
(=y1+3y2+3y3)>5
(3y1+8y2—5y3)>3

= Z < (y1+55y2 +3y3) |

meilleure borne = min 4 + 55)> + 3y3 |

Probleme dual Comparaison primal — dual (1/2)

Définition du dual

@ probléme d’origine : le primal :

n
max Z CiXj
=
n

dapg<b (i=1,2,...,m)

S.C. =

x>0 (j=1,2,...,n)

@ le probleme dual :
m
min >~ by,
i=1

o m
vi>c (j=1.2,...
o [Sanze g-12

yi>0 (j=1,2,...,m)

v,

Cours 6 : dualité 7/35 B Cours 6 : dualité 8/35

m
min Z b,-y,-
i=1

m
Zauy/ZCJ (j:172""?n)

s =
yi>0 (j=1,2,...,m)
@ (X1,...,Xpn) solution du primal
® (¥1,...,Ym) solution du dual

m

n n m n m
PEEDD (Z ai/'yi> <Y ( aiij) yi<) by
Jj=1 j=1 i=1 i=1 1 i=1

j=

n m
Z CiXj < Z biy;
j=1 i=1

|




Comparaison primal — dual (2/2) Théoreme de la dualité

n m
S 6x <> by }
j=1 i=1

Théoréme de D. Gale, H.W. Kuhn & A.W. Tucker (1951)

@ (x{,...,xp) solution du primal
@ (yf,...,yn) solution du dual Théoreme de la dualité
N m @ Sile primal a une solution optimale (xj, ..., x;)
alors Y " cxt =Y by; = (X{,....x}) et(yi,...,yy) optimaux @ Alors le dual a une solution optimale (y;, ..., ys) telle que :
j=1 i=1 n m
Démonstration : | ; 77 ; Wi
n i

n m
transparent précédent : V (x1,..., Xa), »_Gx; < Y biyf = ¢x;
= = =1

m n m
transparent précédent : V (y1,...,¥m), Z biy; > Z X' = Z by’
i—1 j=1 i—1

Démonstration du théoreme de la dualité (1/7) Démonstration du théoreme de la dualité (2/7)

Probleme d’origine :

Démonstration : n
J max )  ¢x;
Jj=1
n
supposons que (Xj, ..., X;) solution optimale du primal Za--x- <b (i=1,2,....m)
s.c. /:11”_[ T
transparents précédents : x>0 (j=1,2,...,n)
n m
I,y telque Y " cxt = by = (V1. ;) optimal Introduction des variables d’écart :

=1 i— n
Xopi=bi = ap  (i=1,2,....,m)

. . L . =1
— il suffit de montrer qu’il existe une solution du dual telle que : !

n m N . .
Z X = Z biy; A lopt/mtﬂvmdu primal :
=1 i—1 ~ -
/ z=27"+) CX, avecles G, <0
k=1
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Démonstration du théoreme de la dualité (3/7)

Définition des y; : y¥ = —Cpyi

A les y;* sont bien > 0

y; = -coeff dans z de la variable d’écart de la ieme contrainteJ

Reste de la démo : montrer que (y;, ..., y;,) est réalisable

A l'optimum du primal :

n+m n n+m
z:z*+ZcAkxk:z*+ZcAkxk+ Z Cr Xk
k=1 k=1 k=n+1

n m
=2+ CXk — > Y Xnsi
k=1 i—1

Démonstration du théoreme de la dualité (5/7)

n
ATorigine z = ¢ix;
=

algo du simplexe : opérations algébriques

n
— V tableaux, z = Z CiXi
=

— d’apres le transparent précédent :

n m n m
z= chxj = (z* — Zb,-y,-*) +Z <5j+Za,-/y,-*> X;
=1 i—1 =1 i—1
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Démonstration du théoreme de la dualité (4/7)

n
Variables d'écart : Xn.j=bi—» ajx  (i=1,2,...,m)
=1

n m
= Z2=2"4+) CXk— > ¥ Xnsi
p i—1

n m n
2+ = DY (bf -2 a,-,x,)
k=1 i=1 j=1

Démonstration du théoreme de la dualité (6/7)

n m n m
o= (x-S ) + 2 (a4 Lo )
J=1 i=1 j=1 i=1

équation valable pour tout (xq, ..., Xp)

m
(X1,...,Xn):(0’,,,’0):>z*:Zbl_yi*

i=1

m

i=1

Or condition d’arrét du simplexe : ¢, < 0

m
=Y ay;>¢ (j=1,....n)

i=1




Démonstration du théoréme de la dualité (7/7)

Conclusion : |
@ Siy: =—-c,, alors:

@y >0

m
OZa;jy,-*ZCj G=1,...,n)
=

= (¥5,---,Ym) est une solution réalisable du dual
n m
* * *
®z =) X =) by,
j=1 i=1

= (¥{,...,Ym) solution optimale
CQFD

Application (1/2)

Probleme d’origine :

max 5x1 + 4xo + 3x3

5.C. 2X1 +3Xo + X3
4X1 + Xo + 2X3 11
31 +4Xx0+2x3 < 8
X120, x>0, x3 >0

AVANIVAN

Apres introduction des variables d’écart :

X4 = 5—2x1 — 3% — X3

X5 =11 —4xq — X2—2X3
Xg = 8 — 33Xy —4xo — 2X3
zZ = 5x1 + 4xo + 3x3

X‘IZO7 X2207 X3207 X4ZO7 X5207 XGZO

Application (2/2)

Dictionnaire a I'optimum :

Xi= 2—2X0 —2X4 + Xg
Xs = 1+ 5Xx0 4+ 2x4

Xx3= 1+ Xo+ 3x4 — 2Xg
zZ =13 —-3X — X4 — Xg

@ solution du primal : (x1, X2, X3, X4, X5, Xg) = (2,0,1,0,1,0)
@ solution du dual : (Y17YZ,Y3) = (_621-7 _657 _éé) = (1707 1)

A dans le simplexe sous forme tabulaire, on a —z
= ne pas multiplier les coeffs de la derniere ligne par —1

Cours 6 : dualité
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Relations entre primal et dual (1/4)

Expression d’'un probleme duaIJ
m
min ) _ biy;
i=1
m
ivi>¢c (j=1,2,...
vo | Xawza =12
yiz0 (j=1,2,....m)
Or minf = —max —f
m le dual est un
—max ) (-b)y; nouveau primal !
T
sc. 21:(—&7)}4- <-¢ (j=12....n
1=
yi=0 (j=1,2,....,m)



Relations entre primal et dual (2/4)

Dual |
m

—max ) (-b)y;
i—1

m

so | XLaMs g (=120
;>0 (j=1,2,...,m)
Dual du dual

le dual du dual = primaIJ

n
max Z CiXi
=1

n
dapg<b (i=1,2,...,m)

S.C. i

x>0 (j=1,2,...,n)

Relations entre primal et dual (4/4)

Dual
3 optimum | non réalisable | non borné
3 optimum v 4 ®
Primal | non réalisable ® v v
non borné S v

— si le primal et le dual ont des solutions réalisables alors ils
ont un optimum

Cours 6 : dualité 23/35

Relations entre primal et dual (3/4)

Relations primal — dual

@ le dual du dual = le primal
@ primal a un optimum <= dual a un optimum

n m
> <> by
j=1 i=1

— primal non borné = dual non réalisable
@ dual non borné = primal non réalisable

A primal et dual peuvent étre tous deux non réalisables :

max 2x14 — Xo

sc. Xt—Xo< 1
—X1 + X < =2
X1,X2 >0

Conséquence pratique

Il peut étre avantageux d’appliquer I'algo du simplexe
sur le dual plutét que sur le primal

tableau du dual a I'optimum = solution optimale du primal

Exemple : probleme primal a 9 variables et 99 contraintes ]

= 100 lignes dans le primal et 10 lignes dans le dual
nb d’itérations du simplexe ~ proportionnel au nb de lignes

—> moins d'’itérations dans le dual

algo révisé du simplexe = itérations pas plus colteuses
avec le dual
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Théoreme de complémentarité
Théoreme de complémentarité

@ (x7,...,x,) : solution réalisable du primal
@ (yy,...

Alors une condition nécessaire et suffisante pour que
(X5, ..., xp) et (yy,...,ym) soient optimaux simultanément :

. ¥m) : solution réalisable du dual

m
@) ajyf=coux=0(oules2 Vj=1,2...n
i=1
et
n
@) ayx =bouy=0(ules2) Vi=12..m
j=1

Démonstration du théoreme de complémentarité (1/3)

Demonstration : |

m
dual = > ayyf > ¢
=

m
_— <Z aij}/i*> Xj* > ijj*
i=1

n

n
primal = >~ a;x’ < b = (Z aijxfk) yi < biyf
= =

m

n n m n m
=Y <Y (Taw )5 -3 ( ) i <3 b
j=1 J=1 \i=1 1 i=1

i=1 \j=

' Démonstration du théoréme de complémentarité (2/3)

Démonstration du théoreme de complémentarité (3/3)

n n m m n m
doox <y (Z awf) =) (Z a,-,x,*) yi <) by J
j=1 j=1 \i=t =

i=1 \ j=1

Si(xf,....x5)et(y5,...,ym) optimaux
n m
alors théoreme de la dualité = > ~¢x" = > by}

j=1 i=1

n n m
=Y e -3 (Law )
j=1 j=1 \i=1
m m
* kK Ak
dual = > " ajyf > ¢ = > ayix = cx
i=1 i=1

m
jolp— Jp— Ly
—Xx'=0 ou ¢=)Y ay

i=1
n

démo similaire pour Z ajxf =b ou y =0

j=1

Réciproque |

m n
Si [xj* =0 ou G=)_ a,-,-y;*] et [y,-* =0 ou Y apx = b,-]
i= =1

n n m n m
alors Z C/X/* = Z <Z a,-jyl.*> X/* = Z ( a,-j)(/f‘k yl.* = Z b,'y;k
j=1 j=1 \i=1 i=1 \ j=1 i=1

théoréme de la dualité = (x{,...,x;) et (y5,...,yy) optimaux

CQFD
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Rappel : Théoreme de complémentarité Complémentarité : corollaire

Théoreme de complémentarité

@ (xi,...,x) : solution réalisable du primal Corollaire du théoreme de complémentarité

@ (yi,...,y5) : solution réalisable du dual @ (x{,...,x,) : solution réalisable du primal

" i , _ @ (x{,...,x;) optimal si et seulement si 3 (y5,...,y5) tel que :
Alors une condition nécessaire et suffisante pour que (% n) o v ym)tela
X5, ..., x2) et (v, ...,y soient optimaux simultanément : 7 R

(xi n) et (s Ym) ptimaux simultanément S apyf = ¢ désque x>0
i=1

m
@) ayyf=coux=0(ules2) Vj=1,2....n

n
i—1 y; =0 désque ) ayx’ <b
et par
n et tel que :
Oza,-jxj":b,-ouyf‘zo(ouleSZ) Vi=1,2,....m m
= J SN ayr>q  Vji=1.2...n
i=1
m n yi>0  Vi=12...m
—>six >0alors Y ayf=¢  siy;>0alors > ayx’ = b ’

i=1 j=1

Interprétation économique des variables duales (1/5)

Interprétation économique des variables duales (2/5)

n x; = nombre de meubles d'un certain type (chaises,
max )  ¢x; -
1 174 bureaux) fabriqués
- ¢; = prix en € d’une unité de produit
Z agx; < b (i=1,2,...,m) a; = quantité Qe la feme matiere premiere necessaire a la
e construction d’une unité du jeme type de meuble
x>0 (j=1,2,...,n) b; = quantité de la ieme matiere premiere disponible

Probleme : maximisation du profit d’'une fabrique de meubles

— utilise des matiéres premiéres et en produit des meubles variable unité
= x; = nombre de meubles d’'un certain type (chaises, Xj unité de produit
bureaux) fabriqués C € par unité de produit j

¢ = prix en € d'une unité de produit

a; = quantité de la ieme matiere premiere nécessaire a la
construction d’une unité du jeme type de meuble b; unité de ressource |

b; = quantité de la ieme matiere premiére disponible

ajj unité de ressource i par unité de produit j

Cours 6 : dualité 31/35 W Cours 6 : dualité 32/35



Interprétation économique des variables duales (3/5)

m
min ) _ byy;
i—1

o m
dayizg (j=1.2,...,n)
i=1

y,'ZO (j:1,2,...,m)

S.C.

o

variable | unité |

Cj € par unité de produit j
aj unité de ressource i par unité de produit j

m
Z a;y; > ¢, = (unité de ressource / par unité de produit j)x
i=1 unité de y; = € par unité de produit j

— y; exprimé en € par unité de ressource iJ
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Interprétation économique des variables duales (5/5)

Théoreme

Si le primal a au moins une solution optimale non dégénérée,
alors3e>0telquesi|t| <eVi=1,2,...,malors:

n
max Z CiXj
=1

n
Za,-,-x,-gb,-+t,- (i=1,2,....,m)

S.C. =

x>0 (j=1,2,...,n)

m
a une solution optimale et dont la valeur est z* + Zy,-* ti
i=1

ou y3,...,ym = solution optimale du dual

Cours 6 : dualité 35/35

Interprétation économique des variables duales (4/5)

Interprétation économique

y; mesure I'apport d’'une unité de ressource i au profit de
I'entreprise

on augmente d’'1 le nombre d’unités de ressource i = le profit
augmente de y;

= on est prét a payer cette unité de ressource au maximum
un prix de y;

les y; sont souvent appelés «prix marginaux» )




