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Plan du cours 3

@ Fonctions de croyance
© Modeles décisionnels avec fonctions de croyance
© Décisions séquentielles avec EU

Q Décisions séquentielles avec RDU
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© Les fonctions de croyance
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Retour a 'urne d’Ellsberg
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Violation du Sure thing principle

Peut-on représenter - par RDU ?

A B C D
5} () $@ $@
e X ) e '@
$@ () Se@ ()
A-B D~C
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PI’ObaS Pr, Pb, PV

Lurne d’Ellsberg et RDU

A B C D
(5} () $@ $@
] @ e '@
$@ () Se ()
A~ B D~ C

A= B < ¢(Pp) > ¢(Pr)

D> C <= ¢o(Pr+ Py) > o(Pp+ Py)

or ¢ croissante = RDU impossible
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Lurne d’Ellsberg et les capacités

A B C D
Q@ Q@ e $e
e '@ e $@
5@ (] e (]
A-B D~ C
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Probléme : o(Pp) > o(P;) et  (Pr+ Py) > ¢(Pp+ Py)

Définition d’une capacité
@ fonction i des sous-ensembles de S dans [0, 1]

° u(0) =0, uS)=1
@ monotone : YA C BC S, u(A) < u(B)
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Les fonctions de croyance

Lurne d’Elisberg = capacités a la Choquet

" ? P . . .
capacités = représentation des incertitudes

Théorie des fonctions de croyance
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Les fonctions de croyance

Fonction de croyance (Dempster-Shafer)

@ S : ensemble des états de la nature

@ A : ensemble des sous-ensembles de S
@ 1 : A~ [0,1] fonction de croyance :

°o u(0)=0,  u(S)="1
@ u monotone d’'ordre co :Vn > 2, VAi,...,Ap € A:

n
(08 3 (1)
i=1 pcic{1,..., n} iel

Ordre 1 : VAC BC S, u(A) < u(B)

— capacités a la Choquet

Ordre 2 : u(AU B) > u(A) + u(B) — n(An B)
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Linverse de Mobius
Définition de l'inverse de Mébius

Fonction ¢ : A — [0, 1] définie par :

o(A) = (=1)"Eu(B)

BCA

v,

Expression de la fonction de croyance
wA) =D 4(B)

BCA

. définie a partir de ¢ est une fonction de croyance ssi :
° ¢(0)=0

@ > pcsd(B)=1
@ VBCS,¢(B)>0
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Exemple : le camionneur

G(ood)
pieces de rechange : < A(cceptable)
B(ad)

Information : au plus la moitié des pieces est d’'un type donné

A0 {Gt {A} {B} {GA} {GB} {AB} S
pl0O 0 0 0 1/2 1/2 12 i
ol0 0 0 0 12 12 12 —1/2

— u n’est pas une fonction de croyance
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Exemple : 'urne d’Ellsberg

A B C D
5} () $@ $@
e X ) e '@
$@ () Se@ ()
A-B D~C
1/3  2/3
Evt| 0 {B} {R} {V} {B,R} {B,V} {RV} S
p |0 1/3 0 0 1/3 1/3 2/3 1
¢ |0 1/3 0 0 0 0 2/3 0
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Propriétés et vocabulaire

@ ¢ —> masses de Mobius
@ ¢(B) > 0 : eléments focaux
@ éléments focaux = singletons <= . = proba

@ fonction de croyance = enveloppe inférieure de lois de proba
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@ Modeéles décisionnels

avec fonctions de croyance
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Décisions avec des fonctions de croyance

@ S : ensemble des états de la nature
@ A : ensemble des sous-ensembles de S
@ f: A~ [0,1] fonction de croyance (d'inverse de Mdbius ¢)

@ X : ensemble des conséquences
@ ) : ensemble des sous-ensembles de X

@ décision ¢ = acte = fonction S — X

— VY e, g(Y)=1(6"1(Y)) = incertitude sur I'obtention de
Y en prenant la décision ¢

g est une fonction de croyance |

¥ Y+ [0, 1] définie par ¥(Y) = Z ¢(B) est l'inverse de Mdbius de g
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Généralisation de EU (1/5)

Geénéralisation de vNM aux fonctions de croyance J

F = ensemble de toutes les fonctions de croyance sur Y

Mixage de fonctions de croyance
Vf,ge F,VAe[0,1],h=Xf+(1—-N)g € F:
fonction de croyance

VY €Y, h(Y) = (Y)+(1-Ng(Y)

= comme dans von Neumann-Morgenstern, on va exprimer
>~ sur I'espace des mixages de fonctions de croyance F
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Généralisation de EU (2/5)

Axiome 1 : Préordre total
=~ est un préordre large total sur F

Axiome 2 : continuité
vf,g,h € Ftelsque f = g > h, o, § €]0, 1] tels que :

af +(1 —a)h>g > pf+ (1 — B)h.

Axiome 2 : Indépendance
Vf,g,h e F,Va €]0,1]:

f-g=af+(1-a)h>ag+ (1 —-a)h.
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Généralisation de EU (3/5)

Théoreme (von Neumann-Morgenstern)

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

@ - sur F vérifie les axiomes 1, 2, 3
© - est représentable par U : F — R telle que :
@ vf,ge F,frr g U(f) > U(g)
@ U estlinéaire sur F,i.e., Vf,ge F, VA €[0,1]:
UM+ (1=XNg)= U+ (1 —-NU(9)

De plus, U est unique a une transformation affine strictement
positive pres

.

n n n
Par récurrence : V\; > 0 t.q. ZA,- =1, U (Z A,-f,-) = Z \U(F)
= s

i=1
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Généralisation de EU (4/5)
Fonction de croyance élémentaire concentrée sur B

fonction de croyance eg telle que :
eg(A)=1siAD B et eg(A)=0sinon
— inverse de Mobius g telle que ¥g(B) = 1

Ensemble focal
@ f fonction de croyance d’inverse de Mdbius
@ C; = ensemble focal de f = {B: ¢(B) > 0}

| A\

— V fonction de croyance f et V événement A :

f(A) =Y ¢(B) =) v(B)es(A)

BCA Bec;

f=> v(Bes

BeCs

N—
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Généralisation de EU (5/5)
Rappel : U (i A,-f,-) = iA;U(f;)
i=1 i=1

Orf =3 4(B)eg = U(f) = Ypec, ¥(B)U(ep)

BeCy

Belief expected utility

@ f:fonction de croyance

@ ¢ :inverse de Mdbius

© BEU(f) =Y 4(B)w(B)

BeCs
ou w(B) = U(eg) = utilité de 'ensemble de conséquences B

= utilité d’une croyance eg dont le seul élément focal est B

v,
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BEU et 'urne d’Ellsberg

A B C D
@ e @ @
® @ e '@
'@ () e ()
Evts 0 $ {0,%} Evts 0 $ {0,%}
boules|{R,V} {B} S boules|{B,V} {R} &
L 2/3 1/3 1 L 1/3 0 1
& 2/3 1/3 0 b 1/3 0 2/3
BEU(A) = 2/3w({0}) + 1/3w({$}) = 1/3 BEU(B) = 1/3w({0}) + 2/3w({0,$}) = 2/3a
Evts | 0 $  {0,%} Evts | 0 $ {0,%}
boules|{R} {B,V} S boules | {B} {R,V} S
L 0 1/3 1 L 1/3 2/3 1
& 0 1/3 2/3 6 | 1/3 2/3 0

BEU(C) = 1/3w({$}) + 2/3w({0,$})

BEU(D) = 1/3w({0}) +2/3w({$}) =2/3
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Le modele de Jaffray (1/3)

Probleme de BEU : |

BEU(f) = Z #(B)w(B) = w doit étre défini sur Cs (voire Y = 2%)
BeCy

en comparaison : EU(P) =, .y P(x)u(x) = u défini sur X

— EU nécessite moins d’élicitation d'’utilité
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Le modele de Jaffray (2/3)

Axiome 4 : Dominance

@ VB € Y : mg = la pire des conséquences dans B

@ VB e Y : Mg = la meilleure des conséquences dans B

@ VB € Y : ep fonction de croyance élémentaire
concentrée en B

@ VB, B c)Y,simg

~

x Mg et Mg —x Mg alors eg - ep

ldée : |

aucune information sur les sous-événements inclus dans B
— décider en fonction de la pire et de la meilleure conséquence
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Le modele de Jaffray (3/3)

Théoreme — Jaffray (89)

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

@ - sur F vérifie les axiomes 1, 2, 3, 4
©Q - est représentable par U : F — R telle que :
@ vfi,ge F,frz g« U(f) > U(9g)
@ Jv définiesur M ={(mM)e X x X : M 7z m} tq.:
u(f) = > w(B)v(mg, Mg)

BeCy

@ U et v sont uniques a une transformation affine
croissante commune pres

@ v est une fonction non décroissante en met en M

@ u(x) = v(x, x) est une utilité de vNM
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Le critere d’Hurwicz

Modeéle de Jaffray =—> v défini sur |X|? éléments

v(m, M) = attitude visavis du r’lsquel o s
vis a vis de 'ambiguité
Critere d’Hurwicz
V(m, M) € M, a(m, M) = critére local d’optimisme/pessimisme

a(m, M) = valeur de « pour laquelle le décideur est indifférent
entre recevoir :

@ m avec la proba a et M avec la proba 1 — «
© au moins m et au plus M, sans autre information

v(m, M) = a(m, M)u(m) + [1 — a(m, M)]u(M) J

pessimisme : a(m, M) = 1 optimisme : a(m, M) =0
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© Décisions séquentielles avec EU
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Rappel : Utilité espérée

Loteries et espérance d'utilité

@ X : ensemble des conséquences

@ S :ensemble des états de la nature

@ acte : fonction S — X

@ )V : ensemble des applications de S dans X
°

°

°

~p : relation de préférence sur V
feV = P;sur(X,2%)
L : loteries, ensemble des lois a support fini sur X
f= P;=(ci,p1;...;Cn,Pn), aVv€C C1 Zx C2 Jx -~ Jx Cn
Zp = surL
@ - est représentable par U telle que

UP) =Y piuta),
ol u(c;) = U((ci, 1)). -
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Les Arbres de décision

@ enveloppe 1 contient 100€
@ enveloppe 2 choisie parmi une pile de 100 enveloppes
dont 3 contiennent 1000 € et 97 contiennent 1€
enveloppe 1 = 100€

= < enveloppe 2 = 3 chances sur 100 d’avoir 1000 € et
97 chances sur 100 d’avoir 1€

séquence temporelle

carrés = décisions ronds = nosuds de chance
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Décisions séquentielles (1/3)

x =conséquencesiDy =u,Ci=c¢i,Do=u,Co =0
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Décisions séquentielles (2/3)

= la décision optimale est celle dont la moyenne des utilités
des conséquences est la plus élevée

dy = loterie L1 = (100, 1)
do = loterie L, = (1,0.97; 1000, 0.03)

EU(d;) = EU(Ly) = 100
EU(db) = EU(Lp) = 0,97 x 1+ 0,03 x 1000 = 30, 97

— décision optimale selon EU : d,
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Décisions séquentielles (3/3)

Stratégie

Une stratégie de décision = la sélection en tout sommet de
décision D de l'arbre accessible compte tenu des décisions
prises précédemment, d'une décision d appartenant a I'en-
semble des décisions réalisables de ce sommet.
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Décisions séquentielles (3/3)

Stratégie et espérance d'utilité

@ A toute stratégie correspond une loterie
@ critéere d’'optimalité = espérance max sur les loteries

loterie = (20, 0.24; 35, 0.35; 47, 0.35; 100, 0.06) J
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Calculs dans un arbre de décision (1/5)

o @ 03 1000
07 109

020

Stratégie Sy = ((Dy = di, Do = db, D3 = ds))
=(10,0.7 x 0.9; 100,0.3 x 0.7, 200,0.7 x 0.1, 1000,0.3 x 0.3)
E(S1) = 0.3 x [0.7 x 100 + 0.3 x 1000] + 0.7 x [0.9 x 10 + 0.1 x 200]
—0.3x E(((Ds = b)) + 0.7 x E(({Ds = ds)))
Stratégie S, = (D = di, D> = db, D3 = dh))
=(0,0.7 x 0.7; 100,0.3 x 0.7, 1000,0.3 x 0.3, 2000,0.7 x 0.3)
E(Ss) = 0.3 % [0.7 x 100 + 0.3 x 1000] + 0.7 x [0.7 x 0 + 0.3 x 2000]
=03 x E(({Ds = &))) + 07 x E ({(Ds = b))
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Calculs dans un arbre de décision (2/5)

db @ 03

1000

07 109
020

Stratégie S1 = <<D1 = d1,D2 = dg, D3 = d3>>
E(S1) = 0.3 x E(({(D2 = a2))) + 0.7 x E({(D3 = ds)))

Stratégie S; = ((Dy = dy, D> = db, D3 = d3))
E(S2) = 0.3 x E({(D2 = d2))) + 0.7 x E({(D3 = d3)))

— calculer E (((Dy, = db))) une seule fois, stocker le résultat
en D, et le réutiliser pour toute stratégie contenant D> = db J
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Calculs dans un arbre de décision (3/5)

Probleme : Doit-on stocker en D les 2 espérances
E(((D2 = a2))) et E(({(D2 = d2))) ?

Soit Sy = ((Dy = di,..., D = b)) et Sp = ((Dy = 04, ..., Dz = db))
deux stratégies ne différant que par la décision D»

Nlors E(S1) — E(Sz) = E({(Dz = b)) — E({(Dz = &)
— Si E(((Ds = db))) > E((({D, = b)) alors E(Sy) = E(Sp)

= ne conserver que E({((D» = db))) dans le nceud D, |
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Calculs dans un arbre de décision (4/5)

— sur les nceuds de décision <terminaux>, ne conserver que
les meilleures décisions :

— Si on choisit D; = dj, la sous-stratégie optimale est
forcément : D> = db, D3 = d3 qui correspond a la loterie :

(0, 0.49; 100, 0.21; 1000, 0.09; 2000, 0.21)

puis réitérer le process...
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Calculs dans un arbre de décision (5/5)

Reégle de calcul dans I'arbre de décision

@ sile nosud est un noeud de chance, on calcule une
espérance

©Q sile nosud est un nosud de décision, on conserve le max

10

22

20

30
51

40

51

50

Heh

60

Méthode de calcul = inférence arriere J
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Exemple d’inférence dans un arbre de décision (1/4)

calcul : EU(C,) = > P(C2|Dy, Cy, D2)u(Dy, Cy, Dy, c2) J
Co
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Exemple d’inférence dans un arbre de décision (2/4)

calcul : EU(D») = max EU(C») J
2
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Exemple d’inférence dans un arbre de décision (3/4)

calcul : EU(Cy) = > P(C1|D1)EU(D2) J
C
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Exemple d’inférence dans un arbre de décision (4/4)

calcul : EU(Dy) = max EU(Cy) J
1
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@ Décisions séquentielles avec RDU
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RDU : Probleme de cohérence dynamique

Supposons que p(x) = e~V )

RDU(a) =2+ (5 —2)p(0,73) + (30 — 5)¢(0,25) = 11,41
RDU(bc) =5 + (10 — 5)¢(0,5) + (20 — 10)(0, 25) = 10,26
RDU(bd) = 2 + (5 — 2)(0,75) + (30 — 5)¢(0,25) = 11,46

RDU(c) =10+ (20 — 10)¢(0,5) = 14,35
RDU(d) =2+ (30 — 2)p(0,5) = 14,18

MODE — cours 3: fonctions de croyance et décisions séquentielles



Probleme : peut-on échapper au probleme de
cohérence dynamique ?
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Conséquentialisme

Définition
Les préférences dans le sous-arbre de racine B ne dépendent
pas du reste de l'arbre
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cohérence dynamique

Définition
La stratégie préférée en A génére une sous-stratégie de racine
B qui est la stratégie préférée en B
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Conséquentialisme + cohérence dynamique

pref ne dépend pas du
sous-arbre en pointillé

conséquentialisme : o OE ” ag

cohérence dynamique : en S, la stratégie rouge en N est
préférée dans les deux arbres

Donc (ag, fge) = (be, fee) <= (@g, 9ec) = (bE, gec)

conséquentialisme + cohérence dynamique
= sure thing principle
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