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Toutes les séquences d’élimination ne sont pas égales

Séquence1:A B, C,F,D,E Séquence2:D, C A E,B,F

séquence 1 séquence 2
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De la propriété d’intersection courante

Propriété d’intersection courante

Soient Cy et C», deux cliques quelconques de I'arbre
de jonction et soit S = C; N Cy # (). Alors sur toute
chaine reliant C; et Cy, les cliques et séparateurs
contiennent S

cours 6 Construction de I’arbre de jonction 2/21



De la propriété d’intersection courante

Propriété d’intersection courante

Soient Cy et C», deux cliques quelconques de I'arbre
de jonction et soit S = C; N Cy # (). Alors sur toute
chaine reliant C; et Cy, les cliques et séparateurs
contiennent S

cours 6 Construction de I’arbre de jonction 2/21



De la propriété d’intersection courante

Propriété d’intersection courante

Soient Cy et C», deux cliques quelconques de I'arbre
de jonction et soit S = C; N Cy # (). Alors sur toute
chaine reliant C; et Cy, les cliques et séparateurs
contiennent S

cours 6 Construction de I’arbre de jonction 2/21



De la propriété d’intersection courante

Propriété d’intersection courante

Soient Cy et C», deux cliques quelconques de I'arbre
de jonction et soit S = C; N Cy # (). Alors sur toute
chaine reliant C; et Cy, les cliques et séparateurs
contiennent S

o

Lalgorithme de Shafer-Shenoy fonctionne avec
n’importe quel graphe sans cycle vérifiant la
propriété d’intersection courante (ce que I'on appelle
un join tree)
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Un graphe de jonction avec cycles

A Si'on n’y prend garde, des cycles peuvent exister bien
que la propriété d’'intersection courante soit vérifiée
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Graphe de jonction et triangulation (1/2)

Triangulation

Un graphe non orienté est triangulé si et seulement si, pour
tout cycle de longueur 4 ou plus, il existe une corde, c’est-a-dire
une aréte reliant deux nceuds non consécutifs du cycle
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Graphe de jonction et triangulation (1/2)

Triangulation

Un graphe non orienté est triangulé si et seulement si, pour
tout cycle de longueur 4 ou plus, il existe une corde, c’est-a-dire
une aréte reliant deux nceuds non consécutifs du cycle

Exemple :le graphe ci-dessus n’est pas triangulé car le cycle
A,B,D, E, C, Ane comporte pas de corde
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Graphe de jonction et triangulation (2/2)

Proposition
il y a équivalence entre les deux assertions :
Q@ Le graphe de jonction est acyclique
Q Le graphe non orienté correspondant est triangulé
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Graphe de jonction et triangulation (2/2)

Proposition
il y a équivalence entre les deux assertions :
Q@ Le graphe de jonction est acyclique
Q Le graphe non orienté correspondant est triangulé

= pour trouver un < bon > arbre de jonction, il faut trouver
une < bonne > triangulation
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Un peu de morale, ¢a ne fait pas de mal

Moralisation

relier tous les parents d’'un méme noeud, puis supprimer les
orientations = le graphe moral.
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Un peu de morale, ¢a ne fait pas de mal

Moralisation

relier tous les parents d’'un méme noeud, puis supprimer les
orientations = le graphe moral.

— les cliques pourront contenir 'ensemble des probabilités
conditionnelles de la décomposition de la loi jointe
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Recherche des triangulations optimales (1/2)

Proposition [Rose 1970]

Un graphe non orienté est triangulé si et seulement si
I'application des deux regles suivantes permet d’éliminer tous
les noeuds X; du graphe sans rajouter une seule aréte :

@ on rajoute des arétes entre tous les voisins du nceud X;
que I'on veut éliminer (on forme une clique)

Q on supprime X; ainsi que les arétes qui lui sont adjacentes
du graphe

= pour créer un join tree, il suffit de partir d’'un graphe non
orienté et d’appliquer, avec une certaine séquence
d’élimination, les deux points ci-dessus

[Mellouli (87)] : Tout join tree < optimal > peut étre construit a
partir d’'une séquence d’élimination
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Recherche des triangulations optimales (2/2)

@ Arnborg et al. (87) :trouver la triangulation optimale est
NP-difficile = essayer de trouver des heuristiques
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Recherche des triangulations optimales (2/2)

@ Arnborg et al. (87) :trouver la triangulation optimale est
NP-difficile = essayer de trouver des heuristiques

» Kjeerulff (90) : un algorithme glouton rapide et efficace :
Soit un graphe non orienté (moral) G = (X, E), X = {Xi,..., Xn}
@ Associer a chaque X; un < poids > égal au produit des
modalités de X; et de ses voisins
Q éliminer le noeud X; dont le poids est minimal (i.e., relier
tous ses voisins de maniére a former une clique C; puis
éliminer X; et ses arétes adjacentes)
© mettre a jour les poids des nceuds restants
— les C; sont les cliques (ellipses) du join tree
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» van den Ejjkhof & Bodlaender (2002) : “safe reductions”
— élimination de variables avec garantie d’optimalité
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Recherche des triangulations optimales (2/2)

@ Arnborg et al. (87) :trouver la triangulation optimale est
NP-difficile = essayer de trouver des heuristiques

» Kjeerulff (90) : un algorithme glouton rapide et efficace :
Soit un graphe non orienté (moral) G = (X, E), X = {Xi,..., Xn}
@ Associer a chaque X; un < poids > égal au produit des
modalités de X; et de ses voisins
Q éliminer le noeud X; dont le poids est minimal (i.e., relier
tous ses voisins de maniére a former une clique C; puis
éliminer X; et ses arétes adjacentes)
© mettre a jour les poids des nceuds restants
— les C; sont les cliques (ellipses) du join tree

» van den Ejjkhof & Bodlaender (2002) : “safe reductions”
— élimination de variables avec garantie d’optimalité

» Autres algorithmes : Becker & Geiger (96) ; Shoiket & Geiger (87)



Exemple de création de join tree (1/5)
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Exemple de création de join tree (1/5)

» Variable a éliminer : J = clique EIJ
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Exemple de création de join tree (2/5)
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Exemple de création de join tree (2/5)

» premiere variable a éliminer : B = clique ABD
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Exemple de création de join tree (2/5)

» premiere variable a éliminer : B = clique ABD

» deuxieme variable a éliminer : F = clique DEF
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Exemple de création de join tree (3/5)
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Exemple de création de join tree (3/5)

élimination de D

» premiere variable a éliminer : D = clique ADE
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Exemple de création de join tree (3/5)

élimination de D

» premiere variable a éliminer : D = clique ADE

» deuxieme variable a éliminer : | = clique EHI
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Exemple de création de join tree (4/5)
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Exemple de création de join tree (4/5)

élimination de H

» premiere variable a éliminer : H = clique EGH
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Exemple de création de join tree (4/5)

élimination de H

» premiere variable a éliminer : H = clique EGH

» puis les autres variables peuvent étre éliminées dans
n'importe quel ordre puisqu’elles appartiennent toutes a la
méme cliqgue : A= clique ACEG

C — cliqgue CEG
G = clique EG
E — clique E
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Exemple de création de join tree (5/5)

Ensemble des cliques selon leur ordre &)
de création (avec la variable dont \ !
I'élimination a créé la clique) :
ElJ (J), ABD (B), DEF (F), ADE (D), @
EHI (I), EGH (H), ACEG (A),
CEG (C), EG (G), E (E) o

@

4’,
-

(O OXE
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Exemple de création de join tree (5/5)

Ensemble des cliques selon leur ordre
de création (avec la variable dont
I'élimination a créé la clique) :

ElJ (J), ABD (B), DEF (F), ADE (D),
EHI (1), EGH (H), ACEG (A),

CEG (C), EG (G), E (E)

N
e
bug

@

R
o)

4’,
-

(O OXE

Probleme : comment relier les cliques entre elles ?
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Larbre d’élimination en résumé

» élimination de J
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Larbre d’élimination en résumé

» élimination de B
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Larbre d’élimination en résumé

» élimination de F
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Larbre d’élimination en résumé

» élimination de D
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Larbre d’élimination en résumé

» élimination de /
CADED
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Larbre d’élimination en résumé

» élimination de H
CEHD CADED
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Larbre d’élimination en résumé

» éliminationde A, C, G, E

32 32
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Larbre d’élimination en résumé

» arbre d’élimination :

Problémes : |

cours 6 Construction de I’arbre de jonction 14/21



Des cliques vers I'arbre d’élimination (1/2)

Définition de I'arbre d’élimination
» Soito: {1,...,n}— {1,...,n} la permutation telle que les
variables X; sont éliminées dans l'ordre X, 1y, ..., X,(n)
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Des cliques vers I'arbre d’élimination (1/2)

» Soito: {1,...,n}— {1,...,n} la permutation telle que les
variables X; sont éliminées dans l'ordre X, 1y, ..., X,(n)

» Pour tout /, soit D, ;) la clique créée au moment ou X, ;)
est éliminée

» Arbre d’élimination : graphe G = (D,€), ou :
> D:{DU(,') e {1,...,[7}},
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Des cliques vers I'arbre d’élimination (1/2)

» Soito: {1,...,n}— {1,...,n} la permutation telle que les
variables X; sont éliminées dans l'ordre X, 1y, ..., X,(n)
» Pour tout /, soit D, ;) la clique créée au moment ou X, ;)
est éliminée
» Arbre d’élimination : graphe G = (D,€), ou :
> D:{DU(,') e {1,...,”}},
> g:{(Da(,'), DO'(])) :
1<i<nj=min{k#i: X,k € Dyiy}}

— Si l'on trie les nceuds X; a l'intérieur des cliques selon leur
ordre d’élimination, alors :
on relie Da(i) = {Xg(/),Xg(/‘), .. } a DcrU)-
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Des cliques vers I'arbre d’élimination (2/2)

@& & B

» Arbre d’élimination : G = (D, £), ou : ED N
» D= {Do(,) i€{1,...,n}},
» E={(Ds(iy: Dy(jy) : 1 < i<, G
J=min{lk#i: X5 € Do(iy}}

» Ensemble des cliques selon leur ordre
de création (avec la variable dont
I'élimination a créé la clique) : @
ElJ (J), ABD (B), DEF (F), ADE (D),
EHI (1), EGH (H), ACEG (A), @
®

CEG (C), EG (G), E (E)
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)
j = min{k#i: X,y € Doiy}} @
=)
GO
®
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Des cliques vers I'arbre d’élimination (2/2)

» Arbre d’élimination : G = (D, £), ou :

B
» D={D,u:ie{1,...,n}},

» E={(D o (i) a(/)) 1T<i<n, @
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Des cliques vers I'arbre d’élimination (2/2)

ABD COER

» Arbre d’élimination : G = (D, £), ou :
» D= {Do(,) i€{1,...,n}},

» £= {( o (i) (r(/)) 1<i<n, @
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Des cliques vers I'arbre d’élimination (2/2)
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Des cliques vers I'arbre d’élimination (2/2)
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De l'arbre d’élimination vers I'arbre de jonction (1/2)
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Propriétés de I'arbre d’élimination

D = {DU(,) ie{1,...,!7}}, ‘ . .
E={(Ds(iy, Dojy) : 1 < i< n,j=min{k#i: X;x) € Dy(i)}}

@ Larbre d’élimination est un arbre
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Propriétés de I'arbre d’élimination

D= {DU(,) ie{1,...,n}},

E={(Dsiy, Dsjy) : 1 < i< n,j=min{k#i: X;x) € Dy(i}}
@ Larbre d’élimination est un arbre
Q |l vérifie la propriété d’intersection courante
Q Soit D,(;y un enfant de D, ), alors | D, ;)| > [Dyjy| — 1
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Propriétés de I'arbre d’élimination

D = {DU(,) ie{1,...,!7}}, ‘ . ‘

E={(Ds(iy, Dojy) : 1 < i< n,j=min{k#i: X;x) € Dy(i)}}
Q Larbre d’élimination est un arbre
Q |l vérifie la propriété d’intersection courante
Q Soit Da(/') un enfant de DU(,'), alors |Dcr(j)| > |Da(i)| —1

Q Soient Dy ) et D,(;) les parents de D, ), alors
DU(,') §Z DO'U) et Da(j) ¢ DU(,')
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Propriétés de I'arbre d’élimination

D = {DU(,) ie{1,...,!7}}, ‘ . ‘

E={(Ds(iy, Dojy) : 1 < i< n,j=min{k#i: X;x) € Dy(i)}}
Q Larbre d’élimination est un arbre
Q |l vérifie la propriété d’intersection courante
Q Soit Da(/') un enfant de DU(,'), alors |Dcr(j)| > |Da(i)| —1

Q Soient Dy ) et D,(;) les parents de D, ), alors
Dy(iy & Dsjy €t Dyjy Z Dy(iy

Q Soit D,(;) un enfant de D, ;, alors
D, (jy C Dy(iy <= |Dy(jy| = |Do(i| — 1
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Propriétés de I'arbre d’élimination

Propriétés
D = {Da(l) i e {1 n}}
E={(Dy(iy, Do) : 1 <i<nj=min{k#i: Xs) € Doiy}}

@ Larbre d’élimination est un arbre
Q |l vérifie la propriété d’intersection courante
Q Soit D, ;) un enfant de D, ;), alors |D, ;| > |Dj)| — 1
Q Soient Dy ) et D,(;) les parents de D, ), alors
Doiy & Dsyj) €t Do(jy & Doy
Q Soit D,(;) un enfant de D, ;, alors
Ds(jy © Dotiy = [Do(| = [Do(i| — 1

Q Soit D, ;) un enfant de D, tel que D,(jy ¢ D,;, alors il
n'existe pas d'ancétre D, ) de D, ;) tel que D,(;y C D,k
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De l'arbre d’élimination vers I'arbre de jonction (2/2)

Algorithme pour obtenir un arbre de jonction

01 créer I'arbre d’élimination G = (D, &)
02 marquer a false tous les arcs de &
03 pour j variant de n a 1 faire
04 siil existe D, ;) parent de D,; tel que I'arc
(Ds(j), Doiy) st non marqué et |D, ;)| = |D,(;| — 1 alors

05 pour tous les autres parents D,k de D,; faire
06 créer dans G un arc (D, k), Do(j)

07 marquer cet arc a true

08 fait

09 si D,(;y aun enfant D, alors
10 créer dans G un arc (D, ), Dy(x))

11 finsi
12 supprimer D, ; ainsi que ses arcs adjacents
13 fait
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De l'arbre d’élimination vers I'arbre de jonction (2/2)

Algorithme pour obtenir un arbre de jonction

01 créer I'arbre d’élimination G = (D, &)
02 marquer a false tous les arcs de &
03 pour j variant de n a 1 faire
04 siil existe D, ;) parent de D,; tel que I'arc
(Ds(j), Do(iy) est non marqué et |D, ;| = |D,(;y| — 1 alors

05 pour tous les autres parents D,k de D,; faire
06 créer dans G un arc (D, , Do(j))

07 marquer cet arc a t rue

08 fait

09 si D,(;y aun enfant D, alors
10 créer dans G un arc (D, ), Dy(x))

11 finsi
12 supprimer D, ; ainsi que ses arcs adjacents
13 fait

A la fin de I'algorithme ci-dessus, G est un arbre de jonction.
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