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Exploitation d’'un réseau bayésien

diagnostic |
» diagnostic de panne

» slreté de fonctionnement
» filtrage de spams

rédiction
prediction ) G
» modélisation de joueurs
» prévisions boursiéres
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Une présentation unifiée des algorithmes d’inférence

Définition
Inférence : calculer des probabilités :
» marginales (P(X)), jointes (P(X, Y))
» apriori (P(X), P(X,Y)), a posteriori (P(X|e), P(X, Y|e))
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Une présentation unifiée des algorithmes d’inférence

Définition
Inférence : calculer des probabilités :
» marginales (P(X)), jointes (P(X, Y))
» a priori (P(X), P(X,Y)), a posteriori (P(X|e), P(X, Y|e))

» Applications : prédiction, diagnostic

» Les algorithmes d’inférence :

A
Weighted Model Counting }inférence logique/compilation

Lazy propagation

Shafer-Shenoy méthodes non orientées

Jensen (HUGIN)

Pearl! }méthode orientée
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Osons le calcul des probabilités a priori

P(A,C,D,F,G,I)= P(A)P(C|A)P(F|C)P(D)P(GID)P(I|F, G)

@
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Osons le calcul des probabilités a priori

P(A,C,D,F,G,I)= P(A)P(C|A)P(F|C)P(D)P(GID)P(I|F, G)

@
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Calcul de P(/)?
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Shafer-Shenoy brut de fonderie

P(A,C,D,F,G,I) = P(A)P(C|A)P(F|C)P(D)P(GID)P(I|F, G)
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- (2 (5 (gmeora))
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P(A,C,D,F,G,I) = P(A)P(C|A)P(F|C)P(D)P(GID)P(I|F, G)

- (2 (5 (gmeora))

G F A

> P(A,C.D,F,G,I)= <Z P(A)P(C|A)> P(F|C)P(D)P(G|D)P(I|F,G)
A A

~ /

-

P(C)
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G F D C A
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Shafer-Shenoy brut de fonderie

P(A,C,D,F,G,I) = P(A)P(C|A)P(F|C)P(D)P(GID)P(I|F, G)

S

G F D C A

Z P(A,C,D,F,G,I) = P(C)P(F|C)P(D)P(GID)P(I|F, G)
A

S S P(AC,D.F.G,I) = (Z P(C)P(F\@) P(D)P(G|D)P(I|F, G)
Cc A C
P(F)

/
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Shafer-Shenoy graphique (1/6)

Séquence d’élimination

ACDFG

P(A,C,D.F,G,I) = P(A)P(C|A) P(F|C)P(D)P(G|D)P(I|F,G)

A AC FC D GD IFG
P(A) P(C|A) P(F|C) P(D) P(G|D) P(I|F, G)

somme sur A— P(C) = Z P(A)P(C|A)
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<

FC D GD IFG
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Shafer-Shenoy graphique (2/6)

Séquence d’élimination

ACDFG

P(C,D,F,G,I)= P(C)P(F|C) P(D)P(GID)P(I|F,G)

P(A)P(C|A)

<

FC D GD IFG
P(C) P(FIC) P(D) P(GID) P(IF,G)

somme sur C = P(F ZP(C (F|C)
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ACDFG

P(C,D,F,G,I)= P(C)P(F|C) P(D)P(GID)P(I|F,G)

P(A)P(C|A) P(FIC)
(AC) (Fo
D GD IFG

P(F) P(D) P(G|D) P(I|F, G)

somme sur C = P(F ZP(C (F|C)
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Shafer-Shenoy graphique (3/6)

Séquence d’élimination

ACD FG

P(D,F,G,I) = P(F) P(D)P(G|D) P(I|F, G)

P(A)P(C|A) P(F|C)
(AC) (FS
D GD IFG

P(F) P(D) P(G|D) P(I|F, G)

somme sur D = P(G) = Y _ P(D)P(G|D)
D
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Shafer-Shenoy graphique (3/6)

Séquence d’élimination

ACD FG

P(D,F,G,I) = P(F) P(D)P(G|D) P(I|F, G)

P(A)P(C|A) P(F|C) P(D)P(GID)
(AC) (FS (GD)
IFG
P(F) P(G) P(I|F, G)

somme sur D = P(G) = Y _ P(D)P(G|D)
D
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Shafer-Shenoy graphique (4/6)

Séquence d’élimination

ACD F G

P(D,F,G,I)= P(F)P(l|F,G) P(G)

P(A)P(CIA) P(FIC) P(D)P(GID)
I
IFG
P(F) P(G) P(I|F, G)

somme sur F = P(l|G) = ZP(F (IIF,G)
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Shafer-Shenoy graphique (4/6)

Séquence d’élimination

ACD F G

P(D,F,G,I)= P(F)P(l|F,G) P(G)

P(A)P(C|A) P(F|C) P(I|F,G) P(D)P(G|D)
(A0 G GORCED
P(11G) P(G)

somme sur F = P(l|G) = ZP(F (IIF, G)
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Shafer-Shenoy graphique (5/6)

Séquence d’élimination

ACDF G

P(D,F,G,I)= P(l|G)P(G)

P(A)P(C|A) P(F|C) P(I|F,G) P(D)P(G|D)
(AC)—w{ c—=(FC—| F—=(FG) I
I|G P(G)

somme sur G = P() = Y _ P(G)P(I|G)
G
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Shafer-Shenoy graphique (5/6)

Séquence d’élimination

ACDF G

P(D,F,G,I)= P(l|G)P(G)

P(A)P(C|A) P(F|C) P(I|F, G) P(D)P(G|D)

somme sur G = P() = Y _ P(G)P(I|G)
G
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Shafer-Shenoy graphique (6/6)

Le graphe final obtenu par Shafer-Shenoy

P(A)P(CIA) P(FIC) P(IIF, G) P(D)P(GID)
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Shafer-Shenoy graphique (6/6)

Le graphe final obtenu par Shafer-Shenoy

P(A)P(C|A) P(F|C) P(I|F, G) D)P(G|D)

Algorithme de Shafer-Shenoy

@ Se donner une séquence d’élimination des noeuds
= join tree, junction tree
Q propager les impacts dans le sens des fleches :

» dans les ellipses (cliques), on effectue des multiplications
(combinaisons),

» dans les rectangles (séparateurs), on effectue des
additions (projections).

v,

cours 5 Algorithme de Shafer-Sheno 10/31




Quelques remarques sur Shafer-Shenoy (1/3)

P(A)P(C|A) 1¢ P(F|C) 1k P(I|F, G) P(D)P(G|D)

@ Loijointe des variables = produit de fonctions des cliques
et des séparateurs :
P(A,C,D,F,G,I) =
P(A)P(C|A)P(F|C)P(D)P(G|ID)P(IF, G).
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Quelques remarques sur Shafer-Shenoy (1/3)

P(A)P(C|A) 1¢ P(F|C) 1k P(I|F, G) P(D)P(G|D)

@ Loijointe des variables = produit de fonctions des cliques
et des séparateurs :
P(A,C,D,F,G,I) =
P(A)P(C|A)P(F|C)P(D)P(G|ID)P(IF, G).

©Q Sil'on élimine récursivement des cliques et séparateurs
< externes >, c’est-a-dire n’ayant qu’un voisin, le produit
des fonctions des cliques et des séparateurs restants est
la loi jointe des variables restantes.
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Quelques remarques sur Shafer-Shenoy (2/3)

P(A)P(CIA) 1¢ P(F|C) 1F P(IIF, G) P(D)P(G|D)

P(A) x P(C|A) x P(F|C) x 1¢ x 1¢ = P(A, C, F).
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Quelques remarques sur Shafer-Shenoy (2/3)

P(A)P(CIA) 1¢ P(F|C) 1F P(IIF, G) P(D)P(G|D)

P(A) x P(C|A) x P(F|C) x1¢ x 1 = P(A,C,F).

séparateur G: » _ P(D)P(G|D)
D
Cquue G : P(G) X ligx1gx1;
clique IFG: » P(I|F,G) x P(G)
IG

—> ensortiede IFG: 1f
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Quelques remarques sur Shafer-Shenoy (3/3)

P(A)P(CIA) 1¢ P(F|C) 1F P(/|F, G) P(D)P(G|D)

Produit des cliques et
séparateurs restants :

P(C) P(F|C)1eP(I|F, G) P(G)
=P(I,C,F,G)

Conclusion : on peut utiliser le méme
graphe pour calculer toutes les
probabilités marginales
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C’est pas le deux en un, mais le tout en deux (1/3)

En bleu : les calculs de P(/, F, G), en rouge, ceux de P(F, C)

P(A)P(C|A) 1. P(F|C) 1 P(IIF, G) P(D)P(G|D)

P(A)P(C|A) 1¢ P(F|C) 1F P(/|F,G) P(D)P(G|D)
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C’est pas le deux en un, mais le tout en deux (2/3)

Algorithme de Shafer-Shenoy

@ Chaque séparateur contient deux messages initialisés a 1,
un en direction de chaque clique voisine.

Q Chague nceud du join tree envoie des messages vers ses
voisins en respectant les deux regles suivantes :

@ avant d’envoyer un message vers son voisin X,
le nceud Y attend que tous ses autres voisins lui aient
envoyé leur message.

Q le message d’'un nceud Y vers son voisin X est le
produit de tous les messages recus par Y, a
I'exception de celui envoyé par X, et de la table
stockée par Y, le tout marginalisé sur X (c’est-a-dire
sommeé sur les variables de Y\ X).




C’est pas le deux en un, mais le tout en deux (3/3)

Algorithme de Shafer-Shenoy

P(A)P(C|A) Tc P(F|C) 1 P(I|F, G) P(D)P(G|D)

A la fin de I'algorithme, pour tout nceud X, le produit de la table
stockée en X par 'ensemble des messages envoyés a X est la
probabilité jointe des variables de X.
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Shafer-Shenoy : ce qu’il faut retenir

Algorithme de Shafer-Shenoy

P(A)P(C|A) 1c P(F|C) 1 P(I|F, G) P(D)P(G|D)

» cliques = ellipses, séparateurs = rectangles
» algorithme par envoi de messages

» opérateurs = + sur les séparateurs, x sur les cliques
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Les arbres de jonction

P(A)P(CIA) 1c P(F|C) 1F P(I|IF, G) P(D)P(G|D)
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Les arbres de jonction

P(A)P(CIA) 1c P(F|C) 1F P(I|IF, G) P(D)P(G|D)

P(A)P(CIA) Tc P(F|C) 1F P(IIF,G)  P(G) P(D)P(G|D)

T AL
Fo—Jo—®

P(C) P(F) e

arbre de jonction : suppression des cliques incluses dans

d’autres cliques
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Soyons observateur : les probabilités a posteriori

Nous observons des informations ey sur H et ¢; sur L.
On veut connaitre P(/|ey, er)
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Soyons observateur : les probabilités a posteriori

Nous observons des informations ey sur H et ¢; sur L.
On veut connaitre P(/|ey, er)
— on va calculer P(/, ey, e;) car c’est plus simple
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Quelles sont ces informations ?

Teneur des informations
informations = observations :

e. = < L ne peut plus prendre les valeurs /; et Iy >
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Quelles sont ces informations ?

Teneur des informations
informations = observations :

e. = < L ne peut plus prendre les valeurs /; et Iy >

Entrée de ces observations : P(ey|L)
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Vous avez dit calcul de P(e.|L)? (1/2)

observation : ¢; = < Le capteur m’indique que L ne peut plus
prendre les valeurs /; et Iy >
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Vous avez dit calcul de P(e.|L)? (1/2)

observation : ¢; = < Le capteur m’indique que L ne peut plus
prendre les valeurs /; et Iy >

/A dimension de P(e|L) = |L|
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Vous avez dit calcul de P(e.|L)? (2/2)

observation : e; = < Le capteur m’indique que L a pris la
valeur . Mais je n’ai pas totalement
confiance en ce capteur. Je pense qu'il
y a 90% de chances pour que L = kb, mais
il y a également 10% de chances que
L=lhouquel=14h >
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0.1 4

? |
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Hypotheéses et conséquences (1/3)

Hypothese

Toute information ex sur un nceud X est indépendante du reste
du réseau bayésien conditionnellement a X.
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Hypothéses et conséquences (1/3)

Hypothese

Toute information ex sur un nceud X est indépendante du reste
du réseau bayésien conditionnellement a X.

Conséquence

Y ) e —
P(enylA,B,C,D.E.F,G,H,I,J,K, L, e)x
P(e.|A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K, L)x
P(A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L)
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Hypothéses et conséquences (1/3)

Hypothese

Toute information ex sur un nceud X est indépendante du reste
du réseau bayésien conditionnellement a X.

Conséquence
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Hypothéses et conséquences (2/3)

P(K|B) P(G|D)
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Hypothéses et conséquences (2/3)

P(K|B) P(G|D)

P(ec|L) P(LIH)
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Hypothéses et conséquences (3/3)

Lalgorithme de Shafer-Shenoy permet donc de calculer dans la
clique FGI : P(F,G, I, ey, e;)

— P(I, eH, eL) =
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Hypothéses et conséquences (3/3)

Lalgorithme de Shafer-Shenoy permet donc de calculer dans la
clique FGI : P(F,G, I, ey, e;)

— P(l,en,e1) = > _P(F,G,I,en,e)
F.G
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Hypothéses et conséquences (3/3)

Lalgorithme de Shafer-Shenoy permet donc de calculer dans la
clique FGI : P(F,G, I, ey, e;)

— P(l,en,e1) = > _P(F,G,I,en,e)
F.G

P(Ia eHveL)

— P(llep, e) = m
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Hypothéses et conséquences (3/3)

Lalgorithme de Shafer-Shenoy permet donc de calculer dans la
clique FGI : P(F,G, I, ey, e;)

— P(l,en,e1) = > _P(F,G,I,en,e)
F.G

P(Ia eHveL)

— P(llep, e) = m

Or P(eH, eL) =
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Hypothéses et conséquences (3/3)

Lalgorithme de Shafer-Shenoy permet donc de calculer dans la
clique FGI : P(F,G, I, ey, e;)

— P(l,en,e1) = > _P(F,G,I,en,e)
F.G

P(Ia eHveL)
P(en, er)

Or P(ey, €)=  P(l,en, eL)
i
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cours 5 Algorithme de Shafer-Sheno 25/31



Hypothéses et conséquences (3/3)

Lalgorithme de Shafer-Shenoy permet donc de calculer dans la
clique FGI : P(F,G, I, ey, e;)

— P(l,en,e1) = > _P(F,G,I,en,e)
F.G

P(Ia ey, eL)

P(en; eL)

Or P(ey, €)=  P(l,en, eL)
i

— P(llep, e) =

P(I’ ey, eL)
S Pl en.er)
l

Donc P(l|ey, er) =
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Résumé sur I'algorithme de Shafer-Shenoy

Algorithme de Shafer-Shenoy
Pour calculer une proba a posteriori P(Y|e) :

@ construire I'arbre de jonction

Q insérer les probas conditionnelles du réseau bayésien
dans les cliques

Q insérer des tables contenant uniqguement des 1 dans
les séparateurs

Q pour chaque information ey, calculer P(ex|X) et insérer
cette proba dans une clique contenant X

@ envoyer les messages dans I'arbre de jonction

Q choisir une cligue contenant Y, faire le produit de sa table
de proba par tous les messages qui lui ont été envoyés,
puis sommer sur toutes les variables # Y — P(Y, e)

Q normaliser P(Y,e) = P(Y|e) )
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@ Existe-t-il d’autres

algorithmes d’inférence ?
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De Shafer-Shenoy a Lazy propagation

P(A,B,C,D,E)  P(B,C,D,E)  P(B,C,D,E,F)

BCDE CBCDEF

si P(A, B, C, D, E) = P(A)P(B)P(C|A, B)P(D)P(E|C, D)
alors P(B, C, D, E) = ZP A)P(B)P(C|A, B)P(D)P(E|C, D)

- (ZP A)P(C|A, B)) P(B)P(D)P(E|C, D)
A
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De Shafer-Shenoy a Lazy propagation

P(A,B,C,D,E)  P(B,C,D,E)  P(B,C,D,E,F)

CABODE ———~BCDE}——~ BCDEF >

si P(A, B, C, D, E) = P(A)P(B)P(C|A, B)P(D)P(E|C, D)
alors P(B,C,D,E) = >_ P(A)P(B)P(C|A, B)P(D)P(E|C, D)

= (Z P(A)P(C|A, B)) P(B)P(D)P(E|C, D)
A

= on a intérét a ne pas effectuer les produits avant les sommes

Lazy propagation

Principe : garder les produits sous forme de listes et n’effectuer
les multiplications que lorsque c’est nécessaire.
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De Shafer-Shenoy a Jensen

CAC) P(A)P(CIA)

P(D)P(GID)

P(I|F, G)
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Shafer-Shenoy : élimination de A = P(C,ea) = >, P(A,ea)P(C|A)
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De Shafer-Shenoy a Jensen

CAC) P(A)P(CIA)

Shafer-Shenoy : élimination de A = P(C,ea) = >, P(A,ea)P(C|A)
élimination de C = P(F, C,ea) = P(F|C)P(C, ep)

Jensen : éliminationde C = P(F,C,ea) = %P(C, ea)
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