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O Algorithme fondé sur les contraintes
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Lalgorithme PC — Phase 1 : le squelette

Apprentissage du squelette

1 G < graphe non orienté complet
2 d « 0// taille de 'ensemble de conditionnement
3 SepSetyy + 0 pour tout couple de nceuds X, Y

4 répéter
5 pour chaque couple (X,Y) t.q. X — Y € G et |Adj(X)\{Y}| > d faire
6 répéter
7 Choisirun Z C Adj(X)\{Y} tq.|Z| =d
8 si X1 pY|Z alors
9 Supprimer l'aréte X — Y de G
10 SepSetxy + Z
11 break
12 jusqu’a Tous les Z de taille d ont été testés;
13 d+—d+1

14 jusqu’a |Adj(X)| < d pour tout nceud X;
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Exemple d’application (2/3)
&) (5)

1l ordred =0

ALLD|T, ALLO|T
ALLX|T, BLLL|S
B1LO|S, BLLX|S
D11.X|O, L1LX|O
OLLS|L, S1LX|L
T1.X|O

| 4
4
| 4
| 4
>
4

1l ordre d =1
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Exemple d’application (3/3)

A) (S)
O (D) (B)
(0)
X) (D)
RB réel 1l ordre d =1
A) (S)
@ () (B) » DILL|{O,B}
© » D1LS|{O, B}
» DILTI{O, S}
X) (D)
1l ordred =2
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Lalgorithme PC — Phase 2 : I'orientation (1/2)

Définition

» unshielded triple : triplet (X, Z, Y) de nceuds de G t.q. :
> X-Z-Yeg
> X-Y&g

» équivalent non orienté d’une v-structure

Orientation des arétes

/I 1. Orientation des v-structures

Gppag < G

pour chaque unshielded triple (X,Z,Y) de G faire
L si Z ¢ SepSetyy alors

|_ RO :dans Gppag, remplacer X —ZetZ—Ypar X - ZetZ+ Y

g B W N =

— Gppag = Squelette + v-structures = pattern
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Lalgorithme PC — Phase 2 : les propagations (1/2)

4 regles de propagation :

pas de v-structure : ni circuit ni v-structure :
() ©
R1: —- R3: e"e e e"o
) )
pas de circuit : ni circuit ni v-structure :

E%_,&@ R4:_>

Q-0 =0 Q-0 gQ
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Lalgorithme PC — Phase 2 : les propagations (2/2)

» CPDAG = completed partially directed acyclic graph
= représentant de la classe d’équivalence de Markov

Théoreme — Orientation soundness — Meek(95)

» Les regles R1 a R4 sont slres (soundness) :
pas respectées —> 3 nouvelle v-structure ou un circuit

Théoreme — Orientation completeness — Meek(95)
» Appliquer R1, R2, R3 sur un pattern —- CPDAG

Théoréme — Completeness with background knowledge — Meek(95)
» Background knowledge K : ensemble d’arcs interdits +
ensemble d’arcs oblogatoires

» Appliquer R1 a R4 sur un pattern et orienter les arétes
selon K = CPDAG
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Lalgorithme PC — Phase 2 : I'orientation (2/2)

1

2
3
4
5

© o N o

1
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Orientation des arétes

/I Orientation des v-structures
Gprpag < G
pour chaque unshielded triple (X,Z,Y) de G faire
si Z ¢ SepSetxy alors
|_ RO : dans Gppag, remplacer X —ZetZ—YparX - ZetZ«+ Y

/I Propagations
répéter
pour chaque aréte X — Y € Gppag faire
si (X — Y) aréte rouge d’une régle R1, R2, R3 ou R4 alors
L |_ Orienter I'aréte selon la régle

jusqu’a ce que plus aucune aréte ne puisse étre orientée;



Exemple d’application (1/2)

1 pour chaque unshielded triple (X, Z,Y) de G faire
2 si Z ¢ SepSetxy alors
3 L RO : dans Gppag, remplacer X —ZetZ —YparX - ZetZ <« Y

Sepsets . > SAB = SAL = SAS =0 SAD = SAO = SAX = {T}
—)>SBT:(D SeL = Spo = Spx = {S}
» Spp = Sps ={0,B}  Spr={0,5}  Spx={0}
»Sr=0 Sx={0}  Sos={L}
> Sst=0  Ssx={L} Stx ={0}

Apres phase 1 Apres RO
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Exemple d’application (2/2)

1 // Propagation sans rajouter de v-structure

2 pour chaque aréte (X, Y) € Gppag faire

3 si (X — Y) aréte rouge de R1 (Z — X et X — Y) alors
4 | remplacer X — Y par X — Y

Apres RO Apres R1

Résultat : représentant de la classe d’équivalence de Markov

» CPDAG : completed partially directed acyclic graph
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Phase 3 : compléter les orientations sans créer de v-structure

6 possibilités :

2éme possibilité 3eme possibilité

> 3 autres possibilités similaires mais avec T — A
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Tests d’'indépendance conditionnelle (1/2)

» X, Y :2variables aléatoires, Z : ensemble de variables
» Nyyz : nombre d’occurrences de (X = x, Y =y,Z=2z)dans D

> Nyz = Zyeﬂy Nz Nyz =3 e, Nz Nz =3 xeay Nz

Test du x?

|

, <nyz - NXIz\IIszz>
Xstatistics( X Y1Z) = Z Z Z NyzNyz

XEQx yeQy 26Qz N;

» Nb degrés de liberté : df = (|Q2x| — 1) x (|Qy| — 1) x |Qz]
» « : niveau de risque (souvent 5%)
> Si thatistics(x’ Y(Z) < x?(df, ) alors X 1L Y|Z

o

A Regle usuelle : ne faire le test que si Ny, > 5 pour tout x, y, z
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Tests d’'indépendance conditionnelle (2/2)

Glatistics (X, Y|Z) =2 Z Z Z Niyz In NxyzNe
NXZNyZ

XEQx yeQy 2€Q7
» Nb degrés de liberté : df = (|Qx| — 1) x (|Qy| — 1) x |Qg|
» « : hiveau de risque (e.g. 5%)
> Si G2 istics(X Y1Z) < X2(df, @) alors X1LY|Z

» En pratique, tests du G? plus robustes que ceux du x?
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Problemes de I'algorithme PC

» Résultat dépendant de I'ordre des calculs :
pour chaque aréte X — Y t.q. |Adj(X)\{Y}| > d faire

1
2 P
3 Supprimer l'aréte X — Y de G
4 P
— PC-stable, variante de Colombo et Maathuis (2014)

» |D| petite = tests x? et G? peu fiables

» Phase 3 : pas d’orientation possible :

» cause 1 : pas de DAG-faithfulness (relations déterministes ?)
Luo (2006), Rodrigues de Morais et al. (2008), Mabrouk et al. (2014)

» cause 2 : erreurs dans les tests statistiques
» cause 3 : présence de variables latentes (non observées)
= IC* Verma (1993), FCI Spirtes, Glymour et Scheines (2000)
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@ Apprentissage a base de scores
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Apprentissage fondé sur les scores
Gntv

3 . . . .
%A Meilleure structure : celle qui colle le mieux aux données

—> @ vraisemblance : G* = Argmaxg £(G : D)
Q@ G* = structure choisie avec le moins de < regret >
— différents scores

Propriétés souhaitables des scores

» Rasoir d’Occam :
Privilégier les G simples plutét que complexes

» Consistance locale :
Ajouter un arc < utile > devrait augmenter le score
Ajouter un arc < inutile > devrait diminuer le score

» Score équivalence :
2 RB Markov-équivalents devraient avoir le méme score

» Décomposition locale :
Lajout/retrait d'un arc = score mis a jour en ne regardant que
la partie de G autour de l'arc

V.
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En route vers Greedy Hill Climbing

Voisinage d’'un DAG G

Voisinage de G = ensemble des graphes ¢’ t.q. :
» G’ estun DAG
» G’ s’obtient en appliquant a G un opérateur parmi :
» l'ajout d’'un arc

» la suppression d’un arc
» le retournement d’un arc

On note NV (G) le voisinage de G

Oty
@

i @ Parcourir 'espace des DAG en partant d’un graphe Gy

@ en trouvant dans son voisinage le graphe G’ de score plus élevé
@ enitérant le processus avec G’ jusqu’a un optimum (local)

= Algorithme < Greedy Hill Climbing >
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Greedy Hill Climbing
Algorithme d’apprentissage < glouton > :

// étape @
Grest < graphe orienté vide (sans arc) / meilleur graphe trouvé
SCpest <— Score(Gpest) // score du meilleur DAG

// parcours de I'espace des DAG — étape @

répéter

// recherche du meilleur voisin

N <« voisinage de Gpes // calcul du voisinage
trouvé « false // meilleur voisin pas encore trouvé
10 // parcours du voisinage — étape @

© 0 N O a &~ WON =

1 pour chaque G’ € N faire

12 sc’ « Score(G’)

13 si sC' > SCpest alors

14 Grest < G', SCpest < SC’
15 L trouvé <« true

16 jusqu’a trouvé = false;
17 Retourner Gpest // graphe localement optimal
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> Etape @ : Gpest = @) ©) SChest =0

» Voisinage NV :
(©) Score=1 (©) Score=3
@ Score=0 @ Score=-2
(A) (C) Score=2 Score=1

» Nouveau graphe Gpest = (©) SChest =3

» Nouveau voisinage N :
Score=4 Score=2
Score=1 Score=3
(©) Score=t O) (©) Score=0
» Nouveau graphe Gpes: = (A) (B) (C) SCpest = 4

» Nouveau voisinage N :
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Le score BD (1/2)

Score BD(G|D) [Heckerman, Geiger and Chickering (1995)]
n q; I
M (aj) F(Nik + i)
Score D) = 4 : 4
Y= ,11111 F(Nj + aj) ,g M)

» [(-) : généralisation continue de la factorielle
I(n)=(n—1)! pour tout n € N*

d I'(N,~,-k + a;jk)
(k)

» Scoregp(Xj|Pa(X)), H "N, Oj;/a
//

» Scoregp(G|D) = H Scorepp(Xj|Pa(X;), D)
=1
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Le score BD (2/2)

A En pratique, on calcule plutét log(Scoregp(G|D))
Score BD(G|D) [Heckerman, Geiger and Chickering (1995)]
> Iog(ScoreED(X|Pa(X) D))

—Zlogr(a,j) IogF(N,j+a,,)+ZlogF Nij + aijjx) — log ' (i)
Jj=1 k=1

> log(Scorepp(G|D)) = > _ log(Scoresp(Xi|Pa(X;), D))
i
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Le score K2

Score K2 [Cooper et Herskovits (1992)]
> Scorek2(G|D) = log(Scoregp(G|D)) avec :

ajk = 1 pour tout /,/, k

= revient a rajouter 1 dans chaque cellule des tableaux
de contingence (de comptage)

= revient a rajouter r;q; observations dans D

» Scorexz(Xi|Pa(X)),D) = zq: o (&) +i|og(,\,i,k!)
’ = (N,'I'-l-fi—1)! e 4

n
> Scorex2(G|D) = > Scorexz(X;|Pa(X;), D)

i=1
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Exemple d’application (1/2)

gi - i
Scorekz(X;|Pa(X;),D) = [log (%) +> |°g(Nijk!):| J
i i . k=1

=1

@ ©

» D = r; =2 pour tout i (|Q4] = || = |Qc| =2)

ATB|C]|] » G = qi=1(pasdeparent)et Nj = [D| =7 Vi
ai | by | ¢ ) a|a| n=|Ql =2
ai|bi[c| » =1 (A 37577 paa)=0— g =1
a | b2 | c
a|b2|c2|  Scorexs(A) = log (%) + log(3!) + log(4!) ~ —5, 6348
a | b | ¢
a|b|c| pi=2 (B): bi | be Scorekz(B) ~ —5,6348
a|bi|c 3|4
2 1 1
»i=3 (C): i‘ %2 Scorexs(C) ~ —5,6348

» Scoreka(G) ~ —5,6348 — 5,6348 — 5,6348 = —16.9044
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Exemple d’application (2/2)

=1

©

» Scorekz(B) et Scoreko(C) inchangés ~ —5,6348

gi - i
Scorekz(X;|Pa(X;),D) = [log (%) +> |°g(Nijk!):| J
i i . k=1

Al B|C a | a | Nj

ai|bijci| »(AB): |bi| 2| 1| 3| Nj=> surchaque ligne

a b1 Co by | 1 3| 4

ai | b | cy 1) .

2 | D2 | o Scorexz(A|B) = log ({252 ) +log(2!) + log(11) (ligne b1)
a | b | c (2-1)! :

a | b | & + log ((4+2_1)!) + log(1!) + log(3!) (ligne by)
a2 | by | o ~ —6,1738

> Scorexa(G) ~ —6,1738 — 5,6348 — 5,6348 = —17.4434

= Graphe moins probable que celui du slide précédent
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Le score BDeu

» Probleme : Score K2 non score-équivalent :
2 RB Markov-équivalents n’ont pas forcément le méme score !

Score BDeu [Buntine (1991)]
» Scoregpeu(G|D) = log(Scoregp(G|D)) avec :

ajk = 2L pour tout i,j, kN’ = < effective sample size >
—> revient a rajouter dans chaque cellule des tableaux

de contingence (de comptage)
— revient a rajouter N’ observations dans D

» Scoregpey(Xj|Pa(X;), D)
Qi N/ N, N/
:ZIOgF(—l) Iogr(N,/—i— )—i—ZIogr( ik + q)—logr(r'—q‘)
j=1 iqi

» Scoreppey(G|D) = Z Scoreppeu(Xi|Pa(X;), D)
(=1

» BDeu : score équivalent [Heckerman, Geiger, Chickering (1995)] )
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Scores issus de la théorie de I'information (1/3)

> Score BD(G) : / P(D|G, ©)r(6]G)d©
)
— vraisemblance moyenne sur {RB de structure G}

= moyenne sur tous les paramétres

» Et si on utilisait les parameétres optimaux plutdét que la moyenne ?
Score(G) : maxg P(DI|G, ©)
— Parameétres qui < collent > le plus aux données

— Apprentissage de parametres par max de vraisemblance

Fondement des scores issus de la théorie de I'information
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Scores issus de la théorie de I'information (2/3)

» Optimisation des paramétres de G par max de vraisemblance
— score <« log-likelihood >

Score log-likelihood (LL)

1
: |

» Score; (GD) =) _ Score, (Xj|Pa(X;), D)
e

q I
> Score(Xi[Pa(X;),D) = > > N log < ”k>

j=1 k=1

A En pratique, apprend des graphes trop denses
—> < Sur-apprentissage >
— Rajouter une pénalité s’il y a trop d’arcs
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Scores issus de la théorie de I'information (3/3)

Score MDL (minimum description length)

> Scoreyp(G|D) = Score;(G|D) —  log(N)|G|
n

> |Gl = (ri— 1) x g; : nb de paramatres 6 & choisir
i=1
> — 3 log(N)|G| : pénalité
Permet de minimiser la taille mémoire pour stocker le RB

Score BIC (Bayesian Information Criterion)

» S’appuie sur le critere BIC  [Schwarz (1978)]
» Scoregc(G|D) = Scoreyp. (G|D)

Score AIC (Akaike Information Criterion)

» S’appuie sur le critere d’information d’Akaike (1973)
> Scorec(G|D) = Score,(G|D) — |G|
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Exemple d’application (1/2)

g9 T Ni'
Scorepp(G|D) = Score ; (G|D) — 5 log(N)|G| Score  (GID) = > > Njklog (qu

j=1 k=1

A|lB|C
ai | by | ¢
a | by
ay | b | ¢
a | b c
a | b | ¢
a | b c
ao b1 Cq

@

©

» D= r,=2,G= g, =1 (pas de parent)

»i=1 (A): ':; iz A7I’ Nj = total ligne = 3 + 4
Score (A) = 3log () +4log (3) ~ —4,78

»i=2 (B): %1 32 Score;((B) ~ —4,78

»i=3 (0): (2 (;2 Score,(C) ~ —4,78

3

> 1G=> (n—1)xg=01x1)+(1x1)+(1x1)=3

i=1

» Scorepyp(G) =~ —4,78 x 3 — 0,5 x log(7) x 3 ~ —17.259
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Exemple d’application (2/2)

k=1

©

» Scoreyp.(B) et Scoreyp,(C) ~ —4,78 — } log(7) ~ —5.753

.
' N; 1
Scoreyp (Xi|Pa(X;),D) = > | [N;jk log (N—”k>] — 5 log(N) x (i —1) x g; J
if

A|lB|C
a b1 Cq ar | & N’"
» (AB): |[bi| 2| 1| 3| Nj=>" surchaque ligne
a1 | b c by [ 1|34
ai | bs | cy
& | b|c Scoreyp. (A|B) =2 x log (%) + 1 x log (%) (ligne by)
a | b | cy .
2 | b | G +1xlog () +3xlog(3)  (ligne be)
a | by | C — llog(7) x 1 x 2~ —6,105 (pénalité)

» Scoreyp.(G) ~ —6,105 - 5.753 — 5.753 = —17,611

— Graphe moins probable que celui du slide précédent
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