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Généralités sur I'apprentissage

Apprentissage de réseaux bayésiens
» Objectif : estimer
» la structure G du réseau bayésien
» les parametres P(X|pa(X)) du réseau bayésien

» En se fondant sur :
» une ou plusieurs base(s) de données
» complétes ou avec données manquantes
» des connaissances a priori
» contraintes sur la structure du RB
» A priori sur les parametres P(X|pa(X))
» connaissances expertes, etc.

.

g @ Apprendre la structure du RB
P O Apprendre les paramétres sachant cette structure
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Apprentissage de parameétres (1/4)

» Base de données D compléte : pas de valeur manquante
D = Nlignes :D = (d"), ... dN)
ligne d() : instanciation/observation de toutes les variables
» Structure du RB G connue
X% [ %] Q8
1 [toto|---[ 0 (%)
2 | titi |---| 0 @
» O : ensemble des parametres du RB
valeurs des tables P(Xj|Pa(X))

Objectif : Estimer © qui < colle > le mieux aux données D

» < colle > le mieux = le plus vraisemblable
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Apprentissage de parameétres (2/4)

Vraisemblance : £(© : D) = P(D|©)

» Structure G = indépendances

Estimation par maximum de vraisemblance

» O; : les parametres de P(X;|Pa(X;))

» Estimer indépendamment chaque ©; :
» en ne tenant compte que des colonnes X; et Pa(X;) de D
» en calculant Argmaxg. £(©; : D)
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Apprentissage de parameétres (3/4)

Estimation d’une distribution marginale P(X) : |

» X :variable aléatoire, domaine : Qx = {xy,..., Xn}
» N; : nombre d’occurrences de x; dans D

Théoreme

Si ©* = Argmaxg £(© : D), alors 6] = %

» Démonstration : Optimum obtenu pour %&.@:D) -0
A\ contrainte : Y7, 6; =1

cours 3 Apprentissage d’un réseau bayésien 4/27



Exemple d’apprentissage de P(X)

» X = «dé a6 faces » @

» Base de données D :
[X][1[3[2[4]2]5]1[1]2]3]

» N=10

> N, :
[Ny [ No | Ng [ Na | Ns|Ne|
[3[8[2]1[1]0]

» Estimation de P(X = x;) :
ENEAENEAEEY
0,3][0,3]0,2(0,1[0,1] 0 |
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Apprentissage de parametres (4/4)

Estimation de P(X;|Pa(X;)) par max de vraisemblance (MLE)

» r; : taille du domaine de X;
domaine de Xj = {Xi1,..., X, }

» g; : taille du domaine de Pa(X;)
domaine de Pa(X;) = {wjq,..., W}

» N : nombre d'occurrences de (X; = xx, Pa(X;) = w;) dans D
N,/ - Zk ijk

> O = {0jk : 1 <j<q,1<k<r}:parametres de P(X;|Pa(X;))
Ok = P(Xi = xk|Pa(X;) = wj;, ©;)

N,'jk

» Si ©F = Argmaxg, £(9; : D), alors 6} = W/j

A Nj; peut étre égal a 0!
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Exemple d’apprentissage de P(X|Y)

> Qx = {x1,x2}, Qy = {y1,y2}

» Base de données D :
X1 Xo | Xo | Xo | X1 | X1 | X1 | X1 | Xo| Xo
Yi i\ yi\yva|Ye | Yo |Yo Yo |Vo|)e

> N,'j N,"
X1 | X2

y113
y242

» Estimation de P(X|Y) :

X1 | Xo
y1|[1/4]3/4
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Apprentissage de parameétres avec a priori (1/2)

» A priori : distribution 7(©) sur les parametres
—> Estimation par maximum a posteriori (MAP)

©* = Argmaxg P(©|D) J

P(D|®) x (©)
P(D)
» P(D) =3, P(D|© = 6) x m(#) = constante pour le Argmax
n

» Formule de Bayes : P(©|D) =

= ©* = Argmaxg P(D|©) x 7(©) = Argmaxg [ [ £(©; : D)x(®)
i=1 n

» Hypothese : mdependance des parametres : 7(©) = Hw(@
— ©* = Argmaxg H L(©; : D)x(0))

i=1

— ©7 = Argmaxg, P(D|©;) x m(9))
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A priori classique

Distribution de Dirichlet

» Y :variable de domaine le simplexe k-dimensionnel :
{k-uplets (y1,...,¥x) t.q. y; > 0 pour tout /, et ZL yi=1}
— Y = ensemble de distributions de probabilité

» Soit & = {ay,...,ak} t.q. aj > 0 pour tout i

» Dir(Y, ) = distribution de probabilité définie sur Qy par :
k

. 1 i
Dlr(Y:y,a): %Hyil 1
i=1

avec B(-) = constante de normalisation = fonction Beta

» Justification : Geiger & Heckerman (1997)
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Apprentissage de parameétres avec a priori (2/2)

Estimation par Max a posteriori (MAP)
» A priori de Dirichlet d’hyperparametres a;j

» Soit aj = Z Qjk

» Si ©f = Argmaxg, P(D[©;) x 7(©;) alors & =

Nljk “F Qljjk — 1
Nj + cjj —1;
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@ Indépendances et graphe

cours 3 Apprentissage d’un réseau bayésien 11/27



Rappel de I'épisode précédent

non(ALLB) D1 E
ALB|C non(D1LE | S)
©) ‘\./.
(4) E)
© .\‘/.
(4) (&)
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Indépendances et modele graphique

» ALLG?
> E1LLG?
» ALLD?
» AL D|G?

— Raisonnement sur la partie graphique du modele

— Vérifications d’indépendances conditionnelles sans
connaitre les valeurs des probabilités !
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» ensemble de nceuds {Xi,..., Xn}
» pourtoutie€ {1,...,n— 1}, le graphe contient I'arc
Xi = Xip1 0U Xipg = X

Chaine (X1, ..., Xn) bloquée par un ensemble Z
» Bloguée si et seulementsidie {2,...,n— 1} tel que
'une des 2 propriétés ci-dessous est vérifiée :
Q (Xi_1, X, Xiy1) est une V-structure : Xi_1 — Xj < Xj;1,
et ni X; ni ses descendants ne sont dans Z
Q (Xi_1, Xj, Xi11) n’est pas une V-structure
etX;eZ
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d-séparation — bis

Chaine (D, B, C, A)
bloquée par () ?
Chaine (D, B, C, A)
bloquée par {E}?
Chaine (D, B, C, F, A)
bloquée par {E}?
Chaine (D, G, C, A)
bloquée par {E}?
Chaine (D, G,C, F,A)
bloquée par {E}?
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d-séparation — ter

d-séparation

» A, B, C trois variables aléatoires ou groupes de
variables disjoints

» A est d-séparé de B par C si toute chaine entre A et B
est bloquée par C.

Théoreme

» A, B, C trois variables aléatoires ou groupes de
variables disjoints

» Aest d-séparé de Bpar C = AlLB|C
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Conséquence de la d-séparation

Couverture de Markov d’'un nceud X;

» X ={Xi,...,Xn} : nceuds du réseau bayésien

» MB(X;) = couverture de Markov de X;
= ensemble de noeuds t.q. X; LL(X\(MB(X;) U {X;}))|MB(X;)
» MB(X;) = {parents de X;} U {enfants de X;} U
{parents des enfants de X;}\{X;}

» X; : nceud en vert
» MB(X;) : nceuds en violet

= P(Xi[MB(X)))

» Classification : observer MB(X;)
suffit pour < classifier > X;
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Séparation, indépendance et maps

» Notation : (A 1Lg B|C) : A d-séparé de B par C dans graphe G

AL pB|C : selon la distribution de probabilité P,
A indépendant de B conditionnellement a C

Définitions

» Soit G un graphe et P une distribution de probabilité

» G I-map (independence map) de P ssi (A Lg B|C) = AlLpB|C
Interprétation : absence d’arc dans G —> indépendance dans P

» G D-map (dependence map) de P ssi ALLpB|C — (A Lg B|C)
Interprétation : présence d’arc dans G —> dépendance

» G P-map (perfect map) de P ssi ALLpB|C <— (A Lg B|C)

Interprétation : présence d’arc dans G ssi dépendance
absence d’'arc dans G ssi indépendance
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Réseaux bayésiens et maps

Définition d’un réseau bayésien

» G un graphe, muni de la d-séparation
» G est une I-map d’'une distribution P
— G est une structure de réseau bayésien pour P

—> P est factorisable selon le graphe G

Propriété de Markov globale (PMG)
G vérifie la PMG pour P ssi G est une I-map pour P.

— les réseaux bayésiens vérifient la PMG

Propriété de Markov locale (PML)
G veérifie la PML pour P ssi pour toute variable X :
XL p non descendants(X) | parents(X).

— les réseaux bayésiens vérifient la PML

PMG < PML
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© Apprentissage de structure
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Apprentissage de structure — une 1ere idée

» Objectif : déterminer la structure G a partir de données D

» Rappel : G P-map (perfect map) de P ssi
AJ_LPB’C <~ (A J_g B|C>

» Algorithme < naif > :
» créer toutes les structures G possibles
» V G, calculer tous les triplets (A, B, C) t.q. (A Lg B|C)
» tester si ALLpB|C (par exemple, test du x? en utilisant D)
» Si vrai pour tout triplet (A, B, C), structure G trouvée
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Problemes de I'algorithme naif (1/3)

Théoreme — Robinson(1977)

Le nombre de structures G a n nceuds est super-exponentiel :
1 sin<i

#(n) = 3 (—1)+120-DC x #(n—1) sin>1

i=1

= on ne peut pas tester toutes les structures

)

Vo)

\ 3 réseaux bayésiens equwalents (mémes mdep

—> ne les compter que pour 1 seul réseau!

— Appliquer I'algorithme dans I'espace des classes
d’équivalence de Markov
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Classe d’équivalence de Markov

Définition : équivalence de Markov

» G1,Go deux structures de RB contenant les mémes
noeuds/variables aléatoires

» G1,G> € méme classe d’équivalence de Markov ssi, pour
tous ensembles de variables disjoints A, B, C :

(A Lg, BIC) <= (A Lg, BIC)

@—6—0 G@—6—0 @—©E—0
» G structure de RB. Squelette de G obtenu en remplagant
les arcs X — Y par des arétes X — Y.

» {nceuds X, Y,Z} = v-structure <=dans G, 3 X - Y+ Z
et AX—>Zet AZ - X

4

Théoreme — Verma et Pearl (1991)

G1,G> € méme classe d’équivalence de Markov ssi méme squelette
et mémes v-structures.
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Problemes de I'algorithme naif (2/3)

Gty

)]

o

Appliquer 'algo dans 'espace des classes d’équivalence

o

Propriété expérimentale — Gillispie et Periman (2002)

taille de I'espace des DAG

Ratio — — ~ 3,7
taille de I'espace des classes d’équivalence ’

— Pas d’avantage a utiliser les classes d’équivalence

Théoréme — Chickering, Heckerman, Meek (2004)

Lapprentissage de structure de RB est NP-hard.

» 2 alternatives :
» Apprentissage < exact » pour des « petits > RB
» Apprentissage < approché > — heuristiques

cours 3 Apprentissage d’un réseau bayésien 24/27



Problemes de I'algorithme naif (3/3)

» 2eme probleme : tester si ALL pB|C impossible si
. D petite ou Q45.¢c de grande taille

A AlgB|C< (X 1g Y|CVX e AVY € B)

|

» Perfect map = ALlLpB|C < (XLLpY|C VX € A,VY € B)

Tests d’'indépendance

» Hypothése (DAG-faithfulness) : P représentable par une
perfect map G

» Ne tester que I'indépendance conditionnelle de couples
de variables

Théoréme d’Hammersley-clifford

P distribution strictement positive =—> P représentable par une
perfect map.

A Relations déterministes entre variables = P non
strictement positive
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Apprentissage fondé sur les contraintes

Idée générale de I'apprentissage sous contraintes

Q Apprendre le squelette via des tests d’indépendance

@ Orienter les v-structures
@ Propager ces orientations afin qu’elles ne créent pas de
nouvelle v-structure

Q Orienter le reste des arétes sans créer de nouvelle
v-structure )

» Algorithmes classiques :
» Inductive causation (IC) — Verma et Pearl (1990)
» PC — Spirtes, Glymour et Scheines (2000)
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