Rappels de probabilités
Définition des probabilités (Kolmogorov)

» Q = ensemble fini ou dénombrable

cours 2 d’événements élémentaires ey, k € K C N
Modele probabiliste » A= 2% = ensemble des événements
» pourtout Aec 4,0 < P(A) <1
> P(Q) =1

» A= e, Ax, avec L ensemble dénombrable et,
Vi, k € L, j#k, AN Ac=0, P(A) = P(A).

(A')fJ nl\i/\|/aerrsseigtle!e Master SID — Raisonnement dans l'incertain

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, kel

v,

— Les probabilités des événements élémentaires déterminent
entierement P

» Exemple : Jet de dé a 6 faces : ex = < le dé atterrit sur la face k >
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Rappels de probabilités — bis Rappels de probabilités — ter

P(A) = 2.g P(A, B)

» Exemple : | Hommes | Femmes
Variable aléato Petits 20 35
ariable aléatoire Eranas 40 5
Variable dont la valeur est déterminée apres la réalisation d’'une
expérience aléatoire. P(A, B)

» Exemple : D = < résultat d'un jet de dé >
Domainede D=Qp ={1,...,6} A Interprétation : P(A|B) = la proba de A sachant la valeur de B
PD=i)=ivie{1,...,6} —> a droite du signe de conditionnement : connaissances

P(A,B) = P(A|B) x P(B)

2aca, P(A=a) =1
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Rappels de probabilités — quater Monty Hall

http://www.apprendre-en—-ligne.net/random/monty/

Théoreme de Bayes

Pour tout A, B tels que P(A) #0et P(B) #0:

P(AIB)P(B)
P(A)

P(B|A) =

» derriére une des portes = 1 bateau
» derriere les autres portes : des moutons

» Permet d’intervertir causes et conséquences

proba que le bateau se trouve derriere la porte ?
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Monty Hall Monty Hall

3 événements élémentaires :
» B1 :le bateau est derriere la porte 1
» B2 :le bateau est derriere la porte 2
» B3 :le bateau est derriere la porte 3

E = événement < I'animateur a choisi, parmi les portes 1 et 3,
d’ouvrir la porte 3 >

Lanimateur choisit au hasard une des 2 autres portes qui
contient des moutons et I'ouvre. Choix = P(B1|E) et P(B2|E)

Choix : conserver la porte 2 ou choisir la porte 1?

calculer la proba que le bateau soit derriere la porte 1 ou la 2
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Monty Hall Monty Hall

E = événement < I'animateur a choisi, parmi les portes 1 et 3,
d’ouvrir la porte 3 >

Formule de Bayes : P(B1|E) = P(E|gzl):_l;(81)
» P(E|B1) =1
» P(B1)=1/3

» P(E) = P(E|B1)P(B1) + P(E|B2)P(B2) + P(E|B3)P(B3)
=1x1/3+1/2x1/3+0x1/3=1/2

1x1/3

P(BIIE) = — 73

—2/3

P(B2|E)=1—-P(B1|E) - P(B3|E) =1/3

Utilisation des probabilités en pratique

Problématique : consommation mémoire excessive

General Electric : |

maintenance des moteurs CF6 :
350 variables aléatoires
> 1010 événements élémentaires !

Monitoring de patients : )

37 variables aléatoires
> 10'® événements élémentaires!

Liens entre génes : )

syndrome LQT — marqueur génétique
724 variables aléatoires
> 10277 événements élémentaires !
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P(B1|E) = 2/3

P(B2|E) = 1/3
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Solution : décomposabilité + indépendance

% Décomposabilité

P(A, B)

» Définition : Probabilités conditionnelles : P(A|B) = P(B)

= P(A, B) = P(A|B) x P(B)

n
— P(Xi,..., Xa) = P(X1) [ P(Xil X4, - .. Xi1)

i=1

2 |ndépendance

» Définition : Indépendance : A1LB = P(A|B) = P(A)
» Définition : Indép. conditionnelle : ALLB|C = P(A|B, C) = P(A|C)
» {L;, Ki} = partition de {Xi,..., Xi_1} t.q. XiLLL;|K;

,Xn) = P(X0) [ P(XiIK))

i=1

:>P(X1,
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Vers un modele graphique pour les probas (1/3)

A : pointure
B : lecture

w A et B sont dépendants
w sachant C, A et B sont indépendants

C:age 0

A : pointure
B : lecture

non(A.LLB)
AlLLB|C
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Vers un modele graphique pour les probas (3/3)

non(A.LLB)

D1LE

non(DL1LE | S)

e e
e e
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Vers un modele graphique pour les probas (2/3)

D : premier dé
E : deuxieme dé

: premier dé
: deuxiéme dé
D+ E

»nwmo

w D et E sont indépendants
w sachant S, D et E sont dépendants

(D) (E)
8)
D1 E
non(D1LE | S)

cours 2 Modeéle probabiliste

13/18

Synthese des exemples précédents

P(C)

P(AIC)(A] P(B|C)
[T ] P(D)P(E) [ 1]
(s

P(SID, E)

‘

AlLB|C non(ALLB)

P(A, B, C) = P(C)P(A|IC)P(BIC, A)

P(A, B, C) = [B{€)P(AIC)P(BIC)

DIE non(DLE|S)
P(D,E,S) = P(D)P(E|D)P(S|D, E)

P(D, E, S) = [P(D)P(E)P(S|D, E)
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Réseaux bayésiens

Définition : réeseau bayésien [Pearl (1988)]

@ un graphe orienté acyclique (DAG) :

[T Pxi) () () P(Xe) [ ]

P(Xa|X1) (%) (%) P(Xa| X1, Xa)

P(X5|Xa, Xa) (%)

(%) P(Xo| Xs)

6
,Xs) = [ P(XiIPa(X)))
i=1

Q A chaque X; est associé sa table P(Xj|Pa(X;))

distribution jointe : P(Xj, ...
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Application pratique

Monitoring de patients [Beinlich et al. (1989)] :

\‘l
. , . b»‘
A 37 variables aléatoires

> 10 événements élémentaires !
Mais 752 paramétres !
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