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R�esum�e

Les fonctions d'utilit�e additives sont l'un des moyens les plus e�caces de repr�esen-

ter des pr�ef�erences multi-attributs. C'est pourquoi la recherche de conditions assurant

l'existence de telles fonctions a donn�e lieu �a de nombreux travaux.

Malheureusement, les conditions d'�elimination, n�ecessaires �a leur existence, sont tr�es

di�cilement testables en pratique, ce qui a amen�e les Chercheurs du domaine �a faire

appel �a des hypoth�eses structurelles tr�es restrictives sur toutes les dimensions de l'es-

pace des pr�ef�erences (solvabilit�e et connexit�e), r�eduisant ainsi leur champ d'application.

L'objectif de ce m�emoire est de proposer de nouvelles conditions, tout autant testables

mais moins restrictives.

Une �etude des axiomes d'�elimination nous a permis de conclure qu'en l'absence

d'hypoth�eses structurelles sur au moins deux dimensions de l'espace des pr�ef�erences, il ne

peut y avoir de conditions testables. Nous avons montr�e qu'en revanche, celles-ci existent

d�es lors qu'au moins deux de ces dimensions poss�edent des propri�et�es structurelles.

Pour parvenir �a ce r�esultat, nous avons dû nous �eloigner des deux approches classiques

(alg�ebrique et topologique), et en d�e�nir une nouvelle, dite approche analytique.

Nous avons illustr�e ces r�esultats th�eoriques par deux exemples o�u les r�esultats clas-

siques ne peuvent être appliqu�es : (i) une prise de d�ecision collective dans laquelle

certains attributs sont solvables et d'autres non ; (ii) un mod�ele de d�ecision �a base de

donn�ees fr�equentistes impr�ecises.

En�n, nous avons impl�ement�e une application graphique permettant de construire

des fonctions d'utilit�es additives. Le mod�ele conversationnel d�evelopp�e �a cet e�et permet

de r�eduire les probl�emes d'impr�ecision et de biais dans les r�eponses des utilisateurs.
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Abstract

Additive utility functions are one of the most e�cient tools for representing multi-

attribute preferences. This explains why conditions ensuring the existence of such func-

tions have been thoroughly studied.

In practice, however, cancellation axioms, which are necessary conditions for additive

representability, are very di�cult to handle. This led researchers in the �eld to replace

them by very restrictive, but easy to use, structural hypotheses on all the dimensions

of the preference spaces, hence limiting the range of application of additive utilities.

These so-called hypotheses are solvability in the algebraic approach and connexity in

the topological approach. The aim of this thesis is to present new conditions, as testable

as the former, but less restrictive.

On one hand, our study of cancellation axioms led to the following result : testable

conditions do not exist without structural hypotheses with respect to at least two dimen-

sions of the preference space. On the other hand, we managed to show that such testable

conditions exist when at least two of these dimensions have some structural properties.

Since the classical approaches (i.e., the algebraic and the topological approaches) did

not seem well adapted for reaching this result, we de�ned a new approach, called the

analytic approach.

We illustrate these theoretical results using two examples on which the classical

results fail to apply : (i) a group decision making, where some of the attributes are

solvable and others are not ; (ii) a decision model based on imprecise sampled data.

Finally, we designed a graphical application for constructing additive utility func-

tions. For this purpose, we developed a model based on a question/answer process,

which reduces problems of imprecision and of bias in the answers of the users.

iv



Table des mati�eres

Remerciements i

R�esum�e/Abstract iii

Introduction 5

1.1 Expression du Probl�eme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 5

1.2 Plan du m�emoire : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7

1.3 Pr�esentation des chapitres : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8

1.4 Conventions de notation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9

1.5 Comment lire le pr�esent document : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9

1.6 R�esum�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10

1.7 Bibliographie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10

I Une pr�esentation de l'�etat de l'art 13

2 Introduction aux utilit�es additives 15

2.1 La notion de pr�ef�erence : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15

2.2 La notion d'utilit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17

2.2.1 D�e�nition : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17

2.2.2 Int�erêt des fonctions d'utilit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18

2.3 Conditions n�ecessaires d'existence : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18

2.3.1 La compl�etude : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18

2.3.2 La transitivit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19

2.3.3 Pr�eordre large total : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 20

2.4 La notion d'utilit�e additive : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21

2.4.1 D�e�nition : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21

2.4.2 Int�erêt : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21

2.5 Conditions n�ecessaires d'existence : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22

2.5.1 L'ind�ependance : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 23

2.5.2 Condition de Thomsen : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24

2.5.3 Les axiomes d'�elimination : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25

2.6 R�esum�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27

2.7 Bibliographie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27

3 L'approche alg�ebrique 29

3.1 Quelques notions d'alg�ebre : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31

3.2 Le th�eor�eme de H�older : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 32

3.2.1 D�e�nition : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 33

1



2 Table des mati�eres

3.2.2 Interpr�etation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 34

3.3 L'approche avec solvabilit�e non restreinte : : : : : : : : : : : : : : : : : 34

3.3.1 La notion de solvabilit�e non restreinte : : : : : : : : : : : : : : : 34

3.3.2 La condition archim�edienne : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 36

3.3.3 Th�eorie pour deux variables : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 39

3.3.4 Th�eorie pour n composants : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 40

3.4 L'approche avec solvabilit�e restreinte : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 40

3.4.1 La notion de solvabilit�e restreinte : : : : : : : : : : : : : : : : : : 41

3.4.2 Th�eorie pour deux composants : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 43

3.4.3 Th�eorie pour n composants : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45

3.5 D�emonstrations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45

3.6 R�esum�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 58

3.7 Bibliographie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 60

4 L'approche topologique 61

4.1 Quelques notions topologiques : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 62

4.2 Repr�esentations additives : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63

4.2.1 La condition de l'hexagone : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63

4.2.2 Le th�eor�eme topologique central : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63

4.2.3 Id�ees intuitives du th�eor�eme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 64

4.2.4 Correspondance avec l'alg�ebre : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67

4.3 R�esum�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67

4.4 Bibliographie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 68

II A�aiblissement des hypoth�eses de solvabilit�e 69

5 Introduction �a l'approche analytique 71

5.1 Dynamique du probl�eme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 72

5.1.1 Pr�ef�erences sur des continuums : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 72

5.1.2 Unicit�e des repr�esentations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 73

5.1.3 D�emonstration des th�eor�emes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 74

5.2 L'approche analytique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 75

5.2.1 Cadre de l'�etude : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 75

5.2.2 Description de l'approche : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 75

5.3 R�esum�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 77

5.4 Bibliographie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 78

6 Etude des conditions d'�elimination 79

6.1 Absence totale de solvabilit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 80

6.1.1 Ind�ependance, condition de Thomsen et (C

2

) : : : : : : : : : : : 80

6.1.2 L'axiome (C

2

) sur des espaces de dimension n : : : : : : : : : : : 81

6.2 Solvabilit�e non restreinte sur un composant : : : : : : : : : : : : : : : : 82

6.2.1 N�ecessit�e de la condition de Thomsen : : : : : : : : : : : : : : : 82

6.2.2 Interactions entre (C

m

), (S

m+1

) et (C

m+1

) : : : : : : : : : : : : : 85



Table des mati�eres 3

6.2.3 Di�cult�e du test de (C) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 86

6.3 Solvabilit�e non restreinte sur au moins deux composants : : : : : : : : : 90

6.3.1 Produits cart�esiens de dimension 3 : : : : : : : : : : : : : : : : : 90

6.3.2 Produits cart�esiens de dimension n : : : : : : : : : : : : : : : : : 98

6.4 D�emonstrations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 99

6.5 R�esum�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 116

6.6 Bibliographie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 117

7 Pr�ef�erences en dimension 2 119

7.1 Solvabilit�e restreinte sur un seul composant : : : : : : : : : : : : : : : : 120

7.1.1 Espaces dont le second composant est binaire : : : : : : : : : : : 120

7.1.2 Espaces dont le second composant est �equi-espac�e : : : : : : : : 125

7.2 Solvabilit�e sur deux composants : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 128

7.2.1 1

�ere

�etape : la repr�esentabilit�e de % : : : : : : : : : : : : : : : : : 129

7.2.2 2

�eme

�etape : la repr�esentabilit�e additive de % : : : : : : : : : : : 135

7.3 Solvabilit�e restreinte \locale" sur deux composants : : : : : : : : : : : : 141

7.4 D�emonstrations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 142

7.5 R�esum�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 155

7.6 Bibliographie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 156

8 Pr�ef�erences en dimensions sup�erieures ou �egales �a 3 157

8.1 Solvabilit�e non restreinte : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 158

8.2 Solvabilit�e restreinte : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 161

8.2.1 Axiomatique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 161

8.2.2 Th�eor�emes d'existence : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 175

8.2.3 Propri�et�es d'unicit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 181

8.3 D�emonstrations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 183

8.4 R�esum�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 225

8.5 Bibliographie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 227

III Applications 229

9 Une prise de d�ecision collective 231

9.1 Le mod�ele : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 232

9.2 D�emonstrations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 236

9.3 R�esum�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 242

9.4 Bibliographie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 243

10 Un mod�ele de d�ecision �a base de donn�ees fr�equentistes 245

10.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 246

10.2 Echantillons impr�ecis et d�ecisions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 247

10.2.1 Echantillons impr�ecis : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 247

10.2.2 Prise de d�ecision avec des �echantillons impr�ecis : : : : : : : : : : 248

10.3 Situations d'incertitude et leur mod�ele de d�ecision : : : : : : : : : : : : 251



4 Table des mati�eres

10.3.1 D�e�nitions et notations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 251

10.3.2 Risque et utilit�e esp�er�ee : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 252

10.3.3 Risque impr�ecis et utilit�e esp�er�ee g�en�eralis�ee (GEU) : : : : : : : 252

10.3.4 Echantillons et prise de D�ecision Directe (mod�ele DDM) : : : : : 253

10.4 Echantillons impr�ecis et prise de d�ecision directe : : : : : : : : : : : : : 254

10.4.1 Echantillons impr�ecis et incertitude sur le r�esultat des d�ecisions : 254

10.4.2 Les axiomes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 255

10.4.3 Th�eor�emes de representation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 257

10.5 Discussion et conclusion sur le mod�ele : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 263

10.5.1 Questions ouvertes sur le mod�ele : : : : : : : : : : : : : : : : : : 263

10.5.2 Comparaison avec d'autres approches : : : : : : : : : : : : : : : 264

10.6 D�emonstrations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 265

10.7 Bibliographie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 277

11 MADMAX : un programme de construction d'utilit�es 279

11.1 Les m�ecanismes de construction classiques : : : : : : : : : : : : : : : : : 280

11.1.1 Un m�ecanisme de construction conversationnel : : : : : : : : : : 281

11.1.2 Classi�cation des algorithmes de construction classiques : : : : : 284

11.1.3 Probl�emes soulev�es par les m�ethodes de construction : : : : : : : 289

11.2 Un nouveau mod�ele de construction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 291

11.2.1 Pr�esentation g�en�erale de la m�ethode : : : : : : : : : : : : : : : : 291

11.2.2 Pr�ecisions sur la premi�ere �etape : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 294

11.2.3 Pr�ecisions sur la deuxi�eme �etape : : : : : : : : : : : : : : : : : : 301

11.2.4 R�eduction du bruit : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 304

11.3 Approximation des courbes par B-Splines : : : : : : : : : : : : : : : : : 305

11.3.1 Introduction aux B-Splines : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 305

11.3.2 Utilisation des B-Splines dans MADMAX : : : : : : : : : : : : : 310

11.4 L'application MADMAX : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 315

11.5 R�esum�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 318

11.6 Bibliographie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 320

12 Conclusion 323

12.1 La contribution de ce m�emoire : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 324

12.1.1 Les r�esultats th�eoriques : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 324

12.1.2 L'extension de mod�eles de d�ecision : : : : : : : : : : : : : : : : : 324

12.1.3 La construction d'utilit�es : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 325

12.2 Quelques perspectives : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 325

Bibliographie 327

Index 334



Introduction

Si nous analysons tr�es profond�ement les donn�ees de

l'existence, avec un esprit honnête et sans parti pris,

nous les comprendrons.

Sa Saintet�e Tenzin Gyatso,

quatorzi�eme Dala��-Lama

1.1 Expression du Probl�eme

L

a Th�eorie de la D�ecision est une discipline visant �a aider les d�ecideurs confron-

t�es �a des probl�emes complexes �a e�ectuer des choix parmi un ensemble d'al-

ternatives possibles, en tenant compte de leurs cons�equences, et de mani�ere �a

respecter les pr�ef�erences du d�ecideur (voir Principia Cybernetica (1995)).

Dans les probl�emes pratiques, la complexit�e provient essentiellement de deux fac-

teurs : tout d'abord le d�ecideur doit se prononcer alors même que certaines donn�ees du

probl�eme sont encore incertaines ; par exemple, dans Lauritzen et Spiegelhalter (1988),

un m�edecin g�en�eraliste doit d�eterminer si son patient est atteint de dyspn�ee | une

maladie respiratoire | a�n de lui administrer un traitement appropri�e. Faute de ma-

t�eriel adapt�e pour faire des tests, le m�edecin doit se prononcer uniquement en fonction

des symptômes de la maladie. Or ceux-ci semblent être proches des symptômes de la

tuberculose, du cancer du poumon et de la bronchite. Une connaissance approfondie des

activit�es de son patient pourrait aider le docteur �a formuler son diagnostic ; en e�et, les

voyages dans des pays asiatiques augmentent statistiquement les risques de tuberculose,

le fait de fumer accrô�t les risques de cancer du poumon, etc. . . Pour de simples raisons

mat�erielles, le m�edecin devra e�ectuer son diagnostic sans que toutes les donn�ees du

probl�eme lui soient acquises. Il se peut même que certaines des donn�ees disponibles

soient incompl�etes, comme dans Pearl (1988, chapitre 9).

Le deuxi�eme facteur est intrins�equement li�e �a la complexit�e et �a la multiplicit�e même

des crit�eres | on parle aussi d'attributs, de caract�eristiques de performance ou de

facteurs | sur lesquels sont fond�ees les pr�ef�erences. Par exemple, dans Keeney et Rai�a

(1993), le Secr�etaire Bracamontes, du Minist�ere des Travaux Publics, doit conseiller le

Pr�esident Echeverria sur l'�eventuelle construction d'un nouvel a�eroport pour la ville de

Mexico City, en particulier sur l'emplacement ad�equat en cas de construction. A�n de

prendre la bonne d�ecision, il doit tenir compte d'un certain nombre de crit�eres tels que les

5
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nuisances sonores, les m�ethodes d'insonorisation des avions, le confort des populations

avoisinantes, l'�evolution du tra�c a�erien, les m�ethodes nouvelles de construction des

pistes, les r�egles de s�ecurit�e, le temps d'acc�es �a l'a�eroport, etc. . . La complexit�e provient

ici non seulement du nombre �elev�e d'attributs, mais aussi de leurs interactions ; par

exemple, le confort des populations locales est �evidemment li�e aux nuisances sonores.

Notons que dans Andersen, Andreassen, et Woldbye (1986), on d�enombre jusqu'�a 25

crit�eres pertinents, qui, �evidemment, interagissent, ce qui montre la complexit�e des

probl�emes r�eels.

On sent bien intuitivement que le c�ur du probl�eme r�eside, d'une part, dans une

bonne mod�elisation des pr�ef�erences du d�ecideur | a�n de proposer des solutions con-

formes �a ses desiderata | et, d'autre part, dans une gestion adapt�ee des incertitudes.

Dans ce m�emoire, nous nous pr�eoccupons principalement du premier aspect.

Mais qu'entend-on exactement par mod�eliser les pr�ef�erences du d�ecideur ? Un certain

nombre de possibilit�es s'o�rent �a ce dernier ; chacune d'entre elles va avoir des cons�e-

quences distinctes. Il est �evident que celles-ci n'apparaissent pas, aux yeux du d�ecideur,

aussi s�eduisantes les unes que les autres. En proc�edant �a une introspection, ce dernier

peut donc \ordonner" les di��erentes cons�equences selon qu'il les pr�ef�ere plus ou moins.

Mod�eliser les pr�ef�erences du d�ecideur, c'est donc tout simplement trouver un mod�ele |

informatique et/ou math�ematique | repr�esentant la relation \d'ordre" ainsi cr�e�ee. Pour

des probl�emes de \petite taille", on peut par exemple cr�eer un tableau �a deux dimen-

sions, dont les lignes et les colonnes repr�esentent les di��erentes cons�equences possibles

et dont chaque case peut prendre trois valeurs : \-1" si la cons�equence correspondant

�a la ligne est strictement non pr�ef�er�ee �a celle en colonne, \0" si elles sont indi��erentes

et \1" si la cons�equence en ligne est pr�ef�er�ee �a celle en colonne. L'extraction des pr�ef�e-

rences est alors relativement ais�ee. Ce type de repr�esentation (comparaison par paires)

correspond �a des matrices similaires �a celle de la �gure 2 de Eckenrode (1965).

Lorsque les cons�equences possibles sont nombreuses, la mod�elisation en tableaux

n'est pas e�cace car la taille de ces derniers est prohibitive ; il s'agit donc de trouver

des solutions de remplacement. La plus couramment utilis�ee est la mod�elisation grâce �a

des fonctions d'utilit�e. Le principe est d'associer un nombre r�eel �a chaque cons�equence,

de telle sorte que plus celui-ci est �elev�e, plus la cons�equence semble s�eduisante aux yeux

du d�ecideur. La comparaison des cons�equences se r�eduit alors �a une comparaison de

nombres r�eels.

Lorsque le d�ecideur exprime ses pr�ef�erences, c'est par le biais, comme nous l'avons

vu, d'un ensemble d'attributs. Chaque attribut peut prendre un certain nombre de

valeurs, ou niveaux de satisfaction. Les cons�equences peuvent donc être assimil�ees �a un

n-uplet de valeurs, chaque valeur correspondant au niveau de satisfaction d'un attribut.

Mod�eliser les pr�ef�erences du d�ecideur revient donc �a �evaluer une fonction de plusieurs

variables | une variable par attribut. Dans ce m�emoire, c'est cette mod�elisation que

nous employons.

Plus sp�eci�quement, nous nous int�eressons �a une classe particuli�ere de fonctions

d'utilit�e, �a savoir les fonctions d'utilit�e additives, ou additivement s�eparables. Celles-ci

sont assez attractives car elles se d�ecomposent sous la forme d'une somme de fonctions

d'un attribut chacune. Autrement dit, chaque attribut est �evalu�e ind�ependamment des
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autres, et les pr�ef�erences sont r�ev�el�ees grâce �a la somme de ces �evaluations.

Le but de cette th�ese consiste �a donner, d'une part, des conditions assurant l'exis-

tence de telles fonctions, ou, du moins, �a g�en�eraliser les conditions d�ej�a existantes, qui

incluent toutes des hypoth�eses particuli�erement restrictives, et, d'autre part, �a montrer

l'int�erêt et l'utilisation de ces fonctions dans la r�esolution de probl�emes pratiques ainsi

que dans la g�en�eralisation de certains mod�eles.

1.2 Plan du m�emoire

Ce m�emoire est compos�e de trois parties. La premi�ere est consacr�ee �a l'�etude des

r�esultats classiques en mati�ere de fonctions d'utilit�es additives. La deuxi�eme est d�edi�ee

�a leur g�en�eralisation. En�n la troisi�eme partie pr�esente quelques r�esultats montrant

l'int�erêt d'�etudier ces fonctions en vue de g�en�eraliser des mod�eles existants ou d'en

d�evelopper de nouveaux.

La premi�ere partie est elle-même divis�ee en trois chapitres. Dans le chapitre 2, les

fonctions d'utilit�e additives sont introduites en termes math�ematiques, ce qui nous

conduit �a �enoncer quelques conditions requises au niveau des pr�ef�erences pour que celles-

ci soient repr�esentables par de telles fonctions.

Forts de ces consid�erations, nous pouvons nous lancer dans les chapitres 3 et 4 dans

l'exploration de telles pr�ef�erences. Lorsque le nombre de cons�equences possibles est �ni,

l'existence de ces fonctions est li�ee �a l'existence de solutions pour un certain syst�eme

lin�eaire, et n'est donc pas di�cile �a d�eterminer. Aussi nous int�eressons-nous plutôt aux

probl�emes dans lesquels le nombre de cons�equences est in�ni. Dans ce cas, les conditions

n�ecessaires et su�santes d'existence d'utilit�es additives ne sont pas testables en pratique

car elles se r�esument �a une suite in�nie de comparaisons de cons�equences ; c'est ce

que l'on appelle les conditions d'�elimination (cancellation axioms en anglais). C'est

pourquoi l'obtention de th�eor�emes d'existence d'utilit�es additives ais�ement testables

requiert l'introduction de conditions non n�ecessaires mais dont on peut facilement

v�eri�er la validit�e, et apportant une certaine structure �a l'ensemble des cons�equences.

Deux approches sp�eci�ques, �a savoir l'approche alg�ebrique et l'approche topologique,

ont �et�e d�evelopp�ees dans les derni�eres d�ecennies, qui ont donn�e naissance �a deux types

de conditions structurelles. Dans la premi�ere approche, dont l'�etude fait l'objet du cha-

pitre 3, ces conditions s'appellent solvabilit�e non restreinte et solvabilit�e restreinte. La

seconde approche utilise, quant �a elle, une hypoth�ese de connexit�e sur l'ensemble des

cons�equences. Ces deux approches, bien que totalement di��erentes, aboutissent �a des

r�esultats similaires : montrer en n'employant que des axiomes ais�ement testables que les

pr�ef�erences sont repr�esentables par des fonctions d'utilit�e additives.

Cette premi�ere partie est plus qu'un simple �etat de l'art. En e�et, si les th�eor�emes

d'existence sont classiques, la plupart de leurs d�emonstrations ont �et�e fortement rema-

ni�ees (tout en conservant �evidemment l'esprit des d�emonstrations d'origine). De plus,

sauf mention explicite, tous les exemples sont des \originaux".

Les hypoth�eses structurelles des chapitres 3 et 4 sont tr�es restrictives et r�eduisent

consid�erablement le champ d'application des utilit�es additives. C'est pourquoi la
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deuxi�eme partie du m�emoire est consacr�ee �a une g�en�eralisation des th�eor�emes exis-

tants. Pour cela, nous allons d�evelopper dans les chapitres 5 �a 8 une nouvelle approche,

appel�ee approche analytique. Le chapitre 5 explique les fondements de cette approche.

En particulier, l'approche analytique pr�esente l'avantage sur les approches alg�ebrique et

topologique d'être tr�es intuitive et de ne pas requ�erir des connaissances math�ematiques

tr�es approfondies.

L'id�ee de toutes les approches est d'introduire des hypoth�eses structurelles sur l'en-

semble des cons�equences, permettant d'induire les conditions d'�elimination �a partir

d'axiomes ais�ement testables. A�n d'obtenir les hypoth�eses structurelles les moins res-

trictives possible, il parâ�t relativement logique d'�etudier de mani�ere approfondie les

conditions d'�elimination ; c'est l'objet du chapitre 6.

Les r�esultats ainsi obtenus permettent d'�enoncer dans les chapitres 7 et 8 des th�eo-

r�emes d'existence d'utilit�es additives. Plus pr�ecis�ement, le chapitre 7 ne concerne que

des ensembles de cons�equences ayant deux attributs, et le chapitre 8 des ensembles de

cons�equences ayant au moins trois attributs.

A ce stade du m�emoire, nous connaissons des th�eor�emes d'existence su�samment

g�en�eraux pour envisager des applications pratiques. La troisi�eme partie y est consacr�ee.

Elle est organis�ee en trois volets. Le chapitre 9 montre comment les r�esultats de la

partie 2 peuvent être exploit�es a�n de bâtir de nouveaux mod�eles. L'utilisation des

utilit�es additives pour d�eriver de nouveaux r�esultats n'est pas r�eellement une innovation

puisque c'�etait d�ej�a un des fondements de Harvey (1981) et Harvey (1991).

Le chapitre 10 montre comment les r�esultats de la partie 2 peuvent s'int�egrer, tout

naturellement, dans des th�eories d�ej�a existantes a�n de les am�eliorer. Pour cela, on

montre que le mod�ele de d�ecisions �a base de donn�ees fr�equentistes de Yves Coignard

et Jean-Yves Ja�ray (Coignard (1993) et Coignard et Ja�ray (1994)) peut être �etendu

facilement au cas de fr�equences observ�ees �a la place de fonctions de croyance.

Le chapitre 11, dernier volet de cette troisi�eme partie, montre comment construire

e�cacement des fonctions d'utilit�e additives. Le processus d�ecrit dans ce chapitre �evite

les châ�nages d'erreurs (que l'on ne peut pr�evenir dans les processus classiques) et est

relativement robuste aux erreurs d'approximation. En contrepartie, il requiert une puis-

sance de calcul �elev�ee.

En�n, le douzi�eme et dernier chapitre de ce m�emoire pr�esente une conclusion sur

cette th�ese. On y d�ecouvrira une synth�ese des avantages et inconv�enients des di��erents

th�eor�emes pr�esent�es tout au long du pr�esent ouvrage, ainsi que des perspectives de

recherche dans le domaine.

1.3 Pr�esentation des chapitres

Le pr�esent document est constitu�e, pour une grande part, d'�el�ements math�ematiques.

A�n de ne pas diminuer la lisibilit�e du texte, les d�emonstrations sont regroup�ees vers

la �n de chaque chapitre. N�eanmoins, a�n d'aider le lecteur �a mieux appr�ehender les

concepts d�evelopp�es dans ce m�emoire, apr�es chaque �enonc�e de lemme ou de th�eor�eme

sont d�ecrites les id�ees \intuitives" de ces derniers.
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A�n de rester objectifs quant aux restrictions impos�ees par les mod�eles pr�esent�es,

nous montrons, apr�es la plupart des axiomes, un ou plusieurs exemples pour lesquels

ces axiomes ne sont pas v�eri��es.

En�n, le lecteur trouvera �a la �n de chaque chapitre un bref r�esum�e des concepts et

r�esultats �elabor�es dans celui-ci, ainsi qu'une bibliographie du chapitre.

1.4 Conventions de notation

En vue d'aider le lecteur �a retrouver facilement les concepts signi�catifs, tous les

th�eor�emes, lemmes, d�e�nitions, axiomes et autres remarques sont index�es par num�ero

de chapitre et par ordre croissant �a l'int�erieur d'un même chapitre. Ainsi le th�eor�eme 3.4

repr�esente le quatri�eme th�eor�eme du troisi�eme chapitre.

Dans tout le m�emoire, l'ensemble des cons�equences est d�esign�e par X. Comme on

l'a vu, chaque cons�equence est un n-uplet. Ainsi, si x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 X, alors x

1

correspond au niveau du premier attribut, x

2

au niveau du deuxi�eme attribut, et ainsi

de suite. D'une mani�ere g�en�erale, les indices d�esignent toujours un attribut ; ainsi x

i

se rapporte toujours au i

�eme

attribut. X

i

d�esigne dans tout le m�emoire l'ensemble des

valeurs que peut prendre le i

�eme

attribut. De même, une fonction d�e�nie sur le i

�eme

attribut est d�esign�ee par f

i

.

Le rôle des exposants d�epend, quant �a lui, du contexte. Lorsqu'ils s'appliquent �a

des cons�equences ou des attributs, ils d�esignent des �el�ements d'une suite ; par exemple,

x

3

2 X repr�esente le troisi�eme �el�ement de la suite de cons�equences (x

i

) ; de même, x

5

4

d�esigne la valeur du quatri�eme attribut du cinqui�eme �el�ement de cette suite. Lorsqu'ils

s'appliquent �a des fonctions, ils d�esignent une op�eration de composition ; par exemple,

f

2

(x) = f(f(x)). L'op�erateur de composition est not�e \�" ; on a ainsi f

2

= f � f . La

fonction r�eciproque de f est not�ee f

�1

; ainsi f

�

f

�1

(x)

�

= x.

Lorsque l'on a besoin d'indicer des fonctions, comme dans les chapitres 5 et 7, on

place l'indice entre crochets, comme dans f

[2]

, pour ne pas confondre avec une fonction

d�e�nie sur le 2

�eme

attribut.

Les relations de pr�ef�erence larges sont toujours d�esign�ees par les symboles %, - ; les

pr�ef�erences strictes par � et � ; et en�n les indi��erences par �.

Pour un ensemble X donn�e, X/� d�esigne l'espace quotient de X par �, c'est-�a-dire

l'ensemble des classes d'�equivalence de % sur X. Pour deux ensembles X et Y , XnY

repr�esente l'ensemble des �el�ements appartenant �a X mais pas �a Y . En�n, lorsque cela

ne prêtera pas �a confusion, pour deux cons�equences x; y 2 X donn�ees, [x; y] d�esignera

l'ensemble fz 2 X : x - z - yg.

1.5 Comment lire le pr�esent document

Il me semble que ce m�emoire peut être lu de 5 mani�eres di��erentes :

{ Au lecteur novice dans le domaine, je conseille �evidemment de lire ce document

en entier ; en particulier les exemples, et, si possible, les intuitions des th�eor�emes

d'existence.
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{ Le lecteur ayant d�ej�a des connaissances sur le sujet et ayant du temps �a consacrer �a

ce m�emoire �evitera seulement les exemples (ceux-ci sont ais�ement identi�ables car

leur marge gauche est d�ecal�ee d'environ un centim�etre vers la droite par rapport

au reste du texte) et, peut-être, les d�emonstrations.

{ Le lecteur press�e ne lira que les d�e�nitions, conditions, axiomes, lemmes et autres

th�eor�emes. Leur identi�cation est rapide car ils sont tous encadr�es.

{ Le lecteur extrêmement press�e ne lira que les r�esum�es �a la �n de chacun des

chapitres.

{ En�n, l'index �a la �n du m�emoire permet d'utiliser cette th�ese comme un document

de travail.

1.6 R�esum�e

Nous abordons dans cette th�ese le probl�eme de la repr�esentation des pr�ef�erences d'un

d�ecideur. Nous supposons que celles-ci s'expriment comme l'agr�egation d'un certain

nombre d'attributs. Nous examinons les conditions sous lesquelles il est possible de

repr�esenter ces pr�ef�erences par une somme de fonctions ne d�ependant que d'un attribut,

c'est-�a-dire de les exprimer grâce �a une utilit�e additive.

Les th�eor�emes d'existence de telles fonctions testables d'un point de vue informatique

n�ecessitent des hypoth�eses particuli�erement restrictives. Aussi, nous avons consacr�e une

grande partie du pr�esent document �a a�aiblir ces hypoth�eses. Dans ce but, nous avons

cr�e�e une nouvelle approche caract�eris�ee par l'apport de nouvelles m�ethodes de d�emons-

tration.

En�n, nous montrons comment les repr�esentations additives issues de nos th�eor�emes

d'existence s'int�egrent dans certains mod�eles, comment elles permettent de d�eriver de

nouveaux r�esultats, et comment il est possible de les impl�ementer d'un point de vue

informatique.
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Premi�ere partie

Une pr�esentation de l'�etat de l'art

13





Chapitre 2

Introduction aux utilit�es

additives

Ne perdons pas notre temps, apr�es tant d'autres, �a re-

tourner abstraitement de telles questions et �a leur ap-

porter, comme tant d'autres, des solutions qui ne se-

raient encore que des pr�ef�erences personnelles.

Georges Dum�ezil

D

ans ce chapitre, nous abordons, du point de vue math�ematique, le probl�eme de

la repr�esentation des pr�ef�erences par des fonctions d'utilit�e, et, en particulier,

par des fonctions d'utilit�e additives. Nous montrons que cette repr�esentation

n�ecessite de la part du d�ecideur un certain comportement rationnel (transiti-

vit�e et compl�etude des pr�ef�erences par exemple), et est donc �a certains �egards restrictive.

En particulier, nous d�ecouvrirons dans la section 2.5.3 les axiomes d'�elimination (cancel-

lation axioms en anglais), qui font partie des conditions n�ecessaires �a l'existence de toute

fonction d'utilit�e additive. Malheureusement, ces conditions se r�ev�elent particuli�erement

di�ciles �a tester, ce qui nous am�enera, tout au long de la th�ese, �a formuler des axiomes

plus restrictifs mais ais�ement testables et garantissant que les axiomes d'�elimination

sont v�eri��es.

Ce chapitre est divis�e en 7 sections. Nous �etudierons tout d'abord ce qu'est une rela-

tion de pr�ef�erence. Ensuite, nous expliciterons la notion de fonction d'utilit�e | ou, plus

simplement, la notion d'utilit�e | et nous examinerons des conditions n�ecessaires �a leur

existence. Puis nous aborderons la notion d'utilit�e additive et nous montrerons l�a en-

core des conditions n�ecessaires d'existence. En�n, un rapide r�esum�e et une bibliographie

permettront de clore ce chapitre.

2.1 La notion de pr�ef�erence

Une prise de d�ecision consiste �a choisir parmi un ensemble Y d'alternatives possibles

celle qui parâ�t la meilleure.

15
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Exemple 2.1 Monsieur Nipigue, Guy de son pr�enom, a d�ecid�e de jouer au jeu sui-

vant : dans une urne sont plac�ees 10 boules rouges, 10 boules bleues et 10 boules

noires, et une des boules va être tir�ee au hasard. Monsieur Nipigue doit parier sur

la couleur de la boule sortante. Trois paris sont possibles, qui sont d�ecrits dans le

tableau ci-dessous :

Rouge Bleue Noire

p

1

$100 $0 �$100

p

2

$10 $20 $30

p

3

$200 $100 �$10

Si monsieur Nipigue choisit l'alternative | le pari | p

1

, il recevra 100 dollars si

une boule rouge est tir�ee, il ne recevra rien si une boule bleue sort, et il perdra

100 dollars si une boule noire est tir�ee. Dans cet exemple, Y = fp

1

; p

2

; p

3

g ; c'est

l'ensemble des choix qui s'o�rent au d�ecideur. �

Mais comment caract�eriser le fait qu'une alternative soit meilleure qu'une autre ?

Dans l'exemple ci-dessus, qu'est-ce qui permet d'a�rmer que le pari p

3

est meilleur

que le pari p

1

? Assur�ement, choisir p

3

permet d'obtenir des gains plus �elev�es que p

1

.

Ceci sugg�ere donc que l'on compare les di��erentes alternatives en fonction des cons�e-

quences qu'elles entrâ�nent. Notons X l'ensemble des cons�equences pouvant r�esulter des

di��erentes alternatives o�ertes au d�ecideur.

Exemple 2.1 (suite) L'ensemble des cons�equences, X, occasionn�ees par les paris,

p

1

, p

2

et p

3

, correspond �a l'ensemble des gains | ou pertes | possibles qui vont

revenir �a monsieur Nipigue. Ainsi,

X = f($100; $0;�$100); ($10; $20; $30); ($200; $100;�$10)g:

�

Ainsi, �a chaque alternative est associ�e un ensemble de cons�equences, comme indiqu�e

�gure 2.1. La prise de d�ecision revient �a s�electionner parmi ces ensembles celui qui parâ�t

le plus int�eressant.

Notons que X peut être un ensemble �a plusieurs dimensions, comme le sugg�ere

l'exemple 1 | qui est un ensemble tridimensionnel puisque ses �el�ements sont des triplets.

Soit X

i

l'espace correspondant �a chacune des dimensions.X n'est pas n�ecessairement un

produit cart�esien, c'est-�a-dire X �

Q

n

i=1

X

i

. Ainsi, chaque cons�equence est un n-uplet

x = (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

). On appelle les X

i

des attributs ou encore composants .

Exemple 2.1 (suite) Puisque les X

i

sont les espaces correspondant �a chacune des

dimensions, X

1

= f$10; $100; $200g, X

2

= f$0; $20; $100g et X

3

= f�$100; $30;

�$10g. Et l'on a bien X 6= X

1

�X

2

�X

3

. �

Nous savons maintenant que, lors de la prise de d�ecision, le d�ecideur compare les

�el�ements de X, et s�electionne l'�el�ement qui lui parâ�t le meilleur, c'est-�a-dire l'�el�ement
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p

2

p

1

p

3

X

x

2

x

1

x

3

Y

Fig. 2.1: Des alternatives aux cons�equences

qui est \pr�ef�er�e" �a tous les autres. Pour exprimer cela, nous munissonsX d'une relation

de pr�ef�erence, not�ee %, c'est-�a-dire d'une relation binaire sur X. Ainsi, pour x; y 2 X,

x % y signi�e que le d�ecideur pr�ef�ere x �a y ou bien qu'il est indi��erent entre les deux

�el�ements. Nous pouvons de plus d�e�nir un certain nombre d'op�erateurs associ�es �a cette

relation :

x � y , [x % y et y % x] : : : : : : : : x est indi��erent �a y;

x � y , [x % y et Non(y % x)] : : : x est strictement pr�ef�er�e �a y;

x - y , y % x : : : : : : : : : : : : : : : : : : x est non pr�ef�er�e ou indi��erent �a y;

x � y , y � x : : : : : : : : : : : : : : : : : : x est strictement non pr�ef�er�e �a y:

2.2 La notion d'utilit�e

2.2.1 D�e�nition

Comme nous l'avons pr�ecis�e dans le chapitre d'introduction, une utilit�e est une

fonction permettant de repr�esenter une relation de pr�ef�erence. On dit aussi que c'est

une fonction pr�eservant l'ordre des pr�ef�erences. Du point de vue math�ematique, cela

correspond �a la d�e�nition suivante.

D�e�nition 2.1 (Fonction d'utilit�e) f : X ! R est une fonction d'utilit�e repr�e-

sentant % si et seulement si x % y , f(x) � f(y), 8x; y 2 X.

D'apr�es cette d�e�nition, f v�eri�e les relations suivantes :

x � y , f(x) > f(y);

x % y , f(x) � f(y);

x � y , f(x) = f(y);

x � y , f(x) < f(y);

x - y , f(x) � f(y);

Non(x � y) , f(x) 6= f(y):

Comparer x et y revient donc �a comparer f(x) et f(y), et r�eciproquement.
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2.2.2 Int�erêt des fonctions d'utilit�e

L'int�erêt de telles repr�esentations tient en deux points principaux. D'abord, elles

permettent une extraction facile et rapide des informations ; en e�et, d�es lors que l'on

connâ�t une fonction d'utilit�e repr�esentant la relation de pr�ef�erence, comparer deux

�el�ements est �evident puisque cela revient juste �a calculer le r�esultat d'une fonction

en deux points di��erents de l'espace X, et �a comparer les deux nombres r�eels ainsi

d�etermin�es. La technologie informatique rend ce calcul relativement ais�e et rapide.

Outre la rapidit�e de calcul, le deuxi�eme aspect �a ne pas n�egliger est le stockage

des informations n�ecessaires �a la repr�esentation des pr�ef�erences. En ce qui concerne les

ordinateurs, le point critique est surtout la place m�emoire allou�ee �a la repr�esentation.

Dans le chapitre d'introduction, nous avons �evoqu�e l'id�ee d'utiliser comme repr�esenta-

tion un tableau explicitant pour chaque couple d'alternatives celle qui est pr�ef�er�ee ou

bien exprimant l'indi��erence entre les deux alternatives. On voit clairement que d�es que

le nombre d'alternatives crô�t, le tableau n�ecessaire �a une telle op�eration devient trop

gigantesque pour être utilisable en pratique. Il en serait de même si l'on rempla�cait

le tableau de comparaison des alternatives par un tableau de comparaison des cons�e-

quences. Au contraire, une repr�esentation par fonction d'utilit�e est tout �a fait adapt�ee

lorsque le nombre de cons�equences possibles crô�t, puisqu'elle ne n�ecessite que le codage

de la fonction en m�emoire, et ce, ind�ependamment de la taille de l'espace X.

L'utilisation de fonctions d'utilit�e parâ�t donc être un moyen �a la fois �economique

(en place m�emoire) et e�cace (en temps de calcul), de repr�esenter des relations de

pr�ef�erence.

2.3 Conditions n�ecessaires d'existence

Malheureusement, toutes les relations de pr�ef�erence ne sont pas repr�esentables par

des fonctions d'utilit�e ; en e�et, le fait qu'une telle repr�esentation existe implique l'exis-

tence d'une bijection entre l'ensemble des classes d'�equivalence de % sur X et l'ensemble

des classes d'�equivalence de � sur R | ou, tout du moins, une partie de R . Or � poss�ede

une structure assez forte, que l'on doit donc retrouver dans l'ensemble des pr�ef�erences.

2.3.1 La compl�etude

Ainsi, supposons que % est repr�esentable sur X par une fonction d'utilit�e f . Prenons

deux �el�ements quelconques x et y de X. A ces �el�ements, on peut associer par f les

nombres r�eels f(x) et f(y). Mais la relation � est une relation compl�ete sur R | on

dit aussi totale | ce qui signi�e que l'une des deux alternatives suivantes est forc�ement

v�eri��ee :

soit f(x) � f(y), soit f(y) � f(x):

Or, puisque d'apr�es la d�e�nition 2.1, il y a �equivalence entre la relation % sur X et �

sur R , on a forc�ement

soit x % y, soit y % x:
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Par cons�equent, si % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e, % est une relation

compl�ete. Pr�ecisons que toutes les relations de pr�ef�erence ne v�eri�ent pas cette propri�et�e,

comme l'exemple suivant le montre.

Exemple 2.2 Monsieur Guy Nipigue est passionn�e de physique. Il y a quelques se-

maines, il a d�ecid�e d'ordonner toutes les th�eories qu'il connaissait en fonction de

leur degr�e de g�en�eralit�e ou d'approximation. Il a ainsi cr�e�e une relation de pr�e-

f�erence % telle que th�eorie x % th�eorie y lorsque y est une approximation de x

ou en est une sous-partie ; ainsi, th�eorie de la relativit�e d'Einstein % th�eorie de

Newton car cette derni�ere n'en est qu'une approximation ; de même, m�ecanique

% m�ecanique des uides car cette derni�ere n'en est qu'un sous-ensemble. Cepen-

dant, la relation % n'est pas compl�ete ; en e�et, comment comparer la th�eorie des

quantas (qui ne s'applique que sur le microcosme) �a la th�eorie de Newton (qui,

elle, ne s'applique qu'au macrocosme) ? Ces deux th�eories ne s'appliquant pas aux

mêmes situations, elles sont donc incomparables. �

2.3.2 La transitivit�e

Mais revenons aux conditions que % doit v�eri�er pour être repr�esentable par une

fonction d'utilit�e. Supposons que f repr�esente %, et que x % y et y % z. Alors, d'apr�es

la d�e�nition 2.1, on a

f(x) � f(y) et f(y) � f(z):

Donc, par transitivit�e de �, on a aussi

f(x) � f(z);

ce qui implique que x % z. Autrement dit, % doit être aussi une relation transitive.

Bien entendu, l�a encore, il existe des relations de pr�ef�erence qui ne v�eri�ent pas cette

propri�et�e.

Exemple 2.3 Un exemple classique (voir Duncan Luce (1956), Duncan Luce et Rai�a

(1957, page 346) ou Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1989, page 301)) consiste

�a consid�erer les pr�ef�erences d'un d�ecideur pour du caf�e contenant diverses concen-

trations de sucre. Supposons donc que monsieur Guy Nipigue aime boire son caf�e

sans sucre. Manifestement, en se �ant �a ses papilles gustatives, il ne peut di��eren-

cier une tasse contenant n grains de sucre d'une tasse en contenant n+ 1 ; ainsi,

si l'on d�enote par n la tasse contenant n grains de sucre, n � n + 1. Si � �etait

une relation transitive, 0 devrait donc être indi��erent �a n, quel que soit n. Or

ceci n'est pas vrai puisque monsieur Nipigue fait une di��erence entre un caf�e sans

sucre et un caf�e contenant un morceau de sucre. �

Exemple 2.4 Paul Anand cite un exemple encore plus troublant (cf. Anand (1987)),

emprunt�e �a Packard (1982), lui-même issu de Gardner (1974) et Gardner (1976).

On propose �a monsieur Nipigue le jeu suivant, qui consiste �a essayer d'obtenir le

nombre le plus �elev�e en lan�cant une seule fois l'un des d�es �a 6 faces non pip�es
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d�ecrits ci-dessous. A�n d'aider monsieur Nipigue �a choisir le d�e qu'il lancera, on

lui demande de d�esigner celui qu'il pr�ef�ere parmi chaque paire possible.

1

4 1 4

4

4

(i)

3

3 3 3

3

3

(ii)

5

5 2 5

2

2

(iii)

Monsieur Nipigue, qui est assez vers�e dans la th�eorie des probabilit�es, tient le

raisonnement suivant : le premier d�e a deux chances sur trois de donner un 4, et

une chance sur trois de donner 1. Par cons�equent, le premier d�e a deux chances sur

trois de donner un meilleur r�esultat que le deuxi�eme, je dois donc le pr�ef�erer au

deuxi�eme d�e. De la même mani�ere, le deuxi�eme d�e est pr�ef�erable au troisi�eme car

il y a deux chances sur trois que ce dernier donne un 2. Comparons maintenant le

premier et le troisi�eme d�e : le troisi�eme est meilleur que le premier lorsqu'il donne

un 5, ou lorsqu'il donne un 2 et que le premier donne un 1. Le premier cas a 1

chance sur 3 de se produire et le deuxi�eme 2=3� 1=3 = 2=9, ce qui nous donne au

total 5 chances sur 9. Donc le troisi�eme d�e est pr�ef�erable au premier.

Ainsi, en comparant les d�es par paires, d�e (i) � d�e (ii), d�e (ii) � d�e (iii), et

d�e (iii) � d�e (i). Les pr�ef�erences de monsieur Nipigue ne sont donc pas transitives.

�

2.3.3 Pr�eordre large total

D�e�nition 2.2 (pr�eordre large total) Un pr�eordre large total est une relation

binaire transitive et compl�ete.

En r�esum�e, une relation de pr�ef�erence repr�esentable par une fonction d'utilit�e est

n�ecessairement un pr�eordre large total. La r�eciproque est fausse, comme le montre

l'exemple suivant :

Exemple 2.5 Consid�erons l'ensemble X = R �R . Soit % l'ordre lexicographique sur

X, c'est-�a-dire l'ordre tel que

(x

1

; x

2

) - (y

1

; y

2

), x

1

< y

1

ou (x

1

= y

1

et x

2

� y

2

):

Alors % est un pr�eordre large total ; cependant, il n'est pas repr�esentable par une

fonction d'utilit�e. En e�et, s'il existait une fonction d'utilit�e f repr�esentant %,

pour x

2

; y

2

�x�es tels que x

2

< y

2

, et pour tout r�eel x

1

, on aurait f(x

1

; x

2

) <

f(x

1

; y

2

) puisque (x

1

; x

2

) � (x

1

; y

2

) ; et puisque Q est dense dans R , il existerait

un rationnel q

x

1

tel que f(x

1

; x

2

) < q

x

1

< f(x

1

; y

2

). Or, pour tous x

1

; y

1

2 R

tels que x

1

< y

1

, on aurait aussi f(x

1

; x

2

) < f(x

1

; y

2

) < f(y

1

; x

2

) < f(y

1

; y

2

) car

(x

1

; x

2

) � (x

1

; y

2

) � (y

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

), ce qui impliquerait que q

x

1

6= q

y

1

; ainsi,

on aurait trouv�e une injection de R dans Q , ce qui est �evidemment absurde. Par

cons�equent % ne peut être repr�esentable par une fonction d'utilit�e. �
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Jusqu'ici nous n'avons montr�e que des relations de pr�ef�erence ne v�eri�ant pas cette

propri�et�e ; mais il existe aussi un grand nombre de probl�emes entrant dans le cadre de

pr�eordres larges totaux. Dans Wakker (1989, page 28), Peter Wakker cite, entre autres,

les domaines d'application suivants :

{ Dans la th�eorie du consommateur, les X

i

repr�esentent des biens de consommation,

et, pour x; y 2 X, x % y signi�e que le consommateur pense que le panier de biens

x est au moins aussi bon que le panier y.

{ Dans la th�eorie du producteur, x 2 X est un vecteur d'inputs et x % y signi�e que

x fournit au moins autant d'outputs que y. La fonction d'utilit�e est alors appel�ee

\fonction de production".

{ Dans les th�eories sociales, x est une allocation, ou situation sociale, chaque X

i

repr�esente la richesse d'un agent, ou d'un joueur, et x % y signi�e que la richesse

du groupe x est sup�erieure �a celle du groupe y.

2.4 La notion d'utilit�e additive

2.4.1 D�e�nition

On a vu que X, l'ensemble des cons�equences, peut être un ensemble de dimension n.

Par cons�equent, une fonction d'utilit�e est une fonction de n variables : si x = (x

1

; : : : ; x

n

)

est un �el�ement de X, f(x) = f(x

1

; : : : ; x

n

). Comme indiqu�e dans le chapitre d'intro-

duction, la particularit�e d'une fonction d'utilit�e additive est d'être d�ecomposable sous

la forme d'une somme de fonctions ne d�ependant que d'un attribut (ou composant) x

i

chacune. D'o�u la d�e�nition suivante :

D�e�nition 2.3 (Fonction d'utilit�e additive) f est une fonction d'utilit�e additive

lorsque c'est une fonction d'utilit�e et qu'il existe des fonctions f

1

; : : : ; f

n

telles que

f(x

1

; : : : ; x

n

) =

P

n

i=1

f

i

(x

i

). Autrement dit,

(x

1

; : : : ; x

n

) % (y

1

; : : : ; y

n

),

n

X

i=1

f

i

(x

i

) �

n

X

i=1

f

i

(y

i

): (2.1)

2.4.2 Int�erêt

L'int�erêt de ces fonctions se situe �a deux niveaux. Tout d'abord, la construction

même de la fonction se r�ev�ele particuli�erement simple car l'existence de telles fonctions

n'est assur�ee que s'il y a ind�ependance entre les di��erents composants | rappelons

que les composants sont les x

i

. Cette ind�ependance permet de traiter les composants

s�epar�ement les uns des autres (tout du moins dans une certaine limite), ce qui n'est

pas le cas pour des fonctions d'utilit�e non additives. L'exemple suivant devrait clari�er

cette a�rmation :
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Exemple 2.6 Soit % une relation de pr�ef�erence sur un ensemble X = X

1

� X

2

.

Supposons que % soit repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive f

1

+ f

2

,

et que (x

1

; x

2

) % (y

1

; x

2

). D'apr�es la d�e�nition de la fonction d'utilit�e, f

1

(x

1

) +

f

2

(x

2

) � f

1

(y

1

) + f

2

(x

2

), ce qui �equivaut �a f

1

(x

1

) � f

1

(y

1

). Si, pour y

2

6= x

2

,

(x

1

; y

2

) et (y

1

; y

2

) sont aussi des �el�ements de X, leurs images respectives par la

fonction d'utilit�e f

1

+ f

2

sont : f

1

(x

1

) + f

2

(y

2

) et f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) ; et puisque

f

1

(x

1

) � f

1

(y

1

), on obtient forc�ement f

1

(x

1

) + f

2

(y

2

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

), ce qui

implique que (x

1

; y

2

) % (y

1

; y

2

). Autrement dit, l'existence même d'une fonction

d'utilit�e additive nous a permis de montrer que la pr�ef�erence (x

1

; x

2

) % (y

1

; x

2

) ne

d�ependait pas du deuxi�eme composant, c'est-�a-dire de x

2

. Cette remarque permet

de simpli�er consid�erablement l'algorithme de construction des fonctions d'utilit�e

additives.

A l'inverse, comme le montre Fishburn (1970) page 42, si monsieur Nipigue

doit choisir, parmi steak et poulet, ce qu'il va consommer au d̂�ner deux jours de

suite | c'est-�a-dire X = fpoulet ce soir,steak ce soirg � fpoulet demain, steak

demaing | il est probable que l'on obtienne une relation de pr�ef�erence du type :

(poulet ce soir;poulet demain) � (steak ce soir; steak demain) �

(poulet ce soir; steak demain) � (steak ce soir;poulet demain) ;

en e�et, monsieur Nipigue ne voudra certainement pas manger tous les soirs la

même nourriture. Dans ce cas, il n'y a pas ind�ependance entre les composants

(manger ce soir, manger demain), et la construction de la fonction d'utilit�e n�eces-

site la comparaison d'un grand nombre d'�el�ements de X. �

Le deuxi�eme int�erêt des fonctions d'utilit�e additives r�eside dans leur utilisation :

la d�ecomposition en sommes de fonctions ne d�ependant que d'un seul param�etre leur

conf�ere en e�et une grande rapidit�e de calcul (surtout lorsqu'elles sont calcul�ees sur des

machines parall�eles).

2.5 Conditions n�ecessaires d'existence

Jusqu'�a maintenant, aucune hypoth�ese n'a �et�e faite sur l'ensemble X, et pourtant

deux cas peuvent se pr�esenter : les pr�ef�erences peuvent porter soit sur un sous-ensemble

d'un produit cart�esien, c'est-�a-dire lorsque X �

Q

n

i=1

X

i

, soit sur un produit cart�esien,

c'est-�a-dire lorsque X =

Q

n

i=1

X

i

. Dans les conditions que nous mentionnons ici, nous

ne consid�erons que le deuxi�eme cas. En e�et, le premier peut poser des probl�emes au

niveau de l'existence de certains �el�ements. De plus, lorsque X est un sous-ensemble

d'un produit cart�esien, les r�esultats classiques consid�erent que X est constitu�e par une

r�eunion de produits cart�esiens ; on construit alors des fonctions d'utilit�e additives sur

chacun des produits cart�esiens, en essayant de faire en sorte, et surtout en esp�erant, que

la r�eunion de ces repr�esentations locales forme une repr�esentation globale, ce qui n'est

pas toujours le cas (cf. Chateauneuf et Wakker (1993)).

Hypoth�ese sur X : Dans toute la th�ese, sauf mention explicite, X est un produit

cart�esien, c'est-�a-dire X =

Q

n

i=1

X

i

.
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2.5.1 L'ind�ependance

Supposons qu'il existe des fonctions f

1

; : : : ; f

n

telles que l'�equation (2.1) soit v�eri��ee.

Supposons de plus qu'il existe deux n-uplets (x

1

; : : : ; x

n

); (y

1

; : : : ; y

n

) 2 X tels que :

(x

1

; : : : ; x

i�1

; x

i

; x

i+1

; : : : ; x

n

) % (y

1

; : : : ; y

i�1

; x

i

; y

i+1

; : : : ; y

n

):

Traduisons cette relation de pr�ef�erence sous forme fonctionnelle. On a alors :

f

i

(x

i

) +

X

j 6=i

f

j

(x

j

) � f

i

(x

i

) +

X

j 6=i

f

j

(y

j

):

Puisque le terme f

i

(x

i

) se rencontre de part et d'autre de l'in�egalit�e, on peut le remplacer

par f

i

(y

i

). On a alors :

f

i

(y

i

) +

X

j 6=i

f

j

(x

j

) � f

i

(y

i

) +

X

j 6=i

f

j

(y

j

);

ce qui se traduit en termes de pr�ef�erences par :

(x

1

; : : : ; x

i�1

; y

i

; x

i+1

; : : : ; x

n

) % (y

1

; : : : ; y

i�1

; y

i

; y

i+1

; : : : ; y

n

)

Par cons�equent, l'axiome suivant est n�ecessaire �a l'existence de n'importe quelle fonction

d'utilit�e additive.

Axiome 2.1 (ind�ependance par rapport au i

�eme

composant) 8x; y 2 X,

(x

1

; : : : ; x

i�1

; x

i

; x

i+1

; : : : ; x

n

) % (y

1

; : : : ; y

i�1

; x

i

; y

i+1

; : : : ; y

n

)

+

(x

1

; : : : ; x

i�1

; y

i

; x

i+1

; : : : ; x

n

) % (y

1

; : : : ; y

i�1

; y

i

; y

i+1

; : : : ; y

n

):

Cet axiome exprime bien une forme d'ind�ependance entre les di��erents composants

du produit cart�esien X puisque la relation ci-dessus est vraie pour n'importe quel y

i

.

Evidemment, ce qui a �et�e montr�e pour le i

�eme

composant | ou attribut | est vrai pour

n'importe quel composant. D'o�u l'axiome suivant :

Axiome 2.2 (ind�ependance) (X;%) v�eri�e l'axiome d'ind�ependance si et seule-

ment si il v�eri�e l'ind�ependance par rapport �a chacun de ses composants.

L'axiome d'ind�ependance permet de d�e�nir une relation de pr�ef�erence %

i

sur chacun

des composant comme indiqu�e ci-dessous :

D�e�nition 2.4 (relation de pr�ef�erence %

i

) Quel que soit i 2 f1; : : : ; ng, %

i

, la

relation de pr�ef�erence sur X

i

, est la relation binaire induite par % sur X

i

, c'est-�a-dire

x

i

%

i

y

i

, (z

1

; : : : ; z

i�1

; x

i

; z

i+1

; : : : ; z

n

) % (z

1

; : : : ; z

i�1

; y

i

; z

i+1

; : : : ; z

n

)

pour un certain z 2 X.

Grâce �a l'axiome d'ind�ependance, la relation %

i

ne d�epend pas de z. Ceci permet

d'a�rmer que le d�ecideur a des pr�ef�erences sp�eci�ques sur chacun des composants (et
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ce, ind�ependamment des autres composants). De par sa d�e�nition, et puisque % est un

pr�eordre large total, %

i

est bien d�e�nie et est aussi un pr�eordre large total.

En g�en�eralisant, pour tout ensemble I � f1; : : : ; ng, on peut d�e�nir %

I

comme le

pr�eordre large total sur

Q

i2I

X

i

induit par %, c'est-�a-dire

(x

i

; i 2 I) %

I

(y

i

; i 2 I), (x

i

; i 2 I; x

j

; j 62 I) % (y

i

; i 2 I; x

j

; j 62 I):

Un raisonnement semblable au pr�ec�edent montrerait l'existence de %

I

d�es qu'il existe

une fonction d'utilit�e additive.

2.5.2 Condition de Thomsen

La condition de Thomsen n'est utilis�ee que pour des produits cart�esiens �a deux

composants, car, comme nous le verrons par la suite, lorsqu'il y a plus de composants, elle

peut être d�eduite de l'association de l'axiome d'ind�ependance avec certaines propri�et�es

structurelles | solvabilit�e et connexit�e pour ne pas les nommer. Pour se persuader de

sa n�ecessit�e, supposons que X = X

1

� X

2

et que % soit repr�esentable sur X par la

fonction d'utilit�e additive f

1

+ f

2

. Supposons en outre que

(x

1

; z

2

) � (z

1

; y

2

) et (z

1

; x

2

) � (y

1

; z

2

):

En termes de fonctions d'utilit�e, ces relations sont �equivalentes �a :

f

1

(x

1

) + f

2

(z

2

) = f

1

(z

1

) + f

2

(y

2

);

f

1

(z

1

) + f

2

(x

2

) = f

1

(y

1

) + f

2

(z

2

):

En additionnant ces deux �egalit�es, et en soustrayant f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) de part et d'autre

du signe =, nous obtenons

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) = f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

);

ce qui entrâ�ne d'apr�es la d�e�nition de f

(x

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

) ;

c'est la condition de Thomsen.

Axiome 2.3 (condition de Thomsen) Quels que soient x

1

; y

1

; z

1

2 X

1

,

x

2

; y

2

; z

2

2 X

2

, [(x

1

; z

2

) � (z

1

; y

2

) et (z

1

; x

2

) � (y

1

; z

2

)]) (x

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

).

Ainsi que le montre la �gure 2.2, l'interpr�etation g�eom�etrique de cette condition est

assez simple. En e�et, la premi�ere indi��erence est mat�erialis�ee sur le sch�ema par une

courbe d'indi��erence (de %) passant par A et B, la deuxi�eme par la courbe passant

par C et D. La condition de Thomsen nous permet alors de d�eduire qu'une courbe

d'indi��erence passe par E et F . En fait, en changeant l'ordre des variables x

1

, x

2

, y

1

,

y

2

, z

1

et z

2

, les implications suivantes sont aussi vraies : (A � B et E � F ) ) C � D

et (C � D et E � F )) A � B. Quoi qu'il en soit, la condition de Thomsen est tout de

même particuli�erement simple �a m�emoriser puisque (ABCEFD) prend la forme d'un

hexagone dont les points extrêmes sont les sommets de 2 rectangles.
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z

1

y

1

x

1

z

2

X

1

x

2

y

2

X

2

A

B

E

D

F

C

Fig. 2.2: La condition de Thomsen

2.5.3 Les axiomes d'�elimination

Ces axiomes reposent sur un principe similaire �a celui de l'ind�ependance et de la

condition de Thomsen : lorsque l'on compare deux sommes de nombres (r�eels) a�n de

d�eterminer celle qui est la plus grande, les �el�ements communs aux deux sommes n'ont

pas besoin d'être pris en compte, c'est-�a-dire que les �el�ements communs n'ont aucune

inuence sur le fait qu'une des sommes est plus grande que l'autre.

Ainsi, soient m cons�equences (x

i

1

; : : : ; x

i

n

), i = 1; 2; : : : ;m, et m autres cons�equences

(y

i

1

; : : : ; y

i

n

), i = 1; : : : ;m, telles que, pour tout j 2 f1; : : : ; ng, (y

1

j

; : : : ; y

m

j

) soit une

permutation de (x

1

j

; : : : ; x

m

j

). Supposons que

(x

i

1

; : : : ; x

i

n

) % (y

i

1

; : : : ; y

i

n

), 8i 2 f1; : : : ;m� 1g:

En termes de fonctions d'utilit�e, cela revient donc �a :

8i 2 f1; : : : ;m� 1g,

n

X

j=1

f

j

(x

i

j

) �

n

X

j=1

f

j

(y

i

j

):

En sommant toutes ces in�egalit�es, on obtient alors :

m�1

X

i=1

0

@

n

X

j=1

f

j

(x

i

j

)

1

A

�

m�1

X

i=1

0

@

n

X

j=1

f

j

(y

i

j

)

1

A

:

Puisque les (y

1

j

; : : : ; y

m

j

) sont des permutations de (x

1

j

; : : : ; x

m

j

), on doit aussi avoir :

m

X

i=1

0

@

n

X

j=1

f

j

(x

i

j

)

1

A

=

m

X

i=1

0

@

n

X

j=1

f

j

(y

i

j

)

1

A

:

Cela implique que :

n

X

j=1

f

j

(x

m

j

) �

n

X

j=1

f

j

(y

m

j

);
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et, donc, en termes de relations de pr�ef�erence :

(x

m

1

; : : : ; x

m

n

) - (y

m

1

; : : : ; y

m

n

):

Par cons�equent, l'axiome suivant, quel que soit son ordre, c'est-�a-dire quel que soit le

nombre de cons�equences \somm�ees", est n�ecessaire �a l'existence de toute repr�esentation

additivement s�eparable. Quant �a l'ordre proprement dit, il semblerait que deux �ecoles

coexistent. Selon Fishburn (1970) et Ja�ray (1974a), ce qui pr�ec�ede serait d�esign�e sous le

nom d'axiome d'�elimination d'ordre m car le r�esultat est obtenu grâce �a la combinaison

de m cons�equences ; et selon Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1971) et Wakker (1989),

ce serait l'axiome d'�elimination d'ordre m� 1 car ce sont les m� 1 premi�eres in�egalit�es

qui permettent d'en d�eduire la m

�eme

. Nous adoptons ici la num�erotation de Krantz,

Duncan Luce, Suppes et Tversky.

Axiome 2.4 (�elimination d'ordre m : (C

m

)) Soient m + 1 �el�ements de X,

(x

i

1

; : : : ; x

i

n

); (y

i

1

; : : : ; y

i

n

), i = 1; : : : ;m + 1, tels que, quel que soit j 2 f1; : : : ; ng,

(y

1

j

; : : : ; y

m+1

j

) soit une permutation de (x

1

j

; : : : ; x

m+1

j

). Alors

(x

i

1

; : : : ; x

i

n

) % (y

i

1

; : : : ; y

i

n

), pour tout i = 1; : : : ;m

| {z }

+

(x

m+1

1

; : : : ; x

m+1

n

) - (y

m+1

1

; : : : ; y

m+1

n

):

L'axiome d'ind�ependance est un cas particulier d'axiome d'�elimination puisqu'il cor-

respond, dans notre notation, �a l'ordre 1. De même, la condition de Thomsen est un

cas particulier de l'axiome d'�elimination d'ordre 2. Notons que (C

m+1

) implique (C

m

) ;

en e�et, si (C

m+1

) est v�eri��ee, alors, en particulier, c'est vrai lorsque x

1

i

= y

1

i

, quel que

soit i. Mais, dans ce cas, la premi�ere relation de pr�ef�erence de la liste est trivialement

v�eri��ee, et, en l'�eliminant, on retrouve (C

m

).

Puisque, quel que soit l'entier m, (C

m

) est une condition n�ecessaire pour l'existence

d'utilit�es additives, la condition suivante l'est aussi :

Axiome 2.5 (�elimination globale : (C)) (X;%) v�eri�e (C) si et seulement si il

v�eri�e les conditions (C

m

), pour tout m > 0.

Nous avons vu que 8m (C

m+1

) implique (C

m

). Autrement dit,

(C)) : : :) (C

m+1

)) (C

m

) : : :) (C

2

)) (C

1

):

Par abus de notation, (C) devrait donc correspondre �a (C

1

) , c'est-�a-dire �a une condi-

tion d'�elimination impliquant des s�equences in�nies d'�el�ements de X.

Malheureusement, on voit bien qu'en pratique la condition (C) ne peut être test�ee

puisque, pour ce faire, il faudrait constituer des listes in�nies d'�el�ements (x

i

et y

i

).

Aussi, tout au long de cette th�ese, nous verrons comment remplacer la condition (C)

par l'association de sous-parties de (C

2

) avec des conditions structurelles tr�es simples.
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2.6 R�esum�e

Une relation de pr�ef�erence % sur un ensemble X est une relation binaire sur X. Elle

est repr�esentable par une fonction d'utilit�e f si x % y , f(x) � f(y), c'est-�a-dire que f

pr�eserve l'ordre de %. Dans ce cas, % est une relation compl�ete | c'est-�a-dire que deux

�el�ements quelconques de X sont toujours comparables entre eux | et transitive | si

x % y et y % z, alors x % z. On dit alors que la relation de pr�ef�erence est un pr�eordre

large total.

Lorsque X �

Q

n

i=1

X

i

, la fonction f est dite additive si elle se d�ecompose en une

somme de fonctions ne d�ependant que d'un composant X

i

. Lorsqu'une telle fonction

existe, les composants sont ind�ependants entre eux, c'est-�a-dire que si x = (x

1

; : : : ; x

n

)

est pr�ef�er�e ou indi��erent �a y, et si, pour un indice i, x

i

= y

i

, alors on peut substituer x

i

et y

i

par n'importe quel �el�ement z

i

sans modi�er le sens de la pr�ef�erence (c'est l'axiome

d'ind�ependance).

Dans tout ce qui suit, et sauf mention explicite, X est un produit cart�esien. Lorsque

X est un produit cart�esien �a 2 dimensions, le fait que la relation de pr�ef�erence % soit

repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive implique que si (x

1

; z

2

) � (z

1

; y

2

) et

si (z

1

; x

2

) � (y

1

; z

2

) alors (x

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

). Cette propri�et�e s'appelle la condition de

Thomsen. Elle correspond �a la �gure 2.2, dans laquelle on montre que, sur l'hexagone

(ABDFEC), si A est indi��erent �a B, et si C est indi��erent �a D, alors E est indi��erent

�a F .

Lorsque X est un ensemble de dimension quelconque, si l'on a une liste de m + 1

�el�ements x

i

de X, et m + 1 autres �el�ements y

i

de X tels que, pour chaque composant

X

j

du produit cart�esien X, (x

1

j

; : : : ; x

m+1

j

) est une permutation de (y

1

j

; : : : ; y

m+1

j

), alors,

si chaque x

i

est pr�ef�er�e ou indi��erent �a y

i

lorsque i est inf�erieur ou �egal �a m, n�ecessai-

rement, y

m+1

est pr�ef�er�e ou indi��erent �a x

m+1

. Cette condition, not�ee (C

m

), s'appelle

l'axiome d'�elimination d'ordre m. Elle est n�ecessaire �a l'existence de n'importe quelle

fonction d'utilit�e additive.

La condition d'�elimination (globale), not�ee (C), correspond �a (C

1

), c'est-�a-dire �a

(C

m

) lorsque m = +1. C'est aussi une condition n�ecessaire pour l'existence d'utilit�es

additives (on dit aussi additivement s�eparables). L'ind�ependance correspond �a l'axiome

(C

1

) et la condition de Thomsen �a une sous-partie de (C

2

).
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Chapitre 3

L'approche alg�ebrique

Puisque la propri�et�e n'est fond�ee que sur l'utilit�e, o�u

il n'y a point d'utilit�e possible, il ne peut y avoir de

propri�et�e.

Jean-Jacques Rousseau

D

ans le chapitre pr�ec�edent, seules des conditions n�ecessaires pour l'existence

de fonctions d'utilit�e additives ont �et�e �evoqu�ees ; mais cela ne su�t pas pour

�etablir qu'une fonction d'utilit�e additive existe : il conviendrait d'avoir des

conditions su�santes. L'obtention de telles conditions fait l'objet de ce cha-

pitre ainsi que du suivant.

Le cas o�u l'ensemble des cons�equences possibles, X, est �ni a re�cu de nombreuses

contributions dans ce sens, et il semble peu probable de pouvoir g�en�eraliser les r�esul-

tats actuels. Ceux-ci montrent | cf. Scott (1964) et Adams (1965) | que la condition

d'�elimination globale, (C), d�ej�a n�ecessaire, est aussi su�sante lorsqu'elle est associ�ee au

fait que % est un pr�eordre large total. Puisque (C) = (C

1

), cela revient �a tester une

in�nit�e de conditions, ce qui se r�ev�ele peu applicable en pratique. Malheureusement, il

a aussi �et�e montr�e | cf. Scott et Suppes (1958) et un exemple dans Fishburn (1970) |

qu'il n'existe pas d'entier m tel que, quel que soit l'ensemble X, (C

1

) soit �equivalent �a

(C

m

) ; on en est donc r�eduit �a v�eri�er une in�nit�e de conditions. Heureusement, l'exis-

tence d'une fonction d'utilit�e additive peut aussi se ramener �a l'existence de solutions

d'un certain syst�eme lin�eaire. En e�et, si % est un pr�eordre large total, toute fonction

f v�eri�ant 8(x

1

; : : : ; x

n

); (y

1

; : : : ; y

n

) 2 X,

n

X

i=1

f

i

(x

i

) �

n

X

i=1

f

i

(y

i

) lorsque (x

1

; : : : ; x

n

) % (y

1

; : : : ; y

n

) (3.1)

n

X

i=1

f

i

(x

i

) >

n

X

i=1

f

i

(y

i

) lorsque (x

1

; : : : ; x

n

) � (y

1

; : : : ; y

n

) (3.2)

est additive et repr�esente %. Lorsque X est de cardinal �ni m, il existe m

2

couples

((x

1

; : : : ; x

n

); (y

1

; : : : ; y

n

)) possibles. L'ensemble des contraintes (3.1) et (3.2), sur ces

m

2

couples possibles forme donc un syst�eme lin�eaire �ni d'inconnues f

i

(x

i

), f

i

(y

i

) ;

29
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celui-ci poss�ede une solution r�ealisable si et seulement s'il existe une fonction additive f

repr�esentant %. Remarquons que l'on a r�eellement a�aire �a un simplexe car les in�egalit�es

strictes dues �a (3.2) peuvent se ramener �a des in�egalit�es larges ; en e�et puisque l'on a au

plusm

2

in�egalit�es strictes, la di��erence

P

n

i=1

f

i

(x

i

)�

P

n

i=1

f

i

(y

i

) des �equations (3.2) ad-

met une borne inf�erieure strictement positive �. En rajoutant cet � au second membre de

(3.2), on peut donc remplacer les in�egalit�es strictes en in�egalit�es larges. En remarquant

en outre que toute transform�ee lin�eaire strictement positive d'une fonction d'utilit�e est

encore une fonction d'utilit�e, on constate que l'on peut en fait remplacer � par n'importe

quel r�eel strictement positif.

Par cons�equent, puisque le cas o�u X est �ni est d�ej�a soluble \pratiquement", nous

nous consacrerons dans le reste de ce m�emoire au cas o�u X est de cardinal in�ni.

Le probl�eme dans ce cas provient l�a encore des axiomes d'�elimination. Si l'on veut

obtenir une th�eorie de la mesure additive r�ealiste, c'est-�a-dire applicable, il convient

de trouver un moyen permettant d'a�rmer que tous les axiomes d'�elimination sont

v�eri��es, sans toutefois devoir les tester. A ma connaissance, il n'existe pas �a ce jour

de conditions, �a la fois n�ecessaires et su�santes, d'existence d'utilit�es additives, qui

soient su�samment faciles �a tester pour être mises en �uvre sur ordinateur. Parmi les

conditions �a la fois n�ecessaires et su�santes, citons Ja�ray (1974a) et Ja�ray (1974b),

qui allient implicitement la condition (C) �a une propri�et�e archim�edienne sous les traits

d'une condition d�enot�ee (H), Tversky (1967) pour une condition assez abstraite mais

couvrant un probl�eme plus g�en�eral, et Narens (1974) pour des d�emonstrations utilisant

la logique math�ematique. Toutefois, le manque d'applicabilit�e de ces conditions a orient�e

la recherche dans le domaine vers l'obtention de conditions uniquement su�santes mais

relativement facilement testables.

Ces conditions ont emprunt�e principalement deux chemins math�ematiques : l'alg�ebre

et la topologie. Le premier fait l'objet du pr�esent chapitre et le second sera d�evelopp�e

dans le chapitre suivant. L'id�ee consiste �a n'employer parmi les conditions d'�elimination

que l'axiome d'ind�ependance et, �a la rigueur, la condition de Thomsen, et �a compenser

la perte des autres axiomes d'�elimination par l'ajout de conditions structurelles | la

solvabilit�e restreinte ou non restreinte dans l'approche alg�ebrique, et la connexit�e dans

l'approche topologique.

Ce chapitre est scind�e en 7 sections. La premi�ere est consacr�ee �a quelques rappels

d'alg�ebre. Dans la seconde, nous d�ecouvrirons le th�eor�eme de H�older, le coeur de l'ap-

proche alg�ebrique. Apr�es l'avoir formul�e, nous verrons bri�evement les intuitions qui se

cachent derri�ere ce th�eor�eme. Dans les troisi�eme et quatri�eme sections, nous d�ecouvri-

rons les r�esultats utilisant respectivement la solvabilit�e non restreinte et la solvabilit�e

restreinte : nous distinguerons alors le cas o�u X est un ensemble bidimensionnel du

cas o�u il est de dimension sup�erieure ou �egale �a 3, la di��erence se situant dans l'uti-

lisation ou non de la condition de Thomsen. La section suivante regroupera toutes les

d�emonstrations des th�eor�emes et autres lemmes. En�n un r�esum�e et une bibliographie

clôtureront le pr�esent chapitre.
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3.1 Quelques notions d'alg�ebre

L'approche alg�ebrique, que ce soit dans le cadre de la solvabilit�e restreinte ou de

la solvabilit�e non restreinte, repose sur les propri�et�es des groupes archim�ediens. Avant

d'aller plus loin, il convient de rappeler quelques notions d'alg�ebre �el�ementaire, en par-

ticulier la d�e�nition d'un groupe.

D�e�nition 3.1 (Groupe) On appelle groupe tout couple (G;�) compos�e d'un en-

semble G et d'une loi de composition interne � sur cet ensemble satisfaisant aux

axiomes suivants :

(G

1

) la loi � est associative

(G

2

) la loi � poss�ede un �el�ement neutre e

(G

3

) tout �el�ement de G admet un sym�etrique pour la loi �.

Un groupe (G;�) est dit commutatif si

pour tous les �el�ements x; y 2 G, x� y = y � x:

Si m est un entier strictement positif, mx = x�x� � � � � x (m fois). Notons 	 la loi de

composition sym�etrique de �, c'est-�a-dire

x� y = z , z 	 y = x:

L'�el�ement 	x repr�esente le sym�etrique de x ; c'est un abus de notation pour repr�esenter

e	 x. Lorsque m est n�egatif, mx = 	x	 x	 � � � 	 x (�m fois). 0x = e.

L'int�erêt de la structure de groupe r�eside bien entendu dans sa loi de composition

interne. � est une application de G�G dans G ; elle permet donc de cr�eer des relations

entre les �el�ements deG. Mais, de par sa d�e�nition (� est �a valeurs dansG et non dans R),

et sa propri�et�e de commutativit�e, � ne peut repr�esenter un pr�eordre large total (�a moins,

bien entendu, que G � R et que le pr�eordre n'ait qu'une seule classe d'�equivalence).

Donc, si l'on veut employer la notion de groupe pour prouver la repr�esentabilit�e d'une

relation de pr�ef�erence par une fonction d'utilit�e additive, il convient de munir le groupe

d'une relation d'ordre.

D�e�nition 3.2 (Groupe strictement ordonn�e) Un groupe strictement ordonn�e

(G;�;�) est un groupe (G;�) muni d'un ordre strict � sur G tel que, 8x; y; z 2 G,

x � y ) [x� z � y � z et z � x � z � y]: (3.3)

Nous avons maintenant un groupe bien structur�e. Cependant, il reste encore un

probl�eme �a r�egler. En e�et, grâce �a la loi de composition �, deux �el�ements x et y de G

en d�e�nissent un troisi�eme, x � y, et, grâce �a �, on peut ordonner ces �el�ements. Mais

rien n'indique qu'une utilit�e | fusse-t-elle même non additive | puisse repr�esenter �.

Par exemple, si � est n�egativement transitive, il se pourrait que le nombre de classes

d'�equivalence de � dans G soit in�niment sup�erieur au cardinal de R , empêchant ainsi

l'existence d'utilit�es. L'exemple suivant le montre bien :
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Exemple 3.1 Soit G = f(j; k) : j; k 2 Rg. Soit � une loi de composition quel-

conque et � l'ordre lexicographique d�ecrit dans l'exemple 2.5 (page 20). Alors

(G;�;�) est un groupe strictement ordonn�e. Cependant, comme il a �et�e montr�e

dans l'exemple 2.5, on ne peut repr�esenter % par une fonction d'utilit�e. �

Pour �eviter de rencontrer ce genre d'exemple particuli�erement d�eplaisant, nous in-

troduisons la structure de groupe archim�edien.

D�e�nition 3.3 (Groupe archim�edien) Un groupe strictement ordonn�e est archi-

m�edien si et seulement si, pour tous x; y 2 G, (e � x; e � y) ) y � mx pour un

certain entier positif m.

Notons que pour être repr�esentable par une fonction d'utilit�e, un groupe stricte-

ment ordonn�e n'a pas besoin d'être archim�edien (comme le montre l'exemple suivant) ;

n�eanmoins le fait que le groupe soit archim�edien est une garantie de repr�esentabilit�e.

Exemple 3.2 Soit G = f(j; k) : j; k 2 Ng. Soit � l'addition sur les nombres entiers

| c'est-�a-dire (x; y)� (z; t) = (x+ z; y+ t) | et � l'ordre lexicographique. Alors

(G;�;�) est un groupe strictement ordonn�e. Cependant, il n'est pas archim�edien

car (0; 0) � (1; 0), (0; 0) � (0; 1) et, pour tout m 2 N , m(0; 1) = (0;m) � (1; 0).

Ici, il existe tout de même des fonctions repr�esentant � car N n'est pas dense

dans R , et, donc, R contient \plus" d'�el�ements que N �N ; par exemple, on montre

facilement que f(x; y) = x +

1

2�

arctg y est une fonction d'utilit�e, additive de

surcrô�t, repr�esentant �. �

3.2 Le th�eor�eme de H�older

L'approche alg�ebrique se ram�ene �a concevoir des groupes archim�ediens de mani�ere

�a utiliser le th�eor�eme suivant, dû �a H�older (1901), ou tout du moins une variante de

ce th�eor�eme. L'�enonc�e de cette variante �etant beaucoup plus complexe que celui du

th�eor�eme de base, et moins intuitif, j'ai pr�ef�er�e l'exposer dans la section relative aux

d�emonstrations des th�eor�emes. Ici, je montrerai donc la version \simple" du th�eor�eme

de H�older, et tenterai d'en extraire les id�ees intuitives.
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3.2.1 D�e�nition

Th�eor�eme 3.1 (H�older (1901)) Supposons que (G;�;�) soit un groupe stricte-

ment ordonn�e. Alors, (G;�;�) est archim�edien si et seulement s'il existe une fonction

sur G et �a valeurs dans R telle que, pour tous x; y 2 G,

x � y , f(x) < f(y) (3.4)

f(x� y) = f(x) + f(y): (3.5)

De plus, si (3.4) et (3.5) sont v�eri��ees, et si une fonction g sur G �a valeurs dans

R pr�eserve aussi l'ordre � (comme dans (3.4)) et est additive (comme dans (3.5)),

alors il existe un nombre r�eel c > 0 tel que

g(x) = c � f(x) pour tout x 2 G, (3.6)

et c est unique si e � x pour un x appartenant �a G.

Avant d'aller plus loin, et de montrer pourquoi ce th�eor�eme est vrai, quelques re-

marques s'imposent.

A premi�ere vue, le th�eor�eme peut parâ�tre en contradiction avec l'exemple pr�ec�edem-

ment cit�e puisque, dans ce dernier, on consid�ere un groupe non archim�edien dont le

pr�eordre est repr�esentable par la fonction d'utilit�e additive f(x; y) = x +

1

2�

arctg y.

En fait, il n'en est rien. En e�et, dans cet exemple, le groupe est bien strictement

ordonn�e, et � est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additivement s�eparable. Mais,

la s�eparabilit�e additive ne correspond pas �a la condition (3.5) ; en e�et, cette derni�ere

ne peut être v�eri��ee. Dans le cas contraire, nous aurions f(m(0; 1)) = m � f(0; 1), qui

divergerait vers +1 lorsque m tendrait vers +1, ce qui entrâ�nerait que f(1; 0) = +1,

et ne serait donc pas d�e�ni.

On voit tout de suite l'int�erêt du th�eor�eme, puisqu'il permet �a la fois de repr�esenter

l'ordre � par une fonction d'utilit�e (3.4), et de s�eparer celle-ci de mani�ere additive (3.5),

s�eparation relative �a l'op�erateur �, comme justi��e dans le paragraphe pr�ec�edent.

L'inconv�enient de ce th�eor�eme provient de l'unicit�e de la fonction d'utilit�e ainsi cr�e�ee

(3.6). En e�et, le principe de l'approche alg�ebrique consiste �a munir X/�, l'ensemble

quotient de X par rapport �a % (l'ensemble des classes d'�equivalence), d'un op�erateur �,

de mani�ere �a le transformer en groupe archim�edien. On peut alors utiliser le th�eor�eme

cit�e ci-dessus. Mais dans ce cas, les fonctions d'utilit�e additives repr�esentant % sont

uniques �a une transformation a�ne pr�es | la transformation est a�ne et non lin�eaire car

le choix de l'�el�ement neutre est souvent arbitraire. Cette propri�et�e est particuli�erement

restrictive, comme le montre l'exemple suivant.

Exemple 3.3 Soit X = X

1

� X

2

, o�u X

1

= [0; 1] [ [3; 4] et X

2

= [0; 1]. X est muni

d'une relation de pr�ef�erence % repr�esent�ee par f(x; y) = x+ y. Mais la fonction

g(x; y) =

(

x+ y si x 2 [0; 1]

2(x+ y) + 10 autrement
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repr�esente aussi %, et, pourtant, g ne peut se d�eduire de f par une transformation

a�ne (ici seule une transformation a�ne par morceaux serait possible). �

3.2.2 Interpr�etation

Il est clair que (3.4) et (3.5) impliquent la propri�et�e archim�edienne du groupe. Nous

n'insisterons donc pas sur cet aspect. Par contre, la r�eciproque est loin d'être �evidente.

Le principe de d�emonstration est d'utiliser le fait que si f existe, elle est �a valeurs

dans R , et que l'ensemble des nombres rationnels est dense dans R . On s�electionne un

�el�ement x � e comme r�ef�erence, et on lui a�ecte une valeur arbitraire, f(x) = 1 par

exemple. La propri�et�e archim�edienne nous indique que

pour tout �el�ement y, il existe un nombre entier m tel que mx � y � (m+ 1)x:

On va alors essayer d'a�ecter une valeur comprise entrem etm+1 �a f(y). Mais laquelle ?

Toute valeur entre ces deux bornes parâ�t aussi l�egitime que les autres. On utilise alors

le fait que X est un groupe, ce qui signi�e que 2y = y�y appartient aussi �a X. Toujours

d'apr�es l'hypoth�ese archim�edienne,

il existe m

0

tel que m

0

x � 2y � (m

0

+ 1)x:

Or on a aussi 2mx � 2y � (2m+2)x. On voit donc qu'on a r�eduit de moiti�e la largeur de

l'intervalle des valeurs admissibles pour f(y). On continue ainsi avec 3y; 4y; : : : ; py. On

restreint alors les valeurs a�ectables �a f(y) �a un intervalle du type [m

00

=p; (m

00

+ 1)=p].

Lorsque p tend vers +1, on se rapproche donc d'une seule et unique valeur : f(y). On

obtient ainsi une fonction repr�esentant �, comme dans (3.4).

Cette fonction v�eri�e en outre (3.5) ; en e�et, de par la construction adopt�ee, f(py) =

p � f(y). Ainsi f(p(y� z)) = p � f(y� z). Or d'apr�es la propri�et�e archim�edienne, il existe

deux entiers m;m

0

tels que

mx � py � (m+ 1)x et m

0

x � pz � (m

0

+ 1)x ;

par cons�equent,

(m+m

0

)x � p(y � z) � (m+m

0

+ 2)x:

On peut donc encadrer p �f(y� z) par (m+m

0

) �f(x) et (m+m

0

+2) �f(x). Or, lorsque

p tend vers +1, les ratios (m+m

0

)=p et (m+m

0

+ 2)=p tendent vers la même limite ;

et comme f(x) = 1, cette limite correspond bien �a p � f(y) + p � f(z).

3.3 L'approche avec solvabilit�e non restreinte

3.3.1 La notion de solvabilit�e non restreinte

La repr�esentabilit�e additive requiert une structure des pr�ef�erences assez forte ; par

exemple, tous les axiomes d'�elimination doivent être v�eri��es. Si l'on veut une th�eorie

ne faisant appel qu'�a l'ind�ependance (cf. page 23) et, �a la rigueur, �a la condition de
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Thomsen (cf. page 24), il va donc falloir compenser la perte des axiomes d'�elimination

d'ordre sup�erieur �a 2 par l'ajout d'une (ou plusieurs) autre(s) hypoth�ese(s).

Dans cette section, l'hypoth�ese en question s'appelle solvabilit�e non restreinte. Son

introduction dans l'�etude des mesures additives a �et�e d�evelopp�ee par Luce et Tukey

(1964) et Luce (1966). Le principe de solvabilit�e non restreinte repose sur l'id�ee que

si l'on modi�e la valeur de certains attributs (certains composants de X), alors, on

peut toujours trouver une compensation en modi�ant la valeur de n'importe quel autre

attribut. En termes math�ematiques, cela revient �a l'axiome suivant.

Axiome 3.1 (Solvabilit�e non restreinte par rapport au i

�eme

composant)

Quels que soient x 2 X et y

j

2 X

j

, pour tout j 6= i, il existe z

i

2 X

i

tel que

x � (y

1

; : : : ; y

i�1

; z

i

; y

i+1

; : : : ; y

n

).

L'interpr�etation g�eom�etrique nous est donn�ee, en dimension 2, par la �gure 3.1.

Connaissant (x

1

; x

2

) et la courbe d'indi��erence passant par ce point (c'est-�a-dire la

x

0

1

x

1

x

0

2

x

2

X

2

X

1

Fig. 3.1: La solvabilit�e non restreinte

classe d'�equivalence de % contenant ce point), quel que soit x

0

2

, on peut trouver un x

0

1

tel que (x

0

1

; x

0

2

) appartienne �a cette courbe. x

0

1

est donc d�etermin�e par l'intersection de

la courbe d'indi��erence et de la droite horizontale d'ordonn�ee x

0

2

. On a donc compens�e

la di��erence de pr�ef�erence entre x

2

et x

0

2

par une di��erence de pr�ef�erence entre x

1

et x

0

1

.

Le terme \solvabilit�e" est particuli�erement ad�equat puisque x

0

1

est bien la solution de

l'�equation, en y

1

, (y

1

; x

0

2

) � (x

1

; x

2

). Evidemment, tout pr�eordre large total ne v�eri�e

pas forc�ement la solvabilit�e restreinte | c'est d'ailleurs ce qui en fait une condition

su�sante, mais pas n�ecessaire | comme le montre l'exemple suivant :

Exemple 3.4 Soient X = R � N , et % la relation de pr�ef�erence repr�esentable par

f(x; y) = x + y. Même si % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive,

elle ne v�eri�e pas la solvabilit�e non restreinte par rapport au deuxi�eme composant ;

en e�et, si tel n'�etait pas le cas, N serait dense dans R . �

Notons que la solvabilit�e non restreinte ne correspond pas �a une notion de continuum

comme pourraient le faire penser la �gure 3.1 et l'exemple pr�ec�edent :
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Exemple 3.5 Soit % une relation de pr�ef�erence sur X = N � N repr�esentable par la

fonction d'utilit�e additive f : X ! N telle que f(x; y) = x+ y pour tous x; y 2 N .

La solvabilit�e non restreinte est bien entendue v�eri��ee ; pourtant, X n'est pas un

continuum. �

3.3.2 La condition archim�edienne

J'ai �evoqu�e, dans la section 3.2, le fait que le principe de l'approche alg�ebrique

consiste �a transformer l'ensemble des classes d'�equivalence de X en un groupe archim�e-

dien. Encore faut-il que la relation %, d�e�nie sur X, le permette. Nous allons d�ecouvrir

dans cette sous-section une condition archim�edienne fond�ee sur le principe de la repr�e-

sentabilit�e de % par des fonctions d'utilit�e additives.

Supposons donc que % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive f , et que,

de surcrô�t, tous les attributs v�eri�ent la solvabilit�e non restreinte. De plus, soient deux

�el�ements de X, (x

0

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) et (x

0

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

), tels que

(x

0

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) � (x

0

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

):

Par solvabilit�e non restreinte, il existe donc x

1

1

2 X

1

tel que

(x

1

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) � (x

0

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

):

En termes de fonctions d'utilit�e, cette pr�ef�erence est �equivalente �a

f

1

(x

1

1

) = f

1

(x

0

1

) +

n

X

i=2

(f

i

(x

1

i

)� f

i

(x

0

i

)):

Posons � =

P

n

i=2

(f

i

(x

1

i

) � f

i

(x

0

i

)). Puisque f repr�esente %, � > 0. De plus, l'exis-

tence même d'une fonction d'utilit�e additive garantit que l'axiome d'ind�ependance (voir

page 23) est v�eri��e. Donc

(x

1

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) � (x

1

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

):

De même, par solvabilit�e non restreinte par rapport au premier composant, il existe

x

2

1

2 X

1

tel que

(x

2

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) � (x

1

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

);

et, bien entendu,

f

1

(x

2

1

) = f

1

(x

1

1

) + � = f

1

(x

0

1

) + 2�:

En it�erant le proc�ed�e, on cr�ee une s�equence, dite standard, fx

0

1

; x

1

1

; : : : ; x

k

1

g, telle que

f

1

(x

k

1

) = f

1

(x

0

1

)+k�. Par cons�equent, lorsque k tend vers +1, f

1

(x

k

1

) doit tendre aussi

vers +1 puisque � est strictement sup�erieur �a 0.

La �gure 3.2 montre l'interpr�etation g�eom�etrique de cette propri�et�e. On part de deux

points (x

0

1

; x

0

2

), (x

0

1

; x

1

2

) quelconques. Pour trouver x

1

1

, on suit la courbe d'indi��erence

passant par (x

0

1

; x

1

2

) jusqu'�a l'intersection avec l'axe fx

2

= x

0

2

g. On a donc compens�e un

d�eplacement vertical de x

1

2

jusqu'�a x

0

2

par un d�eplacement horizontalement de x

0

1

vers
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......

x

0

2

x

1

1

x

2

1

x

3

1

x

n+1

1

X

1

x

1

2

X

2

x

n

1

y

x

0

1

Fig. 3.2: La condition archim�edienne

x

1

1

. On recommence alors le processus : chaque d�eplacement vertical de x

1

2

vers x

0

2

est

compens�e par un d�eplacement horizontal de x

i

1

vers x

i+1

1

.

Mais cette propri�et�e n'est-elle pas, tout simplement, une propri�et�e archim�edienne ?

En e�et, elle signi�e que, pour un niveau de pr�ef�erence donn�e, y, on peut toujours trouver

un �el�ement de la suite strictement pr�ef�erable �a y. Ceci nous am�ene donc �a formuler un

axiome archim�edien, que nous utiliserons dans cette section ainsi que la suivante.

D�e�nition 3.4 (s�equence standard par rapport au 1

er

composant) Pour

tout ensemble d'entiers cons�ecutifs (positifs ou n�egatif, �ni ou in�ni), N , un ensemble

fx

k

1

: x

k

1

2 X

1

; k 2 Ng est une s�equence standard par rapport au premier composant

ssi Non((x

0

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) � (x

0

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

)) et (x

k

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) � (x

k+1

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

)

8k; k + 1 2 N . On dit que la s�equence admet pour base (ou encore, est relative �a)

f(x

0

2

; : : : ; x

0

n

); (x

1

2

; : : : ; x

1

n

)g.

Evidemment, des d�e�nitions similaires existent pour les s�equences standards par

rapport aux autres composants de X. Suivant les �ecoles, l'axiome archim�edien peut se

pr�esenter sous deux formes di��erentes. Dans Fishburn (1970), Peter Fishburn exprime

le fait que, grâce �a la solvabilit�e non restreinte, toute s�equence standard diverge vers

l'in�ni, c'est-�a-dire que tout niveau de pr�ef�erence peut être d�epass�e par un �el�ement

de la suite, pour peu que la suite soit in�nie. Dans Krantz, Luce, Suppes, et Tversky

(1971), la formulation s'inspire plutôt de la contrapos�ee, c'est-�a-dire que si un niveau

de pr�ef�erence ne peut être atteint par aucun �el�ement d'une s�equence standard, alors

celle-ci n'a qu'un nombre �ni d'�el�ements.

Nous adoptons, dans la suite de ce document, la deuxi�eme formulation. En e�et,

la premi�ere pr�esente l'inconv�enient de n�ecessiter l'emploi de s�equences standards (po-

tentiellement) in�nies. Dans le cadre de la solvabilit�e non restreinte, cela ne pose pas

de probl�eme ; en revanche, nous verrons dans la prochaine section, qu'en solvabilit�e

restreinte, les fonctions d'utilit�e peuvent être born�ees, empêchant ainsi l'existence de

s�equences standards in�nies.
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Axiome 3.2 (axiome archim�edien) (selon Fishburn) Soit une s�equence standard

de base f(x

1

1

; : : : ; x

1

i�1

; x

1

i+1

; : : : ; x

1

n

); (x

0

1

; : : : ; x

0

i�1

; x

0

i+1

; : : : ; x

0

n

)g. Alors,

{ 8y 2 X tel que y � (x

0

1

; : : : ; x

0

i

; : : : ; x

0

n

),

9 n 2 Z tel que y � (x

1

1

; : : : ; x

1

i�1

; x

n

i

; x

1

i+1

; : : : ; x

1

n

) ;

{ 8y 2 X tel que y � (x

0

1

; : : : ; x

0

i

; : : : ; x

0

n

),

9 n 2 Z tel que y � (x

1

1

; : : : ; x

1

i�1

; x

n

i

; x

1

i+1

; : : : ; x

1

n

).

Axiome 3.3 (axiome archim�edien) (selon Krantz, Suppes, Luce et Tversky)

Toute s�equence standard born�ee est �nie, c'est-�a-dire que si (x

k

i

) est une s�equence

standard de base f(x

1

1

; : : : ; x

1

i�1

; x

1

i+1

; : : : ; x

1

n

); (x

0

1

; : : : ; x

0

i�1

; x

0

i+1

; : : : ; x

0

n

)g telle qu'il

existe y; z 2 X tels que y - (x

1

1

; : : : ; x

1

i�1

; x

k

i

; x

1

i+1

; : : : ; x

1

n

) - z 8k 2 Z, alors la

s�equence (x

k

i

) est de cardinal �ni.

Ces axiomes archim�ediens sont n�ecessaires �a l'existence de fonctions d'utilit�e addi-

tives. Ils sont en principe di�cilement testables : pour les tester, on peut potentiellement

être amen�e �a constituer des s�equences standards in�nies | comme le montre l'exemple

ci-dessous | ce qui parâ�t être un obstacle �a une utilisation pratique ; cependant, dans

la plupart des probl�emes concrets, une analyse \logique" du probl�eme permet de d�e-

terminer avant même d'essayer de construire une fonction d'utilit�e si ces axiomes sont

v�eri��es ou non.

Exemple 3.6 Soit X = N �f0; 1g. Supposons que la relation de pr�ef�erence % sur X

soit telle que :

� pour tout p 2 N , (p; 0) � (p; 1);

� pour tout p 2 N

�

, (p; 1) � (p+ 1; 0);

� pour tout p 2 N

�

, (p; 0) � (0; 0):

Les s�equences standards par rapport au deuxi�eme composant, c'est-�a-dire de base

fx

1

; y

1

g 2 N , sont �evidemment �nies puisqu'elles ont au plus deux �el�ements : 0 et

1. Elles ne poseront donc aucun probl�eme lorsque l'on tentera de construire une

fonction d'utilit�e additive f

1

+ f

2

repr�esentant %. Quant au premier composant,

ses seules s�equences standards sont celles de base f0; 1g. Construisons f : posons

f

1

(1) = 0, f

2

(0) = 0 et f

2

(1) = 1. La relation (p; 1) � (p + 1; 0) impose, par

r�ecurrence, f

1

(p) = p. Or la s�equence (p)

p2N

�

est une s�equence standard ; nous

voyons donc que, tout en construisant f

1

+ f

2

, nous pouvons v�eri�er les axiomes

archim�ediens. Lors de la construction, les s�equences born�ees par des �el�ements de

N

�

� f0; 1g vont être �nies : l�a, les axiomes archim�ediens vont être v�eri��es. Par

contre, lorsque l'on va vouloir trouver une valeur r�eelle pour f

1

(0), un probl�eme

va se poser car la s�equence (p)

p2N

�

est in�nie mais born�ee par (1; 0) et (0; 0) ; les

axiomes archim�ediens ne sont donc pas v�eri��es. Le probl�eme est que l'on ne peut

s'apercevoir de ce fait qu'en construisant une s�equence standard in�nie, c'est-�a-

dire apr�es un temps de construction in�ni. �
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3.3.3 Th�eorie pour deux variables

Nous avons maintenant �a notre disposition tout le mat�eriel math�ematique n�ecessaire

�a l'�elaboration de th�eor�emes d'existence de fonctions d'utilit�e additives. Bien entendu,

comme nous faisons appel �a la propri�et�e de solvabilit�e non restreinte, nous ne pouvons

obtenir que des conditions su�santes d'existence. Mais celles-ci sont tr�es facilement

testables car nous n'utilisons pas d'autres axiomes d'�elimination que l'ind�ependance et

la condition de Thomsen.

Th�eor�eme d'existence

Le th�eor�eme ci-dessous provient de Fishburn (1970), bien qu'on le retrouve sous des

formulations di��erentes dans Luce (1966) et Krantz (1964).

Th�eor�eme 3.2 Soient X = X

1

� X

2

et % un pr�eordre large total sur X. Suppo-

sons que (X;%) v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (axiome 2.2), la condition de Thom-

sen (axiome 2.3), l'axiome archim�edien (axiome 3.3), ainsi que la solvabilit�e non

restreinte par rapport aux deux composants (axiome 3.1). Alors, il existe des fonc-

tions �a valeurs dans R , f

1

sur X

1

et f

2

sur X

2

telles que

x % y , f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) 8x; y 2 X: (3.7)

De plus, si g

1

et g

2

sont des fonctions v�eri�ant (3.7), alors il existe des constantes

a > 0 et b

1

; b

2

2 R telles que

g

1

(�) = a � f

1

(�) + b

1

g

2

(�) = a � f

2

(�) + b

2

:

Notons que, comme mentionn�e au chapitre pr�ec�edent, le th�eor�eme ci-dessus ne porte

que sur des pr�ef�erences exprim�ees sur des produits cart�esiens, c'est-�a-dire X =

Q

n

i=1

X

i

.

Notons aussi au passage que les fonctions d'utilit�e additives d�ecrites par le th�eor�eme ci-

dessus soit ne prennent qu'une seule valeur soit varient obligatoirement de �1 jusqu'�a

+1 ; en e�et, l'axiome de solvabilit�e non restreinte (axiome 3.1 de la page 35) et le fait

que X est un produit cart�esien permettent de d�e�nir des s�equences standards in�nies ; la

variation de la fonction d'utilit�e de�1 �a +1 est alors assur�ee par l'axiome archim�edien.

Intuitions du th�eor�eme

L'intuition du th�eor�eme est directement li�ee �a celle du th�eor�eme de H�older. En fait,

le principe consiste �a choisir arbitrairement un �el�ement de r�ef�erence (x

0

1

; x

0

2

), auquel

on a�ecte la valeur de l'utilit�e f

1

(x

0

1

) = f

2

(x

0

2

) = 0 ; (x

0

1

; x

0

2

) correspond �a l'�el�ement

neutre du groupe archim�edien dans le th�eor�eme de H�older. On se �xe un autre point

de r�ef�erence x

1

1

2 X

1

auquel on a�ecte la valeur f

1

(x

1

1

) = 1. Ceci nous d�etermine une

�echelle sur l'axe 1. Par solvabilit�e non restreinte, on en d�eduit un point x

1

2

2 X

2

tel que

(x

0

1

; x

1

2

) � (x

1

1

; x

0

2

), qui nous fournit une �echelle sur l'axe 2.

On prend alors n'importe quel point x

1

2 X

1

. Pour trouver son image par la fonction

d'utilit�e f

1

, on utilise la solvabilit�e non restreinte pour trouver l'�el�ement x

2

tel que

(x

0

1

; x

2

) � (x

1

; x

0

2

) ; on cr�ee alors deux s�equences standards, une relative �a la base
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fx

0

2

; x

2

g, que nous noterons (y

k

1

), et l'autre relative �a fx

0

2

; x

1

2

g, que nous noterons (x

k

1

).

Chaque �el�ement de la premi�ere s�equence est encadr�e par deux �el�ements de la deuxi�eme,

c'est-�a-dire que pour tout k, il existe k

0

tel que x

k

0

1

- y

k

1

� x

k

0

+1

1

. Or les valeurs des

f

1

(x

k

0

1

) sont connues puisque, par construction, on a obligatoirement f

1

(x

k

0

1

) = k

0

. Par

cons�equent, pour que f soit une fonction d'utilit�e repr�esentant %, il faut que k

0

�

f

1

(y

k

1

) < k

0

+ 1 ; or, l�a encore, par construction, on a forc�ement f

1

(y

k

1

) = kf

1

(x

1

).

Donc, (k

0

=k) � f

1

(x

1

) < ((k

0

+ 1)=k). En faisant tendre k vers l'in�ni, c'est-�a-dire en

faisant tendre les deux s�equences vers l'in�ni, on obtient une seule et unique valeur de

la fonction f

1

au point x

1

. On proc�ede de la même mani�ere pour d�eterminer f

2

(x

2

) pour

n'importe quel �el�ement de X

2

.

3.3.4 Th�eorie pour n composants

Nous supposons ici que n � 3. Comme l'a montr�e Luce (1966), le th�eor�eme pr�ec�edent

se g�en�eralise tr�es facilement au cas de produits cart�esiens de plus de deux composants.

Mais, alors, la structure de l'espace engendr�ee par l'axiome d'ind�ependance et par la

solvabilit�e non restreinte est telle que l'on n'a plus besoin de recourir �a la condition de

Thomsen ; en e�et, celle-ci r�esulte directement de l'association de l'axiome d'ind�epen-

dance avec la solvabilit�e non restreinte.

Th�eor�eme d'existence

A l'instar de la sous-section pr�ec�edente, le th�eor�eme ci-dessous est \emprunt�e" �a

Fishburn (1970).

Th�eor�eme 3.3 Soient X =

Q

n

i=1

X

i

et % un pr�eordre large total sur X. Supposons

que (X;%) v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (axiome 2.2) ainsi que l'axiome archim�e-

dien (axiome 3.3), et que la solvabilit�e non restreinte (axiome 3.1) soit v�eri��ee par

tous les composants de X. Alors, il existe des fonctions �a valeurs dans R , f

i

sur X

i

,

i = 1; 2; : : : ; n, telles que

x % y ,

n

X

i=1

f

i

(x

i

) �

n

X

i=1

f

i

(y

i

) 8x; y 2 X: (3.8)

De plus, si g

i

, i = 1; : : : ; n, v�eri�ent (3.8), alors il existe des constantes a > 0 et

b

i

2 R , i = 1; : : : ; n, telles que

g

i

(�) = a � f

i

(�) + b

i

8i 2 f1; : : : ; ng:

3.4 L'approche avec solvabilit�e restreinte

Exemple 3.7 Dans le chapitre 2, nous avions cit�e, comme domaine d'application des

pr�eordres larges totaux, la th�eorie du consommateur. Prenons donc un consomma-

teur au hasard : monsieur Nipigue. A la �n de chaque mois, son salaire, s'�elevant �a

x francs, lui est vers�e sur son compte en banque. Le banquier autorise au plus un
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d�ecouvert de y francs. Monsieur Nipigue r�epartit son budget dans quatre grands

postes, �a savoir l'alimentation, les d�epenses courantes (loyer, impôts, etc. . . ), les

loisirs et l'�epargne. Cette r�epartition re�ete �evidemment les pr�ef�erences du d�eci-

deur. Or le budget disponible �a un instant t est compris entre y et �(t)x, o�u �(t)

repr�esente le nombre de mois o�u monsieur Nipigue a travaill�e et per�cu son salaire.

Le budget �etant born�e, l'allocation possible pour chaque secteur est, elle aussi,

born�ee. Imposer que la fonction d'utilit�e repr�esentant les pr�ef�erences de monsieur

Nipigue varie de �1 �a +1 parâ�t donc une restriction un peu forte. �

On rencontre ainsi de nombreux probl�emes dans lesquels certains composants sont

visiblement born�es, et dont au moins une des bornes est atteinte. Sur ce point, la fonction

d'utilit�e additive doit alors prendre une valeur �nie ; l'hypoth�ese de solvabilit�e non

restreinte ne peut donc être satisfaite (puisque, rappelons le, elle oblige les fonctions

d'utilit�e additives �a varier de �1 �a +1). A�n de pouvoir �etudier la repr�esentabilit�e de

tels exemples, cette hypoth�ese doit donc être a�aiblie, tout en pr�eservant ses propri�et�es

structurantes. La condition retenue �a cet e�et dans la litt�erature s'appelle la solvabilit�e

restreinte. Historiquement, elle fut d�evelopp�ee dans les ann�ees 60 par Luce et Tukey (cf.

Luce et Tukey (1964), Luce (1966)), ainsi que Krantz (cf. Krantz (1964)).

Le but de cette section est de montrer les di��erents th�eor�emes d'existence en solvabi-

lit�e restreinte. On verra que ceux-ci ressemblent fortement aux th�eor�emes de la section

pr�ec�edente.

3.4.1 La notion de solvabilit�e restreinte

Nous avons vu dans la section pr�ec�edente que l'int�erêt de la solvabilit�e non restreinte

est de structurer l'espace X pour qu'une repr�esentation additive existe. Cette structure

s'obtient grâce aux relations d'indi��erence qu'elle impose entre certains �el�ements de X

| ou grâce aux �egalit�es qu'elle impose sur les images de ces points par les fonctions

d'utilit�e, suivant qu'on parle en termes de relations de pr�ef�erence ou en termes de fonc-

tions d'utilit�e. Si l'on veut a�aiblir la solvabilit�e non restreinte, tout en conservant une

propri�et�e structurante, il faut garder des relations d'�egalit�e, mais n'imposer celles-ci que

sur une partie de X. D'o�u l'axiome suivant :

Axiome 3.4 (solvabilit�e restreinte par rapport au i

�eme

composant)

8i 2 f1; : : : ; ng, 8x 2 X, 8y

j

2 X

j

, j 6= i et 8y

0

i

; y

1

i

2 X

i

tels que

(y

1

; : : : ; y

i�1

; y

0

i

; y

i+1

; : : : ; y

n

) - x - (y

1

; : : : ; y

i�1

; y

1

i

; y

i+1

; : : : ; y

n

);

9 z

i

2 X

i

tel que x � (y

1

; : : : ; y

i�1

; z

i

; y

i+1

; : : : ; y

n

).

Bien entendu, même si la solvabilit�e restreinte est plus g�en�erale que la solvabilit�e

non restreinte, elle n'est qu'une condition su�sante d'existence et en aucun cas une

condition n�ecessaire ; autrement dit, il existe des probl�emes dans lesquels elle n'est pas

v�eri��ee, et qui, pourtant, sont repr�esentables par des fonctions d'utilit�e additives.

Exemple 3.8 Monsieur Nipigue d�ecide d'acheter une voiture. Il se rend donc chez

divers concessionnaires a�n de s'enqu�erir des mod�eles propos�es. Parmi ses crit�eres
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de choix, vont intervenir le mod�ele de voiture, sa marque, le prix, etc. . . Or, il est

bien �evident que l'argent est un attribut pouvant prendre bien plus de valeurs que

la marque, ou même le mod�ele. Ces deux derniers attributs ne peuvent donc v�eri-

�er la solvabilit�e restreinte | en e�et, si l'on �xe la marque d'un v�ehicule et son

prix, on ne trouvera pas forc�ement un mod�ele correspondant. Par contre, connais-

sant un mod�ele et une marque, on peut toujours trouver le prix correspondant ;

le prix est donc un attribut satisfaisant la solvabilit�e restreinte. �

La solvabilit�e restreinte peut s'interpr�eter graphiquement d'une mani�ere tr�es simple

en dimension 2, comme le montre la �gure 3.3 : si (y

0

1

; y

2

) et (y

1

1

; y

2

) sont de part et

d'autre de la courbe d'indi��erence sur laquelle se trouve x, alors, la droite passant par

(y

0

1

; y

2

) et (y

1

1

; y

2

) intersecte la courbe d'indi��erence.

préférences croissantes

pr
éf

ér
en

ce
s 

cr
oi

ss
an

te
s X

2

z

1

y

0

1

y

1

1

X

1

y

2

x

Fig. 3.3: La solvabilit�e restreinte

Avant de passer �a la formulation des th�eor�emes d'existence, il reste un dernier axiome

�a introduire. La solvabilit�e restreinte est une condition tr�es a�aiblie par rapport �a la

solvabilit�e non restreinte ; ainsi, ce n'est pas parce que (X;%) v�eri�e la solvabilit�e res-

treinte par rapport �a tous ses composants, l'ind�ependance, l'axiome archim�edien et la

condition de Thomsen (si X est de dimension 2) que % est forc�ement repr�esentable par

une fonction d'utilit�e additive.

Exemple 3.9 Soit X = X

1

� N , o�u X

1

= R �R . Soit % la relation de pr�ef�erence sur

X telle que

1. 8(x

1

; x

0

1

) 2 X

1

et 8x

2

; y

2

2 N , ((x

1

; x

0

1

); x

2

) � ((x

1

; x

0

1

); y

2

),

2. 8(x

1

; x

0

1

); (y

1

; y

0

1

) 2 X

1

et 8x

2

2 N ,

((x

1

; x

0

1

); x

2

) % ((y

1

; y

0

1

); x

2

), x

1

> y

1

ou (x

1

= y

1

et x

0

1

� y

0

1

).

On peut v�eri�er facilement que la solvabilit�e restreinte est satisfaite par X

1

et N :

si ((y

0

1

; y

0

1

0

); y

2

) - ((x

1

; x

0

1

); x

2

) - ((y

1

1

; y

1

1

0

); y

2

), alors ((x

1

; x

0

1

); x

2

) � ((x

1

; x

0

1

); y

2

)

d'apr�es la propri�et�e 1 ; si ((y

1

; y

0

1

); y

0

2

) - ((x

1

; x

0

1

); x

2

) - ((y

1

; y

0

1

); y

1

2

), alors,
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d'apr�es la propri�et�e 2, (y

1

; y

0

1

) = (x

1

; x

0

1

) et donc, pour tout y

2

, ((x

1

; x

0

1

); x

2

) �

((y

1

; y

0

1

)y

2

). De même l'axiome d'ind�ependance est trivialement v�eri��e. Quant

�a la condition de Thomsen, si ((x

1

; x

0

1

); z

2

) � ((z

1

; z

0

1

); y

2

) et si ((z

1

; z

0

1

); x

2

) �

((y

1

; y

0

1

); z

2

), alors, d'apr�es la propri�et�e 2, (x

1

; x

0

1

) = (z

1

; z

0

1

) = (y

1

; y

0

1

), et donc

((x

1

; x

0

1

); x

2

) � ((y

1

; y

0

1

); y

2

). L'axiome archim�edien est aussi trivialement v�eri��e

puisque toutes les s�equences standards n'ont qu'un seul �el�ement. Cependant, %

n'est pas repr�esentable par une fonction d'utilit�e car, si tel �etait le cas, l'ordre lexi-

cographique sur X

1

= R � R serait aussi repr�esentable par une fonction d'utilit�e,

ce qui est impossible (voir exemple 3.1). �

En fait, dans l'exemple ci-dessus le probl�eme vient du fait que le second composant

de X, bien que v�eri�ant la solvabilit�e restreinte, ne joue aucun rôle par rapport �a %

puisque, quels que soient x

1

; x

0

1

; x

2

; y

2

, ((x

1

; x

0

1

); x

2

) � ((x

1

; x

0

1

); y

2

). On dit dans ce

cas que le second composant n'est pas essentiel. Donc, si l'on veut que la solvabilit�e

restreinte apporte une structure �a notre relation de pr�ef�erence %, il convient d'associer

cette derni�ere avec l'axiome suivant :

Axiome 3.5 (essentialit�e) X

i

est essentiel si et seulement s'il existe a

i

; b

i

2 X

i

,

et x

j

2 X

j

, j 2 f1; : : : ; ngnfig tels que

(x

1

; : : : ; x

i�1

; a

i

; x

i+1

; : : : ; x

n

) � (x

1

; : : : ; x

i�1

; b

i

; x

i+1

; : : : ; x

n

):

3.4.2 Th�eorie pour deux composants

Th�eor�eme d'existence

Grâce aux axiomes cit�es pr�ec�edemment, on peut maintenant donner un th�eor�eme de

repr�esentation pour des produits cart�esiens de dimension 2. En fait, celui-ci correspond

exactement au th�eor�eme de repr�esentation en dimension 2 explicit�e �a la section 3.3.3,

mais en substituant la solvabilit�e non restreinte par le groupement (solvabilit�e restreinte

+ essentialit�e) ; ce th�eor�eme est explicit�e sous une forme tr�es l�eg�erement di��erente dans

Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1971). On remarquera que l'unicit�e des fonctions ad-

ditives est, l�a encore, une propri�et�e cardinale (c'est-�a-dire que ces fonctions sont uniques

�a une transformation a�ne strictement positive pr�es).

Th�eor�eme 3.4 Supposons que X = X

1

�X

2

, que % soit un pr�eordre large total sur X,

et que (X;%) v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (axiome 2.2), la condition de Thomsen

(axiome 2.3)ainsi que l'axiome archim�edien (axiome 3.3), et que tous les composants

v�eri�ent la solvabilit�e restreinte (axiome 3.4) et l'essentialit�e (axiome 3.5). Alors, il

existe deux fonctions �a valeurs dans R , f

1

sur X

1

et f

2

sur X

2

telles que

8(x

1

; x

2

); (y

1

; y

2

) 2 X, (x

1

; x

2

) % (y

1

; y

2

), f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

): (3.9)

De plus, si g

1

et g

2

v�eri�ent aussi (3.9), alors il existe a > 0 et b

1

; b

2

2 R tels que

g

1

(�) = a � f

1

(�) + b

1

et g

2

(�) = a � f

2

(�) + b

2

: (3.10)
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Intuitions du th�eor�eme

L'id�ee sous-jacente du th�eor�eme ci-dessus est plus ou moins la même que celle du

th�eor�eme 3.2 de la section 3.3.3, �a savoir, pour n'importe quel x 2 X, d'encadrer f(x) par

deux suites de rationnels convergeant vers la même limite. Prenons un point (x

0

1

; x

0

2

) 2 X

comme �el�ement de r�ef�erence, auquel nous a�ectons l'utilit�e f

1

(x

0

1

) = f

2

(x

0

2

) = 0 ; soit

x

1

1

2 X

1

tel que Non(x

1

1

�

1

x

0

1

) (x

1

1

existe d'apr�es l'axiome d'essentialit�e). Pour simpli�er

les notations, nous allons supposer que x

1

1

� x

0

1

; nous allons alors a�ecter arbitrairement

f

1

(x

1

1

) = 1.

Soit x

1

2 X

1

. Si x

0

1

�

1

x

1

�

1

x

1

1

, alors, il nous faut trouver une valeur pour f

1

(x

1

)

comprise entre 0 et 1. S'il existe y

2

2 X

2

tel que (x

1

; x

0

2

) � (x

0

1

; y

2

), alors, rien ne

nous interdit de construire une s�equence standard croissante (y

k

1

) de base fx

0

2

; y

2

g ;

cette s�equence aura pour �el�ements y

0

1

= x

0

1

; y

1

1

= x

1

; : : : D'apr�es l'axiome archim�edien,

il existe k tel que y

k

1

-

1

x

1

1

et tel que ou bien y

k+1

1

n'existe pas, ou bien y

k+1

1

�

1

x

1

1

.

Si y

k

1

�

1

x

1

1

, nous sommes certains que f

1

(x

1

) = 1=k ; sinon, on peut d�ej�a dire que

f

1

(x

1

) doit être compris entre 1=(k + 1) et 1=k. Consid�erons maintenant la s�equence

standard d�ecroissante (z

i

1

) qui a pour premiers �el�ements x

1

1

et y

k

1

; cette s�equence est

plus �ne que la s�equence pr�ec�edente, et va donc permettre de r�eduire encore l'ensemble

des valeurs admissibles pour f

1

(x

1

). Ce processus est illustr�e dans la �gure 3.4. On peut

alors r�eduire �a nouveau l'ensemble des valeurs admissibles en reconsid�erant �a nouveau

une s�equence standard croissante, mais ayant cette fois pour premiers �el�ements x

0

1

et

z

i

1

, o�u i �etait le dernier �el�ement de la s�equence standard pr�ec�edente pr�ef�er�e �a x

0

1

(sur

la �gure i = 8). En r�eit�erant ce processus un certain nombre de fois (peut-être in�ni),

on va �nir par converger vers une seule et unique valeur. On peut d'ailleurs voir sur la

X

2

x

0

2

z

2

y

2

X

1

y

4

1

x

1

1

z

0

1

y

3

1

z

1

1

z

2

1

z

3

1

z

4

1

y

2

1

z

5

1

z

6

1

x

1

z

7

1

x

0

1

y

0

1

z

8

1

y

1

1

Fig. 3.4: Encadrement de f

1

(x

1

) par des rationnels

�gure 3.4 pourquoi l'algorithme converge : la base des s�equences standards successives

est de plus en plus petite (on passe de fx

0

2

; y

2

g �a fx

0

2

; z

2

g par exemple), ce qui implique

que les �el�ements cons�ecutifs des s�equences standards sont de plus en plus proches, et

donc, encadrent de mieux en mieux x

1

.
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3.4.3 Th�eorie pour n composants

Th�eor�eme 3.5 Supposons que X =

Q

n

i=1

X

i

, n � 3, que % soit un pr�eordre

large total sur X, et que (X;%) v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (axiome 2.2) ainsi

que l'axiome archim�edien (axiome 3.3), et que tous les composants soient essentiels

(axiome 3.5) et v�eri�ent la solvabilit�e restreinte (axiome 3.4). Alors, il existe des

fonctions �a valeurs dans R, f

i

sur X

i

, i = 1; : : : ; n, telles que

8x

i

; y

i

2 X

i

, (x

1

; : : : ; x

n

) % (y

1

; : : : ; y

n

),

n

X

i=1

f

i

(x

i

) �

n

X

i=1

f

i

(y

i

): (3.11)

De plus, si g

i

, i = 1; : : : ; n, v�eri�ent aussi (3.11), alors il existe a > 0 et b

i

2 R ,

i = 1; : : : ; n, tels que

g

i

(�) = a � f

i

(�) + b

i

, 8i = 1; : : : ; n: (3.12)

Le th�eor�eme ci-dessus est d�ecrit dans le chapitre 6 de Krantz, Luce, Suppes, et

Tversky (1971), dont il constitue d'ailleurs l'un des r�esultats les plus importants.

3.5 D�emonstrations

D�emonstration du th�eor�eme 3.1 : J'ai adopt�e ici la d�emonstration d�ecrite dans

Fishburn (1970). Il est �evident que (3.4) et (3.5) impliquent le fait que le groupe est

archim�edien. Deux cas sont envisag�es pour montrer la r�eciproque.

Premier cas : G poss�ede un plus petit �el�ement x tel que e � x :

Ainsi il n'existe aucun y 2 G tel que e � y � x. D'apr�es la propri�et�e archim�edienne

du groupe, et le fait que e � x � 2x � � � �, e � y implique qu'il existe m 2 N tel que

mx � y � (m+ 1)x, o�u [z � y , z � y ou bien z = y]:

C'est pourquoi, d'apr�es (3.3) et les conditions (G

2

) et (G

3

) page 31, ainsi que le fait

que (m + 1)x = x �mx, on a e � y 	mx � x. Mais, par hypoth�ese, il n'existe aucun

z 2 G tel que e � z � x. Donc e = y	mx, ou encore y = mx. De même, si y � e, alors

il existe un entier m tel que y = 	mx. D�e�nissons f de telle mani�ere que f(y) = m

lorsque y = mx. Si y = m

1

x et z = m

2

x, alors y � z , m

1

< m

2

. De plus, f(y � z) =

f(m

1

x�m

2

x) = f((m

1

+m

2

)x) = m

1

+m

2

= f(y) + f(z). D'o�u (3.4) et (3.5).

Deuxi�eme cas : e � x) il existe y 2 G tel que e � y � x :

Nous allons commencer par montrer que le groupe est commutatif. Supposons que

e � y � x. Alors, soit 2y � x, soit x � 2y. Dans le deuxi�eme cas, x 	 y � y, ce qui

implique, d'apr�es (3.3), que (x	 y)� (x	 y) � (x	 y)� y. Donc, d'apr�es l'associativit�e

de la loi �, 2(x	y) � x. De plus, d'apr�es (3.3) et le fait que � admet un �el�ement neutre,

e � x 	 y, et x 	 y � x car x 	 y � y et y � x. Il s'ensuit alors que si e � x, il existe
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z 2 G tel que e � z � x et 2z � x. Maintenant, supposons que G ne soit pas un groupe

commutatif ; par exemple, supposons que e � a, e � b et a�b 6= b�a. Puisque le groupe

est strictement ordonn�e, soit b�a � a� b, soit a� b � b�a ; supposons que la premi�ere

alternative soit la bonne. Alors, posons x = (a�b)	(b�a) ; ainsi e � x. Soit z un �el�ement

de G tel que e � z � x et 2z � x (z existe d'apr�es ce qui pr�ec�ede). D'apr�es la propri�et�e

archim�edienne, il existe des entiers positifs ou nulsm et n tels que mz � a � (m+1)z et

nz � b � (n+1)z. Par cons�equent, a�b � (m+1)z�b � (m+1)z�(n+1)z = (m+n+2)z

et (n +m)z = nz �mz � b �mz � b � a, ou 	(b � a) � 	(n +m)z, de telle sorte

que x = (a � b) 	 (b � a) � (m + n + 2)z 	 (n +m)z = 2z, ou encore x � 2z. Mais

ce r�esultat est en contradiction avec 2z � x, que nous avions �etabli pr�ec�edemment. Par

cons�equent, l'hypoth�ese \(G;�;�) n'est pas commutatif" est inacceptable.

Nous supposerons maintenant qu'il existe x 2 G tel que e � x ; sinon le groupe n'a

qu'un seul �el�ement, et le th�eor�eme est tout de suite prouv�e. Soit a un �el�ement quelconque

tel que e � a ; d�e�nissons f de la mani�ere suivante : posons f(a) = 1, et, pour x 2 G,

L

x

= fm=n : ma � nx, m;n 2 N

�

g

U

x

= fm=n : nx �ma, m;n 2 N

�

g:

fL

x

; U

x

g est une partition de l'ensemble des rationnels telle que m=n < r=s d�es que

m=n 2 L

x

et r=s 2 U

x

. Il s'ensuit qu'il existe un unique nombre r�eel f(x) tel que

f(x) = supL

x

= inf U

x

:

A�n de prouver que f(x� y) = f(x) + f(y), supposons d'abord que m=n 2 L

x

et r=s 2

L

y

. Alors ma � nx et ra � sy. Par cons�equent, sma � snx et nra � nsy, de telle sorte

que (ms+ nr)a � ns(x� y). C'est pourquoi (ms+ nr)=ns = (m=n) + (r=s) appartient

�a L

x�y

. De la même mani�ere, si m=n 2 U

x

et r=s 2 U

y

, alors m=n + r=s 2 U

x�y

. Il

s'ensuit que :

supL

x

+ supL

y

� supL

x�y

= f(x� y) = inf U

x�y

� inf U

x

+ inf U

y

et, donc, que f(x� y) = f(x) + f(y). Ceci prouve que l'�equation (3.5) est bien v�eri��ee.

Etablissons maintenant (3.4). Supposons que e � x. Alors il existe un entier positif

m tel que a � mx. Par cons�equent, 1=m 2 L

x

, et, donc, f(x) > 0. De la même mani�ere,

si x � e, alors f(	x) > 0 et f(e) = 0. Par cons�equent, e � x , 0 < f(x), ce qui

implique clairement (3.4).

Il reste en�n �a montrer l'unicit�e de la fonction f . Supposons que G = feg. Alors,

forc�ement f(e) = g(e) = 0, et donc tout c convient dans l'�equation (3.6). Supposons

maintenant qu'il existe x 2 G tel que e � x. Si l'on est dans le premier cas examin�e

ci-dessus, avec x tel que e � x et tel qu'il n'existe aucun y tel que e � y � x, alors

pour tout z 2 G, il existe un entier m tel que z = mx. On sait alors que f(z) = mf(x)

et g(z) = mg(x). Par cons�equent, g(z) = [g(x)=f(x)]f(z) pour tout z. c = [g(x)=f(x)]

est donc l'unique solution possible. Si l'on est dans le deuxi�eme cas, e � a. On a

alors mf(a) � nf(x), mg(a) � ng(x), sf(x) � rf(a) et sg(x) � rg(a) pour tous

m=n 2 L

x

et r=s 2 U

x

, ce qui entrâ�ne que f(x)=f(a) = g(x)=g(a), ou encore que

g(x) = [g(a)=f(a)]f(x) pour tout x 2 G. �
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D�emonstration du th�eor�eme 3.2 : Je propose ici une d�emonstration donn�ee dans

Fishburn (1970). Comme indiqu�e dans la section 3.2, nous allons exhiber un groupe

archim�edien a�n de pouvoir utiliser le th�eor�eme de H�older. Notons X/� l'ensemble

quotient de X par rapport �a �, et x

�

la classe contenant x 2 X, et s�electionnons un

point arbitraire de X, que nous notons (x

0

1

; x

0

2

).

Par solvabilit�e non restreinte, tout �el�ement deX/� contient des �el�ements de la forme

(x

1

; x

0

2

), (x

0

1

; x

2

). On d�e�nit alors l'op�erateur � sur X/� de la mani�ere suivante :

8(x

1

; x

0

2

); (x

0

1

; x

2

) 2 X, (x

1

; x

0

2

)

�

� (x

0

1

; x

2

)

�

= (x

1

; x

2

)

�

: (3.13)

Nous introduisons une relation d'ordre �

0

sur X/� telle que x

�

�

0

y

�

, x � y.

Consid�erons maintenant (X/�;�;�

0

) et montrons que c'est un groupe archim�edien.

Tout d'abord, � est bien d�e�ni car (3.13) ne d�epend pas du couple (x

1

; x

2

) choisi.

En e�et, si (x

1

; x

0

2

)

�

= (y

1

; x

0

2

)

�

et (x

0

1

; x

2

)

�

= (x

0

1

; y

2

)

�

, alors (x

1

; x

0

2

) � (y

1

; x

0

2

) et, par

ind�ependance, (x

1

; x

2

) � (y

1

; x

2

), ou encore (x

1

; x

2

)

�

= (y

1

; x

2

)

�

. De la même mani�ere,

(x

0

1

; x

2

)

�

= (x

0

1

; y

2

)

�

implique que (y

1

; x

2

)

�

= (y

1

; y

2

)

�

. Par transitivit�e, on a donc

(x

1

; x

2

)

�

= (y

1

; y

2

)

�

.

� est commutatif car, d'apr�es la condition de Thomsen,

(x

1

; x

0

2

)

�

= (x

0

1

; y

2

)

�

(x

0

1

; x

2

)

�

= (y

1

; x

0

2

)

�

)

) (x

1

; x

2

)

�

= (y

1

; y

2

)

�

;

et donc

(x

1

; x

0

2

)

�

� (x

0

1

; x

2

)

�

= (y

1

; x

0

2

)

�

� (x

0

1

; y

2

)

�

= (x

0

1

; x

2

)

�

� (x

1

; x

0

2

)

�

:

Passons maintenant �a l'associativit�e. Grâce �a la commutativit�e,

8a; b; c 2 X/�, (a� b)� c = a� (b� c), c� (a� b) = a� (c� b):

Soient (x

1

; x

0

2

) 2 a, (x

0

1

; x

2

) 2 b, (y

1

; x

0

2

) 2 c, (x

0

1

; y

2

) 2 a � b et (x

0

1

; z

2

) 2 c � b. Alors,

(x

0

1

; y

2

) � (x

1

; x

2

) et (y

1

; x

2

) � (x

0

1

; z

2

). Et donc, d'apr�es la condition de Thomsen,

(y

1

; y

2

) � (x

1

; z

2

), ce qui entrâ�ne c� (a� b) = a� (c� b).

Notons e = (x

0

1

; x

0

2

)

�

; alors, e est �el�ement neutre de �. En e�et, 8a 2 X/�, e� a =

a� e, et, par (3.13), (x

1

; x

0

2

) 2 a implique que (x

1

; x

0

2

) 2 a� e, et, donc, que a� e = a.

Soit 	a l'�el�ement de X/� qui contient (x

0

1

; x

2

) quand (x

1

; x

0

2

) 2 a et (x

1

; x

2

) 2 e.

D'apr�es (3.13), 	a� a = e. Par cons�equent, (X/�;�) est un groupe.

Par d�e�nition, �

0

est un ordre strict sur X/�. Pour a; b 2 X/�, supposons que

a �

0

b. Soient (x

1

; x

0

2

) 2 a, (y

1

; x

0

2

); (z

1

; x

2

) 2 b et (x

0

1

; x

2

) 2 c. Donc (x

1

; x

0

2

) � (z

1

; x

2

)

puisque a �

0

b. De plus, d'apr�es la condition de Thomsen et (y

1

; x

0

2

) � (z

1

; x

2

), on a

Non((y

1

; x

2

) � (x

1

; x

2

)), et même (x

1

; x

2

) � (y

1

; x

2

) puisque (x

1

; x

2

) � (y

1

; x

2

) serait

en contradiction avec la condition de Thomsen. Par cons�equent, a� c �

0

b� c, et donc,

(X/�;�;�

0

) est un groupe strictement ordonn�e.

Il faut maintenant prouver que c'est en outre un groupe archim�edien. Pour ce faire,

supposons que (e �

0

a; e �

0

b). Avec (x

0

1

; x

1

2

) 2 a, et (x

0

1

; x

0

2

) 2 e, on a le d�ebut
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d'une s�equence standard. Donc, puisque (x

0

1

; x

1

2

) 2 a, (x

1

1

; x

0

2

) 2 a et d'apr�es (3.13),

(x

1

1

; x

1

2

) 2 2a. Par cons�equent, on a aussi (x

2

1

; x

0

2

) 2 2a, et donc (x

3

1

; x

0

2

) 2 3a. En it�erant

ainsi le processus, et en utilisant (3.13), il s'ensuit que (x

k

1

; x

0

2

) 2 ka, k = 1; 2; : : : En

prenant y 2 b, et en utilisant la propri�et�e archim�edienne sur les s�equences standards,

il existe k 2 N tel que y � (x

k

1

; x

0

2

), ce qui nous donne b �

0

ka. Par cons�equent,

(X/�;�;�

0

) est un groupe archim�edien.

Ainsi, on peut utiliser le th�eor�eme central de la section 3.2. Par cons�equent, il existe

une fonction u sur X/� �a valeurs dans R telle que u(a � b) = u(a) + u(b) et a �

0

b ,

u(a) < u(b). D�e�nissons f

1

(x

1

) = u(a) lorsque (x

1

; x

0

2

) 2 a, et f

2

(x

2

) = u(b) lorsque

(x

0

1

; x

2

) 2 b. (3.7) est alors visiblement v�eri��ee.

Passons maintenant �a l'unicit�e. Supposons que g

1

sur X

1

et g

2

sur X

2

satisfont aussi

(3.7). D�e�nissons alors v sur X/� de la mani�ere suivante : v(a) = [g

1

(x

1

) � g

1

(x

0

1

)] +

[g

2

(x

2

) � g

2

(x

0

2

)] lorsque (x

1

; x

2

) 2 a. Alors, en prenant (x

1

; x

0

2

) 2 a et (x

0

1

; x

2

) 2 b,

(x

1

; x

2

) 2 a� b et v(a)+v(b) = v(a� b). De plus, v(a) < v(b), a �

0

b. Par cons�equent,

d'apr�es le th�eor�eme 3.1, il existe un r�eel strictement positif c tel que v = c � u. Donc,

g

1

(x

1

) � g

1

(x

0

1

) = cf

1

(x

1

) pour tout x

1

2 X

1

et g

2

(x

2

) � g

2

(x

0

2

) = cf

2

(x

2

) pour tout

x

2

2 X

2

. Il y a donc unicit�e �a une transformation a�ne strictement positive pr�es. �

D�emonstration du th�eor�eme 3.3 : Je pr�esente ici une adaptation de la d�emons-

tration donn�ee dans Fishburn (1970). Celle-ci se compose de deux grandes �etapes :

d'abord on suppose que l'axiome d'�elimination (C

2

) est v�eri��e, et on exhibe un groupe

archim�edien (X/�;�;�

0

) sur lequel on applique le th�eor�eme de H�older ; pour cela,

contrairement �a Fishburn, qui requiert la solvabilit�e non restreinte par rapport �a tous

les composants, nous n'utiliserons que la solvabilit�e non restreinte par rapport �a deux

composants. Ensuite, on montre que l'axiome d'ind�ependance, conjugu�e �a la solvabilit�e

non restreinte par rapport �a trois composants, entrâ�ne l'axiome (C

2

) (Fishburn utilisait

l�a encore la solvabilit�e par rapport �a tous les composants).

Comme dans la d�emonstration pr�ec�edente, notons X/� l'ensemble des classes d'in-

di��erence deX par rapport �a�, et x

�

la classe contenant x. Fixons (x

0

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) 2 X.

D'apr�es la solvabilit�e non restreinte par rapport aux deux premiers composants du pro-

duit cart�esien X, tout a 2 X/� contient des �el�ements de la forme (x

i

; i 2 I; x

0

j

; j 2 J)

et (x

j

; j 2 J; x

0

i

; i 2 I), o�u

I [ J = f1; : : : ; ng, I \ J = �, f1g � I, f2g � J:

On d�e�nit alors la loi de composition � sur X/� de la mani�ere suivante

a� b = (x

1

; : : : ; x

n

) lorsque, 8I; J tels que I \ J = �, I [ J = f1; : : : ; ng, f1; 2g 6� I; J

(x

i

; i 2 I; x

0

j

; j 2 J) 2 a et (x

0

i

; i 2 I; x

j

; j 2 J) 2 b:

� est une op�eration bien d�e�nie ; en e�et, soient quatre sous-ensembles I

1

; I

2

; J

1

; J

2

de

f1; : : : ; ng tels que

f1; 2g 6� I

1

, f1; 2g 6� J

1

; I

1

\ J

1

= �, I

1

[ J

1

= f1; : : : ; ng;

f1; 2g 6� I

2

, f1; 2g 6� J

2

; I

2

\ J

2

= �, I

2

[ J

2

= f1; : : : ; ng;

(x

i

; i 2 I

1

; x

0

j

; j 2 J

1

) 2 a; (x

0

i

; i 2 I

1

; x

j

; j 2 J

1

) 2 b;

(y

i

; i 2 I

2

; x

0

j

; j 2 J

2

) 2 a; (x

0

i

; i 2 I

2

; y

j

; j 2 J

2

) 2 b:
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alors, d'apr�es (C

2

), on a alors (x

1

; : : : ; x

n

) � (y

1

; : : : ; y

n

), ce qui d�e�nit bien �.

Il ne reste plus qu'�a suivre la d�emonstration pr�ec�edente. On d�e�nit �

0

sur X/�

tel que a �

0

b , x � y pour un x 2 a et un y 2 b, et on montre que (X/�;�;�

0

)

est un groupe archim�edien. A�n d'obtenir la commutativit�e et le fait que le groupe est

strictement ordonn�e, on remplacera la condition de Thomsen, qui n'est valable qu'en

dimension 2, par l'axiome (C

2

).

Puisque (X/�;�;�

0

) est un groupe archim�edien, il est possible d'utiliser le th�eor�eme

de H�older ; ainsi la fonction f du th�eor�eme 3.1 existe. On d�e�nit alors (x

0

1

; : : : ; x

0

n

) 2 e,

u

i

(x

i

) = f(a) lorsque (x

0

1

; : : : ; x

0

i�1

; x

i

; x

0

i+1

; : : : ; x

0

n

) 2 a et u(x) = f(a) quand x 2 a:

Alors u(x) < u(y), f(x

�

) < f(y

�

), x � y. De plus,

(x

1

; : : : ; x

n

)

�

= (x

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

)

�

� (x

0

1

; x

2

: : : ; x

n

)

�

= (x

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

)

�

� [(x

0

1

; x

2

; x

0

3

; : : : ; x

0

n

)

�

� (x

0

1

; x

0

2

; x

3

; : : : ; x

n

)

�

]

= � � �

= (x

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

)

�

� (x

0

1

; x

2

; x

0

3

; : : : ; x

0

n

)

�

� (x

0

1

; x

0

2

; x

3

; x

0

4

; : : : ; x

0

n

)

�

� � � � � (x

0

1

; : : : ; x

0

n�1

; x

n

)

�

;

ce qui entrâ�ne que u(x) = u

1

(x

1

) + u

2

(x

2

) + � � � + u

n

(x

n

). L'unicit�e de u provient

de l'unicit�e de f �a une transformation lin�eaire strictement positive pr�es, et du choix

arbitraire de e.

Il reste maintenant �a montrer que l'axiome d'ind�ependance, conjugu�e avec la solva-

bilit�e non restreinte, implique l'axiome (C

2

). La d�emonstration que je pr�esente ici est

une adaptation de celle de Fishburn (1970) ; dans cette derni�ere, Fishburn doit avoir

recours �a la solvabilit�e non restreinte par rapport �a tous les composants du produit

cart�esien. Ici, je vais pr�esenter une variante un peu plus g�en�erale puisqu'elle ne requiert

que la solvabilit�e non restreinte par rapport �a trois composants.

Remarquons que l'axiome (C

2

) peut être �ecrit de la mani�ere suivante

8x; y; z; a; b; c 2 X tels que, 8i 2 f1; 2g, (x

i

; y

i

; z

i

) est une permutation de

(a

i

; b

i

; c

i

), [x - a et y - b]) z % c

A chaque x

i

, y

i

, z

i

correspond un unique a

i

, b

i

ou c

i

. Examinons toutes les possibilit�es :

si x

i

= a

i

, alors y

i

= b

i

et z

i

= c

i

, ou bien y

i

= c

i

et z

i

= b

i

; de mani�ere similaire, si

x

i

= b

i

, alors y

i

= a

i

et z

i

= c

i

, ou bien y

i

= c

i

et z

i

= a

i

; en�n, si x

i

= c

i

, alors y

i

= a

i

et z

i

= b

i

, ou bien y

i

= b

i

et z

i

= a

i

. En r�esum�e, toutes les possibilit�es de permutations

possibles de (x

1

; y

1

; z

1

) et de (x

2

; y

2

; z

2

) sont d�ecrites dans la table 3.1.
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0

B

@

x

y

z

1

C

A

=

0

B

B

@

a b c

b c a c a b

c b c a b a

1

C

C

A

Tab. 3.1: Ensemble des permutations possibles pour la condition (C

2

).

Cette table sugg�ere donc une d�ecomposition de x, y et z en six ensembles d'indices

| ensembles qui peuvent être vides �eventuellement | que nous num�erotons de 1 �a 6

suivant l'ordre d�ecrit dans la table ci-dessus. Alors (C

2

) peut être �ecrite sous la forme

suivante :

x

1

x

2

x

3

x

4

x

5

x

6

- x

1

x

2

y

3

z

4

y

5

z

6

(3.14)

y

1

y

2

y

3

y

4

y

5

y

6

- y

1

z

2

x

3

x

4

z

5

y

6

| {z }

+

(3.15)

z

1

z

2

z

3

z

4

z

5

z

6

% z

1

y

2

z

3

y

4

x

5

x

6

(3.16)

Maintenant, supposons que le premier ensemble contienne un indice correspondant

�a un composant v�eri�ant la solvabilit�e non restreinte. Alors il existe s

1

tel que

s

1

x

2

y

3

x

4

y

5

x

6

� x

1

x

2

x

3

x

4

x

5

x

6

: (3.17)

Donc, d'apr�es l'axiome d'ind�ependance, s

1

y

2

y

3

y

4

y

5

x

6

� x

1

y

2

x

3

y

4

x

5

x

6

. D'apr�es (3.17)

et (3.14), s

1

x

2

y

3

x

4

y

5

x

6

- x

1

x

2

y

3

z

4

y

5

z

6

. Mais, d'apr�es l'ind�ependance, s

1

z

2

x

3

x

4

z

5

x

6

- x

1

z

2

x

3

z

4

z

5

z

6

. (3.15) et l'axiome d'ind�ependance impliquent que s

1

y

2

y

3

y

4

y

5

x

6

-

s

1

z

2

x

3

x

4

z

5

x

6

, et, par transitivit�e, x

1

y

2

x

3

y

4

x

5

x

6

- x

1

z

2

x

3

z

4

z

5

z

6

. Par cons�equent, en

utilisant encore l'ind�ependance, nous concluons que z

1

y

2

z

3

y

4

x

5

x

6

- z

1

z

2

z

3

z

4

z

5

z

6

. Ainsi,

dans ce cas, (3.14) et (3.15) entrâ�nent (3.16). Un proc�ed�e similaire montrerait que c'est

aussi vrai lorsque l'indice d'un composant solvable appartient au second et au sixi�eme

ensemble d'indices.

Supposons maintenant que l'indice d'un composant solvable appartienne au troisi�eme

ensemble. Puisque % est une relation totale, soit (3.16) est v�eri��ee, soit z

1

z

2

z

3

z

4

z

5

z

6

�

z

1

y

2

z

3

y

4

x

5

x

6

. Supposons que la seconde alternative soit la bonne. Par un proc�ed�e si-

milaire �a celui employ�e dans le paragraphe pr�ec�edent, on montre facilement que cette

alternative, conjugu�e avec (3.14) implique que (3.15) est fausse, d'o�u contradiction. C'est

pourquoi (3.16) est impliqu�ee par (3.14) et (3.15).

Si aucune de ces con�gurations n'a �et�e rencontr�ee, alors tous les composants v�eri-

�ant la solvabilit�e non restreinte sont dans les groupes d'indices 4 et 5. Puisque, par

hypoth�ese, ceux-ci sont au nombre de 3, soit le quatri�eme groupe poss�ede au moins

deux composants solvables, soit c'est le cinqui�eme. On suppose maintenant que c'est le

quatri�eme qui en a deux ; dans le cas contraire, la d�emonstration est tout �a fait similaire.
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Nous rempla�cons ici l'ancienne notation x

4

par x

4

x

0

4

a�n de faire apparâ�tre deux

groupes de variables solvables. Avec cette nouvelle notation, on veut montrer que

x

1

x

2

x

3

x

4

x

0

4

x

5

x

6

- x

1

x

2

y

3

z

4

z

0

4

y

5

z

6

(3.18)

y

1

y

2

y

3

y

4

y

0

4

y

5

y

6

- y

1

z

2

x

3

x

4

x

0

4

z

5

y

6

| {z }

+

(3.19)

z

1

z

2

z

3

z

4

z

0

4

z

5

z

6

% z

1

y

2

z

3

y

4

y

0

4

x

5

x

6

(3.20)

Puisque le groupe (4

0

) contient l'indice d'un composant v�eri�ant la solvabilit�e non

restreinte, il existe s

0

4

tel que x

1

x

2

y

3

y

4

s

0

4

y

5

x

6

� x

1

x

2

x

3

x

4

x

0

4

x

5

x

6

. Donc, par transitivit�e,

x

1

x

2

y

3

y

4

s

0

4

y

5

x

6

- x

1

x

2

y

3

z

4

z

0

4

y

5

z

6

, et, par l'axiome d'ind�ependance, z

1

z

2

z

3

y

4

s

0

4

z

5

x

6

-

z

1

z

2

z

3

z

4

z

0

4

z

5

z

6

. Consid�erons maintenant les pr�ef�erences (3.19) et x

1

x

2

y

3

y

4

s

0

4

y

5

x

6

�

x

1

x

2

x

3

x

4

x

0

4

x

5

x

6

. La con�guration du groupe (4) est alors identique �a celle qu'avait le

groupe 3 dans les pr�ef�erences (3.15) et (3.14) ; Or le groupe (4) contient encore une va-

riable solvable. En utilisant les paragraphes pr�ec�edents, on conclut que z

1

z

2

z

3

y

4

s

0

4

z

5

x

6

%

z

1

y

2

z

3

y

4

y

0

4

x

5

x

6

. En conjuguant cette pr�ef�erence et z

1

z

2

z

3

y

4

s

0

4

z

5

x

6

- z

1

z

2

z

3

z

4

z

0

4

z

5

z

6

(que

l'on avait trouv�ee plus haut), on obtient (3.16). �

Avant de prouver le th�eor�eme 3.4, nous devons d'abord pr�eciser quelques notions

alg�ebriques, et introduire une variante du th�eor�eme de H�older, plus appropri�ee que le

th�eor�eme 3.1 pour la d�emonstration que nous d�ecrivons.

D�e�nition 3.5 (structure additive sym�etrique) Soit X = X

1

�X

2

. Si % est un

pr�eordre large total, et si (X

1

;X

2

;%) v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (axiome 2.2),

la condition de Thomsen (axiome 2.3), la solvabilit�e non restreinte par rapport �a

tous les composants de X (axiome 3.4) et la propri�et�e archim�edienne (axiome 3.3),

si au moins un composant est essentiel, si 8x

1

; y

1

2 X

1

, 9 x

2

; y

2

2 X

2

tels que

(x

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

), et si 8x

0

2

; y

0

2

2 X

2

, 9 x

0

1

; y

0

1

2 X

1

tels que (x

0

1

; x

0

2

) � (y

0

1

; y

0

2

), alors

(X

1

;X

2

;%) est une structure additive sym�etrique.

D�e�nition 3.6 (structure additive sym�etrique et born�ee) Soit (X

1

;X

2

;%)

une structure additive sym�etrique. Elle est born�ee si et seulement si

9 x

1

; x

1

2 X

1

et x

2

; x

2

2 X

2

tels que (x

1

; x

2

) � (x

1

; x

2

) et

x

1

% x

1

% x

1

et x

2

% x

2

% x

2

8(x

1

; x

2

) 2 X:

De plus, on d�e�nit :

{ 8x

1

2 X

1

, �(x

1

) 2 X

2

la solution (unique �a �

2

pr�es) de (x

1

; �(x

1

)) � (x

1

; x

2

) ;

{ B

1

= f(x

1

; y

1

) 2 X

1

tels que x

1

; y

1

�

1

x

1

et (x

1

; x

2

) % (x

1

; �(y

1

))g ;

{ 8(x

1

; y

1

) 2 B

1

, x

1

� y

1

est la solution (unique �a �

1

pr�es) de ((x

1

� y

1

); x

2

) �

(x

1

; �(y

1

)).

Des d�e�nitions similaires sont employ�ees pour X

2

, avec �(x

2

) jouant le rôle de �(x

1

).
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L'interpr�etation g�eom�etrique de �(�), �(�) et de � nous est fournie par la �gure 3.5.

On comprend ainsi que connaissant un point A = (x

1

; x

2

), �(x

1

) correspond �a l'ordonn�ee

du point de concours de la courbe d'indi��erence passant par A et de l'axe des X

2

.

x

2

x

1�(y

1

)

x

1

x

2

�(x

1

)

y

1

x

1
x

1

� y

1

�(y

1

)

�(x

1

)

x

1

y

1

Fig. 3.5: Les op�erateurs �(�), �(�) et �.

D�e�nition 3.7 (semi groupe local, positif, r�egulier, archim�edien) Soient A un

ensemble non vide, B � A�A, % une relation binaire sur A, et � une op�eration binaire

de B dans A. (A;%; B; �) est un semi groupe local, positif, r�egulier et archim�edien si

et seulement si, pour tous a; b; c; d 2 A, les propri�et�es suivantes sont v�eri��ees :

1. (A;%) est un ensemble totalement ordonn�e.

2. Si (a; b) 2 B, a % c et b % d, alors (c; d) 2 B.

3. Si (c; a) 2 B et a % b, alors c � a % c � b.

4. Si (a; c) 2 B et a % b, alors a � c % b � c.

5. (a; b) 2 B et (a � b; c) 2 B ssi (b; c) 2 B et (a; b � c) 2 B ; et, quand les deux

conditions sont v�eri��ees, (a � b) � c = a � (b � c).

6. Si (a; b) 2 B, alors a � b � a.

7. Si a � b, alors il existe c 2 A tel que (b; c) 2 B et a % b � c.

8. Pour tout a 2 A, soit N

a

� N tel que 1 2 N

a

et 1a = a ; si n � 1 2 N

a

et

((n � 1)a; a) 2 B, o�u na = ((n � 1)a) � a, alors n 2 N

a

; si n � 1 2 N

a

et

((n� 1)a; a) 62 B, alors, pour tout m � n, m 62 B. Alors fnjn 2 N

a

et b � nag

est un ensemble �ni. (condition archim�edienne).
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Th�eor�eme 3.6 (variante du th�eor�eme de H�older) Soit (A;%; B; �) un semi

groupe local, positif, r�egulier et archim�edien. Alors il existe une fonction f de A dans

R telle que, pour tous a; b 2 A,

a % b, f(a) � f(b);

Si (a; b) 2 B, alors f(a � b) = f(a) + f(b):

De plus, si g v�eri�e aussi ces deux propri�et�es, alors il existe c > 0 tel que g = c ; f .

D�emonstration du th�eor�eme 3.6 : Je ne vais pas donner ici la d�emonstration de

ce th�eor�eme car elle suit exactement la d�emonstration du th�eor�eme de H�older pr�esent�ee

page 45. Le principe consiste, �a partir de l'hypoth�ese archim�edienne, �a encadrer les

valeurs de f(�) par des fractions rationnelles de telle sorte que l'�ecart entre le majorant et

le minorant devienne aussi petit que l'on veut. Le lecteur int�eress�e par une d�emonstration

pr�ecise de ce th�eor�eme se r�ef�erera �a Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1971), pages 48{

52. �

D�emonstration du th�eor�eme 3.4 : J'ai adapt�e ici la d�emonstration d�ecrite dans

Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1971), elle-même due �a Holman (1971). J'ai jug�e bon

de la reproduire ici car, dans Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1971), elle est diss�emin�ee

dans trois chapitres di��erents, ce qui la rend particuli�erement di�cile �a comprendre.

Le principe de la d�emonstration est le suivant : on commence par supposer que

(X

1

;X

2

;%) est une structure sym�etrique et born�ee. Si B

1

= �, d'apr�es la �gure 3.5,

cela signi�e qu'il n'existe aucun x

1

2 X

1

tel que x

1

�

1

x

1

� x

1

. Dans ce cas, f

1

(x

1

) =

f

2

(x

2

) = 1, f

1

(x

1

) = f

2

(x

2

) = 0, est une repr�esentation additive de %. Si B

1

6= �, alors,

on va montrer que (X

1

/�

1

;%

�

1

; B

1

/�

1

; �) est un semi groupe local, positif, r�egulier

et archim�edien, o�u X

1

/�

1

repr�esente l'ensemble des classes d'�equivalence de X

1

par

rapport �a �

1

, o�u, pour x

1

2 X

1

, x

1

�

est la classe d'�equivalence contenant x

1

, et o�u

x

1

�

%

�

1

y

1

�

est �equivalent �a x

1

%

1

y

1

; ainsi, on pourra utiliser le th�eor�eme 3.6.

1/ (X

1

/�

1

;%

�

1

) est un ensemble totalement ordonn�e puisque %

1

est un pr�eordre large

total. � est une op�eration bien d�e�nie sur B

1

/�

1

; en e�et, pour tout x

1

2 X

1

,

(x

1

; x

2

) � (x

1

; x

2

) % (x

1

; x

2

) % (x

1

; x

2

), ce qui implique, par solvabilit�e restreinte

par rapport au deuxi�eme composant de X, l'existence de �(x

1

). Ainsi, pour tout

(x

1

; y

1

)

�

2 B

1

/�

1

, (x

1

; x

2

) % (x

1

; �(y

1

)) % (x

1

; x

2

), ce qui garantit l'existence

de (x

1

� y

1

), et donc, aussi, de (x

1

� y

1

)

�

. En outre, (x

1

; �(y

1

)) � (y

1

; �(x

1

)) ; en

e�et, par d�e�nition de �(�), (x

1

; �(y

1

)) � (y

1

; x

1

) et (x

1

; x

1

) � (x

1

; �(x

1

)). En

utilisant la condition de Thomsen, on obtient donc (x

1

; �(y

1

)) � (y

1

; �(x

1

)). Or,

par d�e�nition de �, (x

1

� y

1

; x

2

) � (x

1

; �(y

1

)) et (y

1

� x

1

; x

2

) � (y

1

; �(x

1

)). Donc

x

1

� y

1

�

1

y

1

� x

1

. Par cons�equent, (x

1

� y

1

)

�

�

�

1

(y

1

� x

1

)

�

.

2/ Supposons que (x

1

; y

1

) 2 B

1

, x

1

%

1

z

1

et y

1

%

1

t

1

. Alors on a (x

1

; �(y

1

)) �

(y

1

; x

2

) % (t

1

; x

2

) � (x

1

; �(t

1

)), ce qui implique, d'apr�es l'axiome d'ind�epen-

dance, (x

1

; �(y

1

)) % (x

1

; �(t

1

)). Or x

1

%

1

z

1

et, puisque (x

1

; y

1

) 2 B

1

, (x

1

; x

2

) %
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(x

1

; �(y

1

)) ; donc (x

1

; x

2

) % (z

1

; �(t

1

)). Par cons�equent, (z

1

; t

1

) 2 B

1

. Donc, si

(x

1

; y

1

)

�

2 B

1

/�

1

, si x

1

�

%

�

1

z

1

�

et si y

1

�

%

�

1

t

1

�

, alors (z

1

; t

1

)

�

2 B

1

/�

1

.

4/ Supposons maintenant que (x

1

; z

1

) 2 B

1

et x

1

%

1

y

1

. D'apr�es l'ind�ependance,

on a alors (x

1

; �(z

1

)) % (y

1

; �(z

1

)) � (z

1

; �(y

1

)). Autrement dit, (z

1

; y

1

) 2 B

1

et

x

1

� z

1

%

1

y

1

� z

1

. Par cons�equent, (x

1

� z

1

)

�

%

�

1

(y

1

� z

1

)

�

.

3/ De même, (z

1

; x

1

)

�

2 B

1

/�

1

implique que (z

1

� x

1

)

�

%

�

1

(z

1

� y

1

)

�

.

6/ Supposons que (x

1

; y

1

) 2 B

1

. Par hypoth�ese, on a donc y

1

� x

1

, et donc, �(y

1

) �

x

2

. Par cons�equent, (x

1

� y

1

; x

2

) � (x

1

; �(y

1

)) � (x

1

; x

2

). Donc x

1

� y

1

�

1

x

1

.

5/ Supposons que (x

1

; y

1

); (x

1

� y

1

; z

1

) 2 B

1

�B

1

. D'apr�es ce qui pr�ec�ede, (x

1

; x

2

) %

(x

1

�y

1

; �(z

1

)) % (y

1

; �(z

1

)) ; donc (y

1

; z

1

) 2 B

1

. D'apr�es (y

1

; �(x

1

)) � (x

1

�y

1

; x

2

),

(y

1

� z

1

; x

2

) � (y

1

; �(z

1

)) et la condition de Thomsen, on a (y

1

� z

1

; �(x

1

)) � (x

1

�

y

1

; �(z

1

)). Par cons�equent, puisque � est sym�etrique, (x

1

; x

2

) % (x

1

� y

1

; �(z

1

)) �

(y

1

�z

1

; �(x

1

)) � (x

1

; �(y

1

�z

1

)). Donc (x

1

; y

1

�z

1

) 2 B

1

. De plus, (x

1

�(y

1

�z

1

); x

1

) �

(x

1

; �(y

1

� z

1

)) � (y

1

� z

1

; �(x

1

)) � (x

1

� y

1

; �(z

1

)) � ((x

1

� y

1

) � z

1

; x

2

). Donc

x

1

� (y

1

� z

1

) �

1

(x

1

� y

1

) � z

1

. Par cons�equent, (x

1

� (y

1

� z

1

))

�

�

�

1

((x

1

� y

1

) � z

1

)

�

.

7/ Supposons que x

1

�

1

y

1

. Puisque (x

1

; �(y

1

)) � (x

1

; x

2

) % (y

1

; x

2

) � (x

1

; �(y

1

)), la

solvabilit�e restreinte nous assure l'existence de z

1

tel que (x

1

; x

2

) � (z

1

; �(y

1

)) �

(y

1

; �(z

1

)) � (y

1

� z

1

; x

2

). D'o�u y

1

� z

1

�

1

x

1

, ou encore (y

1

� z

1

)

�

�

�

1

x

1

�

.

8/ En�n, fnjn 2 N

x

et y

1

�

1

nx

1

g constitue une s�equence standard, born�ee. Elle est

donc �nie, d'apr�es l'hypoth�ese archim�edienne.

Ainsi, toutes les conditions d'application du th�eor�eme 3.6 sont r�eunies. Il existe

donc une repr�esentation g

1

pour (X

1

/�

1

;%

�

1

; B

1

/�

1

; �). Soit f

1

la fonction d�e�nie sur

X

1

telle que f(x

1

) = g

1

(x

1

�

) ; alors f

1

est une repr�esentation pour (X

1

;%

1

; B

1

; �). Pour

x

2

2 X

2

, on choisit �(x

2

), avec (�(x

2

); x

2

) � (x

1

; x

2

), et on d�e�nit f

2

(x

2

) = f

1

[�(x

2

)].

Or, si (x

1

; x

2

); (y

1

; y

2

) - (x

1

; x

2

), alors (x

1

; x

2

) % (y

1

; y

2

), x

1

��(x

2

) %

1

y

1

��(y

2

) ; en

e�et, (x

1

; x

2

) � (�(x

2

); x

2

) � (x

1

; �[�(x

2

)]), ce qui donne, par ind�ependance, (x

1

; x

2

) �

(x

1

; �[�(x

2

)]) � (x

1

��(x

2

); x

2

). Par cons�equent, suivant la repr�esentabilit�e de f

1

, pour

tous (x

1

; x

2

); (y

1

; y

2

) - (x

1

; x

2

), (x

1

; x

2

) % (y

1

; y

2

), f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

).

Pour montrer que l'additivit�e est v�eri��ee sur toute la structure, il su�t de consid�erer

le cas o�u (x

1

; x

2

); (y

1

; y

2

) % (x

1

; x

2

). Supposons que (x

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

), et, sans perte de

g�en�eralit�e, que y

1

%

1

x

1

et x

2

%

2

y

2

. Puisque (y

1

; x

2

) % (x

1

; x

2

) � (x

1

; x

2

) % (y

1

; x

2

),

il existe z

2

tel que (y

1

; z

2

) � (x

1

; x

2

). De même, il existe z

1

tel que (z

1

; x

2

) � (x

1

; x

2

).

D'apr�es la condition de Thomsen, (x

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

) et (y

1

; z

2

) � (z

1

; x

2

), on a (x

1

; z

2

) �

(z

1

; y

2

). D'apr�es l'axiome d'ind�ependance, (x

1

; x

2

) % (x

1

; z

2

); (z

1

; y

2

). Donc, d'apr�es ce

qui pr�ec�ede,

f

1

(y

1

) + f

2

(z

2

) = f

1

(z

1

) + f

2

(x

2

) et f

1

(x

1

) + f

2

(z

2

) = f

1

(z

1

) + f

2

(y

2

) ;

d'o�u

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) = f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

):
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Si (x

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

), alors, par solvabilit�e restreinte, il existe t

1

tel que x

1

�

1

t

1

et

(t

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

). Alors,

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) > f

1

(t

1

) + f

2

(x

2

) = f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

):

Il faut maintenant abandonner l'hypoth�ese que (X

1

;X

2

;%) est born�e et sym�etrique.

D'apr�es l'essentialit�e et la solvabilit�e restreinte, il existe x

1

�

1

x

1

et x

2

�

2

x

2

tels que

(x

1

; x

2

) � (x

1

; x

2

). On a d�ej�a montr�e que ceci d�etermine les bornes d'une structure

sym�etrique born�ee. Il su�t donc de montrer que la repr�esentation additive d�e�nie sur

chacune de ces sous-structures sym�etriques born�ees peut être �etendue �a l'ensemble de

(X

1

;X

2

;%).

Soient x

1

; x

1

; x

2

; x

2

, les bornes d'une sous-structure sym�etrique born�ee de l'ensemble

(X;%). Si x

1

�

1

x

1

(resp. x

1

�

1

x

1

), alors il existe une s�equence standard d�ecroissante

(resp. croissante), d�enot�ee x

0

1

= x

1

; x

�1

1

; : : : ; x

�p

1

(resp. x

0

1

= x

1

; x

1

1

; : : : ; x

m

1

), telle que

(x

�i

1

; x

2

) � (x

�i�1

1

; x

2

) (resp. (x

i+1

1

; x

2

) � (x

i

1

; x

2

)) et x

1

%

1

x

�p

1

�

1

x

1

(resp. x

1

%

1

x

m

1

�

1

x

1

) ; p (resp. m) est alors unique. Mais alors, on peut �etendre une repr�esentation

f

1

; f

2

sur une sous-structure born�ee sym�etrique en normalisant f

1

(x

1

) = f

2

(x

2

) = 1,

f

1

(x

1

) = f

2

(x

2

) = 0, et en imposant f

1

(x

1

) = p + f

1

(x

�p

1

) ou f

1

(x

1

) = �m + f

1

(x

m

1

),

suivant que x

1

�

1

x

1

ou x

1

�

1

x

1

. f

2

s'�etend de la même mani�ere. Ces extensions

sont clairement n�ecessaires si l'on veut obtenir une repr�esentation additive ; cela prouve

donc l'unicit�e d�ecrite dans l'�enonc�e du th�eor�eme. Il reste maintenant �a montrer que les

fonctions ainsi �etendues sont des repr�esentations additives.

Tout d'abord, il est facile de prouver que les f

i

repr�esentent %

i

. Il ne reste donc plus

qu'�a montrer que (x

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

) implique f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) = f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) (par

solvabilit�e restreinte, on peut se passer d'examiner des pr�ef�erences strictes).

Supposons donc que (x

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

), avec x

2

%

2

x

2

; y

2

%

2

x

2

. Supposons que

x

1

�

1

y

1

et y

1

�

1

x

1

; la d�emonstration est similaire dans les autres cas. Puisque x

1

�

1

x

1

, on peut construire la s�equence standard d�ecrite plus haut. D'abord, supposons que

le n de cette s�equence soit le même pour x

1

et y

1

. R�esolvons les indi��erences suivantes :

(x

0

1

; x

2

) � (x

1

; x

2

) et (y

0

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

). D'apr�es la condition de Thomsen, (x

0

1

; x

2

) �

(x

�1

1

; x

2

) et (y

0

1

; x

2

) � (y

�1

1

; y

2

) impliquent (x

�1

1

; x

2

) � (y

�1

1

; y

2

). Par r�ecurrence, on

obtient (x

�p

1

; x

2

) � (y

�p

1

; y

2

), et f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) = f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

). Si les entiers p sont

di��erents pour x

1

et y

1

, on construit une s�equence standard x

0

1

; x

1

1

; : : : ; x

p

1

avec x

0

1

= x

1

,

x

1

1

= x

1

, x

1

�

1

x

p

1

%

1

y

1

et (x

p

1

; x

1

) % (x

1

; x

2

). On r�esout alors (x

p

1

; x

0

2

) � (x

1

; x

2

).

N�ecessairement y

1

�

1

x

p�1

1

. D'apr�es ce qui pr�ec�ede, on a alors (x

�p

1

; x

2

) � (x

0

1

; x

0

2

) et

(y

�p+1

1

; y

2

) � (x

1

1

; x

0

2

).

Par cons�equent, il existe une repr�esentation additive sur l'ensemble X

1

� fp : x

2

%

2

p %

2

x

2

g, pour x

2

�

2

x

2

tel qu'il existe x

1

; x

1

tels que (x

1

; x

2

) � (x

1

; x

2

). Une argumen-

tation sym�etrique s'applique pour X

2

et x

1

; x

1

. Remarquons que l'axiome d'�elimination

(C

3

) est v�eri��e sur (X

1

;X

2

;%), puisqu'on peut exhiber des sous-structures sym�etriques

born�ees de taille arbitraire et poss�edant une repr�esentation additive. Nous utilisons

maintenant (C

3

) pour conclure cette d�emonstration.

Si x

1

�

1

x

1

et x

2

�

2

x

2

, nous utilisons (C

3

) pour obtenir (x

1

; x

2

) � (x

�1

1

; x

1

2

), et,

par d�e�nition, f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) = f

1

(x

�1

1

) + f

2

(x

1

2

). On continue ainsi jusqu'�a ce que

x

1

%

1

(x

�p

1

) ou (x

m

2

) %

2

x

2

. Ainsi, si (x

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

), on peut se restreindre aux deux
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cas suivants : (x

1

; y

1

%

1

x

1

et x

2

; y

2

%

2

x

2

) ou bien (x

1

%

1

x

1

; y

1

et x

2

%

2

x

2

; y

2

). Par

sym�etrie, on ne consid�ere que le premier cas. D'apr�es ce qui pr�ec�ede, il su�t seulement

d'�etudier le cas o�u x

1

�

1

x

1

et y

2

�

2

x

2

. D'apr�es (C

3

), (x

�1

1

; y

2

) � (x

1

; y

�1

2

), d'o�u,

d'apr�es la condition de Thomsen, (x

�1

1

; x

2

) � (y

1

; y

�1

2

). On peut continuer ainsi jusqu'�a

(x

�i

1

; x

�j

2

) � (y

�m

1

; y

�p

2

), o�u 0 � i; j;m; p, i + j = m + p, et au moins trois des quatre

�el�ements x

�i

1

, y

�m

1

, x

�j

2

, y

�p

2

sont entre x

1

; x

1

ou x

2

; x

2

. Ainsi,

f

1

(x

�i

1

) + f

2

(x

�j

2

) = f

1

(y

�m

1

) + f

2

(y

�p

2

):

�

Avant de prouver le th�eor�eme 3.5, nous introduisons un lemme qui permet de consi-

d�erer, non plus

Q

n

i=1

X

i

dans son ensemble mais seulement un ensemble de produits

cart�esiens de deux composants.

Lemme 3.1 Supposons que n � 3 et que (X;%) v�eri�e l'ind�ependance (axiome 2.2),

l'axiome archim�edien (axiome 3.3), la solvabilit�e restreinte par rapport �a tous les

composants (axiome 3.4), l'essentialit�e (axiome 3.5). Alors, pour i; j 2 f1; : : : ; ng,

i 6= j, la relation %

ij

satisfait la condition d'�elimination (C

2

).

D�emonstration du lemme 3.1 : Supposons que, pour x

i

; y

i

; z

i

2 X

i

et x

j

; y

j

; z

j

2

X

j

, i 6= j, (x

i

; z

j

) %

ij

(z

i

; y

j

) et (z

i

; x

j

) %

ij

(y

i

; z

j

). Nous allons montrer qu'alors

(x

i

; x

j

) %

ij

(y

i

; y

j

). Puisque la conclusion est �evidente d'apr�es l'ind�ependance lorsque

x

i

%

i

y

i

et x

j

%

j

y

j

, nous supposons que soit x

i

%

i

y

i

et y

j

�

j

x

j

, soit y

i

�

i

x

i

et

x

j

%

j

y

j

. Nous ne donnons la d�emonstration que dans le premier cas, le second �etant

similaire.

Si, pour tout couple d'�el�ements distincts u

i

; v

i

2 fx

i

; y

i

; z

i

g, il existe x

k

; y

k

2 X

k

,

k 6= i; j, tel que (u

i

; x

k

) �

ik

(v

i

; y

k

), ou si, pour tout couple d'�el�ements distincts u

j

; v

j

2

fx

j

; y

j

; z

j

g, il existe x

0

k

; y

0

k

2 X

k

, k 6= i; j, tels que (u

j

; x

0

k

) �

jk

(v

j

; y

0

k

), alors, la condition

de Thomsen est facilement d�emontrable. Nous le montrons pour deux cas, les quatre

autres �etant similaires.

Premi�erement, supposons que u

i

= x

i

et v

i

= z

i

, c'est-�a-dire que (x

i

; x

k

) �

ik

(z

i

; y

k

) ;

alors, par hypoth�ese et d'apr�es l'axiome d'ind�ependance, (z

i

; z

j

; y

k

) �

ijk

(x

i

; z

j

; x

k

) %

ijk

(z

i

; y

j

; x

k

), ce qui implique que (z

j

; y

k

) %

jk

(y

j

; x

k

), entrâ�nant ainsi (x

i

; x

j

; x

k

) �

ijk

(z

i

; x

j

; y

k

) %

ijk

(y

i

; z

j

; y

k

) %

ijk

(y

i

; y

j

; x

k

). Donc, par ind�ependance, (x

i

; x

j

) %

ij

(y

i

; y

j

).

Dans le deuxi�eme cas, supposons que (x

j

; x

0

k

) �

jk

(y

j

; y

0

k

). Alors, (x

i

; z

j

; y

0

k

) %

ijk

(z

i

; y

j

; y

0

k

) �

ijk

(z

i

; x

j

; x

0

k

) %

ijk

(y

i

; z

j

; x

0

k

), ce qui implique que (x

i

; y

0

k

) %

ik

(y

i

; x

0

k

), d'o�u

(x

i

; x

j

; y

0

k

) %

ijk

(y

i

; x

j

; x

0

k

) �

ijk

(y

i

; y

j

; y

0

k

), et, donc (x

i

; x

j

) %

ij

(y

i

; y

j

).

Donc, maintenant, nous supposons qu'aucun �el�ement de X

k

similaire �a ceux d�ecrits

ci-dessus n'existe. Par solvabilit�e restreinte, soit (x

i

; x

k

) �

ik

(y

i

; y

k

) pour tous x

k

; y

k

,

soit (y

i

; y

k

) �

ik

(x

i

; x

k

). Puisque nous avons suppos�e que x

i

%

i

y

i

et (x

i

; x

k

) %

ik

(y

i

; x

k

),

la premi�ere alternative doit être la bonne. De la même mani�ere, pour tous x

k

; y

k

,

(y

j

; x

k

) �

jk

(x

j

; y

k

). Puisque X

k

est essentiel, il existe x

k

; y

k

tels que x

k

�

k

y

k

.

Supposons que fx

0

i

; : : : ; x

p

i

g et fy

0

j

; : : : ; y

p

j

g soient des s�equences standards relatives

�a x

k

; y

k

et telles que x

0

i

= x

i

et y

0

j

= y

j

. Alors, pour 0 � l < p et 0 < m � p,
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on a (x

l

i

; y

m

j

; x

k

) �

ijk

(x

l

i

; y

m�1

j

; y

k

) �

ijk

(x

l+1

i

; y

m�1

j

; x

k

), de telle sorte que fx

l

i

g et

fy

m

j

g sont duales. Supposons qu'on a construit les s�equences jusqu'�a x

p�1

i

et y

p�1

j

,

pour p � 1. Si (x

p�1

i

; y

k

) �

ik

(y

i

; x

k

), alors, par solvabilit�e restreinte, il existe x

p

i

tel

que (x

p

i

; x

k

) �

ik

(x

p�1

i

; y

k

). Maintenant, si (x

j

; x

k

) %

jk

(y

p�1

j

; y

k

), on a (x

i

; x

j

; x

k

) =

(x

0

i

; x

j

; x

k

) %

ijk

(x

0

i

; y

p�1

j

; y

k

) �

ijk

(x

p�1

i

; y

0

j

; y

k

) �

ijk

(y

i

; y

0

j

; x

k

) = (y

i

; y

j

; x

k

), et, donc

(x

i

; x

j

) %

ij

(y

i

; y

j

). Supposons maintenant que (y

p�1

j

; y

k

) �

jk

(x

j

; x

k

), alors, par solva-

bilit�e restreinte, il existe y

p

j

.

D'apr�es la propri�et�e archim�edienne, cette construction est �nie, et il existe p � 1

tel que (x

p�1

i

; y

k

) �

ik

(y

i

; x

k

) %

ik

(x

p

i

; y

k

). On remarque que si (x

l

i

; z

j

) %

ij

(z

i

; y

l

j

),

alors, puisque (x

l+1

i

; y

l

j

) �

ij

(x

l

i

; y

l+1

j

) et (x

l+1

i

; x

k

) �

ik

(x

l

i

; y

k

), la premi�ere partie de la

d�emonstration nous donne (x

l+1

i

; z

j

) %

ij

(z

i

; y

l+1

j

). Puisque ceci est vrai pour l = 0, par

hypoth�ese, c'est encore vrai jusqu'�a (x

p

i

; z

j

) %

ij

(z

i

; y

p

j

). Mais alors, puisque (z

i

; x

j

) %

ij

(y

i

; z

j

), d'apr�es la premi�ere partie de la d�emonstration, on a (x

p

i

; x

j

) %

ij

(y

i

; y

p

j

).

Puisque (x

p

i

; x

k

) �

ik

(y

i

; x

k

) %

ik

(x

p

i

; y

k

), il existe z

k

2 X

k

tel que (x

p

i

; z

k

) �

ik

(y

i

; x

k

), et la premi�ere partie de la d�emonstration peut alors s'appliquer. A partir de

ce moment, on parcourt la s�equence standard en sens inverse : (x

l+1

i

; x

j

) %

ij

(y

i

; y

l+1

j

)

et (x

l

i

; y

l+1

j

) �

ij

(x

l+1

i

; y

l

j

) impliquent que (x

l

i

; x

j

) %

ij

(y

i

; y

l

j

). Sachant que c'est vrai

pour l + 1 = p, par r�ecurrence sur l, ce doit aussi être vrai pour l = 0 ; et donc

(x

i

; x

j

) %

ij

(y

i

; y

j

). �

D�emonstration du th�eor�eme 3.5 : Je vais appliquer ici une d�emonstration tir�ee de

Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1971). Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer

que tous les composants sont essentiels. On commence par montrer qu'il existe une sous-

structure sym�etrique sur laquelle le th�eor�eme est v�eri��e. Soient x

0

i

; x

1

i

2 X

i

et x

0

j

; x

1

j

2

X

j

tels que x

1

i

�

i

x

0

i

et x

1

j

�

j

x

0

j

. Si (x

0

i

; x

1

j

) �

ij

(x

1

i

; x

0

j

), nous acceptons ces �el�ements

dans notre sous-structure. Si (x

1

i

; x

0

j

) �

ij

(x

0

i

; x

1

j

), alors, puisque (x

0

i

; x

1

j

) �

ij

(x

0

i

; x

0

j

),

par solvabilit�e restreinte, il existe x

2

i

2 X

i

tel que x

2

i

�

i

x

0

i

et (x

2

i

; x

0

j

) �

ij

(x

0

i

; x

1

j

).

Si (x

0

i

; x

1

j

) �

ij

(x

1

i

; x

0

j

), alors, un proc�ed�e similaire montre qu'il existe x

2

j

2 X

j

tel que

x

1

j

�

j

x

2

j

et (x

1

i

; x

2

j

) �

ij

(x

0

i

; x

1

j

). Dans tous les cas, on a exhib�e une indi��erence |

cela correspond �a la courbe d'indi��erence allant du coin sup�erieur gauche de notre sous-

structure jusqu'au coin inf�erieur droit (dans la �gure 3.5). Pour simpli�er la notation

du reste de la d�emonstration, on supposera dans la suite que l'on a exhib�e x

0

i

; x

1

i

2 X

i

et x

0

j

; x

1

j

2 X

j

tels que x

1

i

�

i

x

0

i

, x

1

j

�

j

x

0

j

et (x

0

i

; x

1

j

) �

ij

(x

1

i

; x

0

j

).

On peut aussi construire x

1

k

; x

0

k

2 X

k

tels que (x

0

j

; x

1

k

) �

jk

(x

1

j

; x

0

k

). D'apr�es l'axiome

d'ind�ependance, (x

0

i

; x

1

k

) �

ik

(x

1

i

; x

0

k

). On peut continuer par r�ecurrence, et il est fa-

cile de voir que chaque sous-structure �a deux composants born�ee par ces �el�ements est

sym�etrique. D'apr�es le lemme 3.1, (X

i

;X

j

;%

ij

) v�eri�e les conditions d'application du

th�eor�eme 3.4. Par cons�equent, (X

i

;X

j

;%

ij

) admet une repr�esentation additive f

i

+ f

j

.

En fait, on peut s�electionner des fonctions f

1

; : : : ; f

n

telles que toute paire de fonc-

tions est une utilit�e additive sur une sous-structure sym�etrique. Pour montrer cela, il

su�t de montrer que, pour tout triplet (i; j; k) tel que i 6= j, j 6= k et i 6= k, les op�era-

tions �, � et � | comme d�e�nies dans la d�e�nition 3.6 | induites sur j par i et k sont

identiques.
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D'apr�es l'ind�ependance, quel que soit x

j

2 X

j

, (x

i

; x

j

; �

k

(x

j

)) �

ijk

(x

i

; x

j

; a

k

) �

ijk

(�

i

(x

j

); x

j

; a

k

). Donc, encore d'apr�es l'ind�ependance, pour tous x

j

; y

j

2 X

j

, (�

i

(y

j

); x

j

�

k

y

j

; a

k

) �

ijk

(�

i

(y

j

); x

j

; �

k

(y

j

)) �

ijk

(x

i

; x

j

�

i

y

j

; �

k

(y

j

)) �

ijk

(�

i

(y

j

); x

j

�

i

y

j

; a

k

). Par

cons�equent, x

j

�

k

y

j

�

j

x

j

�

i

y

j

. Ainsi, si f

i

; f

j

et g

j

; g

k

sont des repr�esentations addi-

tives, d'apr�es l'unicit�e d�ecrite dans le th�eor�eme 3.6, il existe une transformation lin�eaire

permettant de passer de g

j

; g

k

�a f

j

; f

k

. Il n'est pas di�cile de voir que f

i

+ f

k

est aussi

une repr�esentation additive.

Supposons que x

i

; y

i

2 X

i

, x

j

; y

j

2 X

j

et x

k

; y

k

2 X

k

appartiennent tous �a la

sous-structure sym�etrique et que (x

i

; x

j

; x

k

) %

ijk

(y

i

; y

j

; y

k

), alors on montre que

f

i

(x

i

) + f

j

(x

j

) + f

k

(x

k

) � f

i

(y

i

) + f

j

(y

j

) + f

k

(y

k

):

C'est �evident lorsque x

i

%

i

y

i

, x

j

%

j

y

j

et x

k

%

k

y

k

; donc, nous supposons qu'au moins

une de ces in�egalit�es n'est pas v�eri��ee. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que

(1) x

i

%

i

y

i

, x

j

%

j

y

j

, y

k

�

k

x

k

ou (2) x

i

%

i

y

i

, y

j

�

j

x

j

, y

k

�

k

x

k

:

(1) Si (x

i

; x

k

) %

ik

(y

i

; y

k

), alors f

i

(x

i

)+f

k

(x

k

) � f

i

(y

i

)+f

k

(y

k

). Or x

j

%

j

y

j

implique

que f

j

(x

j

) � f

j

(y

j

). Donc f

i

(x

i

) + f

j

(x

j

) + f

k

(x

k

) � f

i

(y

i

) + f

j

(y

j

) + f

k

(y

k

). Sinon,

(y

i

; y

k

) �

ik

(x

i

; x

k

). Or on sait que (x

i

; y

k

) %

ik

(y

i

; y

k

). Donc, par solvabilit�e restreinte,

il existe z

k

2 X

k

tel que (y

i

; y

k

) �

ik

(x

i

; z

k

). Ainsi, (x

i

; x

j

; x

k

) %

ijk

(y

i

; y

j

; y

k

) �

ijk

(x

i

; y

j

; z

k

), et, donc, (x

j

; x

k

) %

jk

(y

j

; z

k

), ce qui entrâ�ne f

j

(x

j

) + f

k

(x

k

) � f

j

(y

j

) +

f

k

(z

k

). A partir de (x

i

; z

k

) �

ik

(y

i

; y

k

), on a f

i

(x

i

) + f

k

(z

k

) = f

i

(y

i

) + f

k

(y

k

). En

additionnant les deux derni�eres �equations, et en soustrayant f

k

(z

k

), on obtient f

i

(x

i

) +

f

j

(x

j

) + f

k

(x

k

) � f

i

(y

i

) + f

j

(y

j

) + f

k

(y

k

).

(2) y

j

�

j

x

j

et y

k

�

k

x

k

impliquent que (x

i

; x

j

; y

k

) �

ijk

(x

i

; x

j

; x

k

) %

ijk

(y

i

; y

j

; y

k

)

�

ijk

(y

i

; x

j

; y

k

). Donc, par solvabilit�e restreinte, il existe z

i

2 X

i

tel que (z

i

; x

j

; y

k

) �

ijk

(x

i

; x

j

; x

k

) %

ijk

(y

i

; y

j

; y

k

). Ainsi, f

i

(x

i

) + f

k

(x

k

) = f

i

(z

i

) + f

k

(y

k

) et f

i

(z

i

) + f

j

(x

j

) �

f

i

(y

i

)+f

j

(y

j

). En additionnant ces in�egalit�es, et en soustrayant f

i

(z

i

), on obtient f

i

(x

i

)+

f

j

(x

j

) + f

k

(x

k

) � f

i

(y

i

) + f

j

(y

j

) + f

k

(y

k

).

Par r�ecurrence, on �etend la propri�et�e de repr�esentabilit�e additive de 3 �a n compo-

sants. Mais jusqu'ici, on s'est plac�e dans une sous-structure sym�etrique born�ee. Il faut

maintenant �etendre la repr�esentation �a X. Pour ce faire, on utilise le même proc�ed�e que

pour le th�eor�eme 3.4, c'est-�a-dire en utilisant l'axiome d'�elimination (C

3

). L'unicit�e de

la repr�esentation provient directement de l'unicit�e pour tout produit cart�esien �a deux

composants. �

3.6 R�esum�e

A partir de ce chapitre, nous nous int�eressons uniquement au cas o�u X, l'ensemble

de toutes les cons�equences pouvant r�esulter des alternatives o�ertes au d�ecideur, est

in�ni (dans le cas contraire, l'existence de fonctions d'utilit�e additives correspond �a la

non vacuit�e d'un poly�edre), et, de plus, est un produit cart�esien.

Lorsque X est in�ni, l'existence de fonctions d'utilit�e additives peut être prouv�ee ou

r�efut�ee par des m�ethodes faisant appel �a deux technologies math�ematiques di��erentes :
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la topologie et l'alg�ebre. Dans cette derni�ere, le coeur du probl�eme consiste �a essayer

de se placer dans les conditions d'application du th�eor�eme de H�older (voir page 33),

ou, tout du moins, d'une variante de ce th�eor�eme. Celui-ci stipule que (G;�;�) est un

groupe archim�edien si et seulement s'il existe une fonction f qui repr�esente � et qui est

additivement s�eparable par rapport �a la loi � | c'est-�a-dire f(x � y) = f(x) + f(y).

Dans ce cas, f est unique �a une transformation lin�eaire strictement positive pr�es.

La section 3.3 regroupe les th�eor�emes d'existence sous l'hypoth�ese de solvabilit�e non

restreinte ; selon celle-ci, quels que soient x; y 2 X et i 2 f1; : : : ; ng, il existe un �el�ement

z 2 X obtenu �a partir de y en modi�ant uniquement le i

�eme

composant de y | c'est-�a-

dire z

j

= y

j

pour tout j 6= i | et tel que z est indi��erent �a x. La section 3.4 regroupe

les th�eor�emes d'existence sous l'hypoth�ese de solvabilit�e restreinte ; celle-ci exprime le

fait que, pour tous x; y; z 2 X, et tout i 2 f1; : : : ; ng, tels que y et z ne di��erent

que par leur i

�eme

composant et y - x - z, il existe t 2 X obtenu �a partir de y en

modi�ant uniquement le i

�eme

composant de y (ou de z) et tel que x est indi��erent �a

t. Ces deux sections n�ecessitent en outre un axiome archim�edien, qui stipule que toute

s�equence d'�el�ements �equi-espac�es x

k

i

deX

i

| c'est-�a-dire toute s�equence telle qu'il existe

a; b 2 X tels que (x

k

i

; (a

j

; j 6= i)) est indi��erent �a (x

k+1

i

; (b

j

; j 6= i)) ; on emploie aussi

le terme de s�equence standard | born�ee par deux �el�ements de X est forc�ement �nie.

Grâce �a ces axiomes, on obtient les th�eor�emes d'existence suivants :

{ Si X est un produit cart�esien de dimension n, et % un pr�eordre large total sur X,

v�eri�ant :

{ l'axiome d'ind�ependance (axiome 2.2),

{ la condition de Thomsen (axiome 2.3) si n = 2,

{ l'axiome archim�edien (axiome 3.3),

{ soit la solvabilit�e non restreinte (axiome 3.1) par rapport �a tous les compo-

sants de X, soit la solvabilit�e restreinte (axiome 3.4) ainsi que l'essentialit�e

(axiome 3.5) par rapport �a tous les composants de X,

{ alors, il existe des fonctions �a valeurs dans R , f

i

sur X

i

, i = 1; : : : ; n, telles que

(x

1

; : : : ; x

n

) % (y

1

; : : : ; y

n

),

n

X

i=1

f

i

(x

i

) �

n

X

i=1

f

i

(y

i

) pour tous x; y 2 X ;

{ alors, si g

i

, i = 1; : : : ; n, sont aussi des fonctions d'utilit�e additives, il existe des

constantes a > 0 et b

i

2 R , i = 1; : : : ; n, tels que

g

i

(�) = a � f

i

(�) + b

i

, i = 1; : : : ; n:

On dit aussi que f est unique �a une transformation a�ne strictement positive

pr�es, qu'elle est unique �a une �echelle et une translation pr�es, ou bien encore que

f est cardinale.
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Chapitre 4

L'approche topologique

L'utilit�e est tellement une propri�et�e de la v�erit�e qu'elle

en indique sûrement ou la pr�esence ou les approches.

Joseph Joubert

H

istoriquement parlant, il semblerait que les premiers r�esultats r�eellement con-

cluants sur l'existence de fonctions d'utilit�e additivement s�eparables suivaient

cette approche, cf. Debreu (1960) et Debreu (1964). Elle a d'ailleurs �et�e

adopt�ee et l'est encore par de nombreux auteurs ; citons par exemple Fi-

shburn (1970), Wakker (1989) et Fuhrken et Richter (1991) pour des r�esultats sur des

produits cart�esiens, et Segal (1991), Segal (1994) et Chateauneuf et Wakker (1993) pour

des r�esultats sur des sous-ensembles de produits cart�esiens. Son terrain d'application de

pr�edilection est le milieu �economique ; voir par exemple Koopman (1972). Comme je

l'avais �evoqu�e �a la �n du chapitre 2 et au d�ebut du chapitre 3, l'approche topologique

consiste �a introduire des conditions non n�ecessaires pour l'existence de fonctions d'utilit�e

additives mais \tr�es facilement" testables, de mani�ere �a induire l'ensemble des condi-

tions d'�elimination �a partir de l'ind�ependance et d'une condition s'apparentant �a la

condition de Thomsen (la condition de l'hexagone).

L'avantage de l'approche topologique par rapport �a l'approche alg�ebrique est double :

d'abord, les d�emonstrations sont tr�es graphiques car elles se rapprochent de la \web

theory", ce qui les rend relativement simples �a comprendre ; ensuite, les hypoth�eses

que requiert cette approche sont particuli�erement adapt�ees au domaine �economique.

Cependant, comme il est fort justement pr�ecis�e dans Wakker (1988) et Wakker (1989),

les hypoth�eses employ�ees dans l'approche topologique sont plus restrictives que celles de

l'approche alg�ebrique ; plus exactement, les axiomes n�ecessaires �a l'approche topologique

impliquent ceux de l'approche alg�ebrique. Par cons�equent, les th�eor�emes d'existence

obtenus dans ce chapitre sont moins g�en�eraux que ceux du chapitre pr�ec�edent. Quoi

qu'il en soit, �a titre de comparaison avec les r�esultats que je vais expliciter dans la

deuxi�eme partie de ce m�emoire, il m'a sembl�e utile de pr�esenter ici les r�esultats obtenus

par cette approche.

Ce chapitre est scind�e en 4 sections. Dans la premi�ere, je rappelle bri�evement quelques

61
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notions de topologie. La deuxi�eme section est consacr�ee �a la pr�esentation d'un th�eor�eme

d'existence de fonctions d'utilit�e additives ; j'y d�ecris en particulier la condition de

l'hexagone, je montre les id�ees intuitives cach�ees derri�ere ce th�eor�eme, et j'e�ectue une

correspondance entre les hypoth�eses de l'approche topologique et celles de l'approche

alg�ebrique. La troisi�eme section est un rapide r�esum�e. En�n, la quatri�eme et derni�ere

section renferme la bibliographie du chapitre.

4.1 Quelques notions topologiques

Avant d'aborder le probl�eme des fonctions d'utilit�e additives, il convient de fournir

au lecteur peu familiaris�e avec la topologie quelques d�e�nitions de base.

D�e�nition 4.1 (topologie) Soit X un ensemble, et T un ensemble de sous-

ensembles de X. T est une topologie (sur X) si T contient � et X, ainsi que toute

intersection �nie ou union de ses �el�ements. On dit alors que (X;T ) est un espace

topologique.

Exemple 4.1 Soit X un ensemble. Alors P(X), l'ensemble des parties de X est une

topologie sur X ; on l'appelle la topologie discr�ete. f�;Xg est aussi une topologie ;

c'est la topologie grossi�ere. �

D�e�nition 4.2 (ouvert/ferm�e) Les ouverts sont les �el�ements de T . Les ferm�es

sont les compl�ementaires dans X des �el�ements de T .

D�e�nition 4.3 (connexit�e) Un espace topologique est connexe si les seuls en-

sembles qui sont �a la fois ouverts et ferm�es sont � et X, c'est-�a-dire s'il n'existe pas

de sous-ensembles ouverts G;H de X, autres que � et X, tels que G \ H = � et

G [H = X. La même d�e�nition s'applique pour G et H ferm�es.

Exemple 4.2 R , muni de la topologie euclidienne | c'est-�a-dire de la topologie telle

que tout ouvert est un intervalle ouvert de R | est connexe ; dans cette topologie,

tout intervalle de R est connexe. �

D�e�nition 4.4 (densit�e) Un ensemble E � X est dense si son intersection avec

n'importe quel ouvert est non vide.

Exemple 4.3 L'ensemble des rationnels est dense dans R car entre deux r�eels, il

existe toujours un rationnel. �

D�e�nition 4.5 (s�eparabilit�e) Un espace topologique est s�eparable s'il contient un

ensemble dense d�enombrable.
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Exemple 4.4 R est s�eparable car l'ensemble des rationnels est dense dans R et est

d�enombrable. �

D�e�nition 4.6 (topologie produit) Soit X =

Q

i2I

X

i

, o�u chaque X

i

est muni

d'une topologie T

i

. La topologie produit sur X est la plus petite topologie contenant

tous les sous-ensembles de X de la forme E

i

�

Q

j 6=i

X

j

, i 2 I et E

i

2 T

i

.

D�e�nition 4.7 (pr�eordre large total continu) Un pr�eordre large total % est dit

continu si, quel que soit y, les ensembles fx tels que x � yg et fx tels que x � yg

sont des ouverts.

4.2 Repr�esentations additives

Forts de toutes ces notions, nous nous plongeons maintenant dans l'univers fascinant

de l'utilit�e additivement s�eparable. Nous allons voir en particulier un th�eor�eme d'exis-

tence et montrer son lien avec les th�eor�emes du chapitre 3. Mais, tout d'abord, nous

devons introduire une nouvelle condition : la condition de l'hexagone.

4.2.1 La condition de l'hexagone

C'est une condition n�ecessaire pour l'existence de toute fonction d'utilit�e additive

puisque c'est une sous-partie de la condition d'�elimination d'ordre 3. L�a encore, comme

pour la condition de Thomsen, elle n'est utile que pour des produits cart�esiens de dimen-

sion 2 ; en dimension sup�erieure ou �egale �a 3, elle est en e�et induite par l'ind�ependance

et la condition structurelle employ�ee dans toute l'approche topologique : la connexit�e

des X

i

.

Axiome 4.1 (condition de l'hexagone) Soit X = X

1

�X

2

, et % un pr�eordre

large total sur X. Si (x

1

; z

2

) � (y

1

; x

2

), (x

1

; y

2

) � (y

1

; z

2

) et (y

1

; z

2

) � (z

1

; x

2

), alors

(y

1

; y

2

) � (z

1

; z

2

).

L'interpr�etation graphique de cette condition est fournie par la �gure 4.1.

4.2.2 Le th�eor�eme topologique central

Th�eor�eme 4.1 Soit X =

Q

n

i=1

X

i

. Supposons que chaque X

i

est un espace to-

pologique connexe (d�e�nition 4.3) et s�eparable (d�e�nition 4.5), et que X est muni

de la topologie produit (d�e�nition 4.6). Supposons de plus qu'au moins deux compo-

sants X

i

soient essentiels (axiome 3.5), et que % soit un pr�eordre large total continu

(d�e�nition 4.7) v�eri�ant l'axiome d'ind�ependance (2.2), et, lorsque seulement deux

composants sont essentiels, la condition de l'hexagone (axiome 4.1) sur ces compo-

sants. Alors il existe une fonction d'utilit�e additive repr�esentant %, continue et unique

�a une transformation a�ne strictement positive pr�es.
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X

2
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2

z

2

y

2

y

1

x

1

z

1

X

1

Fig. 4.1: La condition de l'hexagone.

Notons que l'on fait une di��erence entre le fait que deux composants sont essentiels

et le fait que plus de deux composants sont essentiels. Celle-ci se situe dans l'utilisation

ou non de la condition de l'hexagone. Or cette condition est r�eellement tr�es similaire �a

la condition de Thomsen. On voit donc que le th�eor�eme ci-dessus suit bien les traces de

ceux pr�esent�es dans le chapitre pr�ec�edent. Le lecteur int�eress�e par ce th�eor�eme pourra

se r�ef�erer �a Wakker (1989), o�u il est d�ecrit et comment�e avec moulte d�etails.

Le but de la premi�ere partie de ce m�emoire n'est pas de dresser un catalogue des

r�esultats classiques sur l'existence de fonctions d'utilit�e additives, mais plutôt d'o�rir

au lecteur des �el�ements de r�ef�erence avec lesquels pourront être compar�es les r�esultats

de la partie 2. Deux crit�eres me semblent pertinents pour cette comparaison : la g�en�e-

ralit�e/applicabilit�e des th�eor�emes d'existence, et la simplicit�e (je devrais plutôt dire la

complexit�e) de leurs d�emonstrations. Pour l'approche topologique, ce deuxi�eme crit�ere

ne me parâ�t pas avoir beaucoup de sens ; en e�et, bien que n'utilisant dans ses d�emons-

trations que des notions d'analyse, l'approche suivie dans la deuxi�eme partie de la th�ese

(que j'appelle approche analytique) n'utilise que le syst�eme d'axiomes de l'approche

alg�ebrique. Ainsi, les hypoth�eses de l'approche topologique et de l'approche analytique

�etant vraiment tr�es di��erentes, je ne vois vraiment pas ce que pourrait apporter une

comparaison de leurs syst�emes de d�emonstrations respectifs ; aussi, me parâ�t-il inutile

de d�emontrer ici le th�eor�eme ci-dessus. Le lecteur int�eress�e par une d�emonstration d�e-

taill�ee se r�ef�erera �a Wakker (1989).

4.2.3 Id�ees intuitives du th�eor�eme

L'id�ee du th�eor�eme ci-dessus | tout comme sa d�emonstration dans Wakker (1989)

| est d'utiliser les di��erents axiomes pour construire une fonction d'utilit�e additive,

mettant ainsi en �evidence l'existence de ladite fonction. Le principe de construction est

d�ecrit enti�erement dans la �gure 4.2. Si une repr�esentation additive existe, alors toute
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transform�ee a�ne strictement positive de cette fonction est aussi une utilit�e repr�esentant

%. Par cons�equent, on peut prendre un point x

0

2 X quelconque et lui a�ecter les valeurs

f

j

(x

0

j

) = 0, j = 1; : : : ; n. De même, on choisit un x

1

1

2 X

1

tel que x

1

1

�

1

x

0

1

, et auquel on

a�ecte la valeur f

1

(x

1

1

) = 1. Mais, dans ce cas, il existe x

1

j

tel que (x

0

1

; x

1

j

) �

1j

(x

1

1

; x

0

j

).

On a�ecte alors la valeur f

j

(x

1

j

) = 1. On continue ainsi en cr�eant une s�equence standard

fx

0

j

; x

1

j

; : : : ; x

n

j

; : : :g, �a laquelle on a�ecte les valeurs f

j

(x

k

j

) = k.

j-è
m

e 
co

or
do

nn
ée
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Fig. 4.2: Construction des s�equences standards

De même, au lieu de cr�eer cette s�equence verticalement (voir �gure 4.2), on peut

aussi cr�eer une s�equence horizontalement, c'est-�a-dire cr�eer f

1

(x

2

1

); f

1

(x

3

1

); : : : ; f

1

(x

n

1

).

On peut alors enchâ�ner sur la cr�eation de nouvelles s�equences standards verticales,

mais cette fois en prenant x

1

1

et x

2

1

comme base au lieu de x

0

1

et x

1

1

, puis avec x

2

1

et x

3

1

,

etc. On constitue ainsi la grille sugg�er�ee dans la �gure 4.3.

On remarque au passage que, sur la grille, la condition de l'hexagone est v�eri��ee.

Une fois la grille r�ealis�ee pour deux composants, on l'�etend �a trois, puis quatre, . . . ,

puis �a tous les composants. Sur les points du quadrillage, la fonction f est additive et

repr�esente %. Il reste �a compl�eter sur les autres points de X.

Pour ce faire, on utilise la densit�e engendr�ee par la connexit�e. D'apr�es la �gure 4.4,

il est possible de doubler la grille d�ej�a constitu�ee. Sur cette �gure, x

1=2

1

et x

1=2

j

sont tels

que (x

1=2

1

; x

1=2

j

) �

1j

(x

1

1

; x

0

j

) �

1j

(x

0

1

; x

1

j

). On attribue alors aux deux coordonn�ees ainsi

trouv�ees la valeur f

j

(x

1=2

j

) = 1=2. On peut alors r�eit�erer le proc�ed�e avec la nouvelle
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x

1

1

x

�1

1

x

�2

1

x

0

x
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j
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j

x

3

j

x

4

j

x

5

j

x

�1

j

x

�2

j

x

3

1

x
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x
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1

Fig. 4.3: Construction de la grille

grille ainsi cr�e�ee. Et on a toujours une repr�esentation additive sur la grille.

x

0

x

1=2

j

x

1

j

x

1

1

x

1=2

1

Fig. 4.4: Doublement de la grille par densit�e

Lorsque l'on double la grille une in�nit�e de fois, cette derni�ere devient dense, et, donc,

contient toutes les coordonn�ees dont la valeur de l'utilit�e est de la forme :

P

i2I

j=2

i

, o�u

I � N . Par passage �a la limite, on obtient donc une repr�esentation additive de X.

L'unicit�e provient du fait, qu'�a partir du moment o�u f(x

0

) et f(x

1

1

) sont �x�es, les

images des autres points par f n'ont plus jamais �et�e d�etermin�ees au hasard. Quant �a la

continuit�e, elle provient de la densit�e de la grille, et du passage �a la limite utilis�e �a la

�n du calcul.
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4.2.4 Correspondance avec l'alg�ebre

Dans l'approche topologique, la solvabilit�e non restreinte et la solvabilit�e restreinte

par rapport �a chaque composant sont remplac�ees par la connexit�e ; en e�et, supposons

que les X

i

soient des composants connexes et s�eparables, que % soit un pr�eordre large

total continu, et que (x

1

; : : : ; x

i�1

; a

i

; x

i+1

; : : : ; x

n

) % y % (x

1

; : : : ; x

i�1

; c

i

; x

i+1

; : : : ; x

n

).

Soient G = fv

i

2 X

i

tel que (x

1

; : : : ; x

i�1

; v

i

; x

i+1

; : : : ; x

n

) % yg et H = fw

i

2 X

i

tel que

(x

1

; : : : ; x

i�1

; w

i

; x

i+1

; : : : ; x

n

) - yg. G [H = X

i

, et G et H sont non vides car a

i

2 G

et c

i

2 H. Puisque % est continu, H et G sont des ferm�es. Puisque X

i

est connexe,

G \H 6= �. Autrement dit, il existe un z

i

2 G \H, ce qui est �equivalent �a l'existence

de z

i

2 X

i

tel que (x

1

; : : : ; x

i�1

; z

i

; x

i+1

; : : : ; x

n

) � y. Donc le i

�eme

composant v�eri�e la

solvabilit�e restreinte.

L'axiome archim�edien, quant �a lui, est remplac�e par la s�eparabilit�e ; en e�et, l'int�erêt

de l'axiome archim�edien est de limiter le nombre d'�el�ements de X de mani�ere �a garantir

l'existence d'une bijection entre X et une partie de R . Mais la s�eparabilit�e implique que

X contient un ensemble A dense et d�enombrable. Puisque A est d�enombrable, il existe

une injection ' de A dans Q . Par cons�equent, pour tous x; y 2 X tels que x � y, il

existe a 2 A tel que x � a � y et '(a) 2 Q . Autrement dit, le nombre d'�el�ements de X

est limit�e, et il existe une bijection entre X et une partie de R .

4.3 R�esum�e

Comme je l'avais indiqu�e au chapitre 2, si l'on veut avoir des th�eor�emes d'exis-

tence de fonctions d'utilit�e additives applicables de mani�ere pratique, il faut trouver des

conditions structurelles permettant d'induire l'axiome d'�elimination globale (C) �a par-

tir d'axiomes d'�elimination d'ordres faibles (en principe inf�erieurs ou �egaux �a 2). Dans

l'approche topologique ces conditions structurelles sont la connexit�e et la s�eparabilit�e

des X

i

(voir d�e�nitions page 62). Les axiomes d'�elimination usit�es par l'approche topo-

logique sont l'ind�ependance (voir page 23) et la condition de l'hexagone (voir page 63) ;

cette derni�ere, qui ne sert que pour des ensembles X de dimension 2, stipule que si

(x

1

; z

2

) � (y

1

; x

2

), (x

1

; y

2

) � (y

1

; z

2

) et (y

1

; z

2

) � (z

1

; x

2

), alors (y

1

; y

2

) � (z

1

; z

2

). Elle

est illustr�ee par la �gure 4.1.

D'apr�es l'approche topologique,

si

{ X =

Q

n

i=1

X

i

,

{ les X

i

sont des espaces topologiques connexes (voir d�e�nition 4.3) et s�eparables

(voir d�e�nition 4.5),

{ X est muni de la topologie produit (d�e�nition 4.6),

{ au moins deux composants X

i

sont essentiels (axiome 3.5),

{ % est un pr�eordre large total continu (d�e�nition 4.7),

{ % v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (axiome 2.2),
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{ % v�eri�e la condition de l'hexagone (axiome 4.1) quand seulement deux coordon-

n�ees sont essentielles,

Alors

{ il existe une fonction d'utilit�e additive repr�esentant %,

{ cette fonction est continue,

{ elle est unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es.
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Chapitre 5

Introduction �a l'approche

analytique

Y a autre chose.

Paul Volfoni

L

es th�eor�emes d'existence de fonctions d'utilit�e additives montr�es jusqu'ici in-

cluent des conditions qui, comme nous l'avons vu, sont tr�es restrictives (�a sa-

voir la solvabilit�e non restreinte (voir page 35) ou la solvabilit�e restreinte (voir

page 41) dans l'approche alg�ebrique, et la connexit�e (voir page 62) dans l'ap-

proche topologique). Si l'on d�esire des th�eor�emes pouvant s'appliquer �a des probl�emes

tr�es g�en�eraux, il devient donc imp�eratif d'en construire de nouveaux, plus performants

dans le sens o�u leur champ d'application est �elargi, et tout aussi applicables de mani�ere

pratique que les th�eor�emes mentionn�es dans les deux chapitres pr�ec�edents. L'obtention

de tels th�eor�emes est l'objectif de l'approche analytique.

Dans ce chapitre, je vais mettre l'accent, grâce �a quelques exemples, sur les probl�emes

pos�es par les hypoth�eses structurelles des th�eor�emes classiques (solvabilit�e et connexit�e).

L'analyse de ces probl�emes va nous permettre de d�eduire une nouvelle approche de

d�emonstration, qui, elle-même, nous permettra de d�ecouvrir des th�eor�emes d'existence

plus puissants que les th�eor�emes classiques. Cette nouvelle approche de d�emonstration

se veut plus intuitive que celle d�evelopp�ee dans le chapitre 3 (on n'utilisera pas d'alg�ebre,

et encore moins de semi groupe local, positif, r�egulier et archim�edien). L'aspect intuitif

des d�emonstrations me parâ�t en e�et un des crit�eres majeurs �a respecter pour pouvoir

g�en�eraliser les th�eor�emes d'existence.

Ce chapitre est divis�e en 4 sections. Dans la premi�ere, une analyse critique de la

premi�ere partie de ce m�emoire r�ev�ele certains probl�emes soulev�es par les approches

classiques. Ces probl�emes sont de trois types : dans l'approche topologique, les compo-

sants doivent être denses les uns dans les autres, ce qui implique g�en�eralement que si l'un

d'eux est un continuum, les autres doivent aussi l'être

1

; aussi bien dans l'approche al-

1

En fait, pour être pr�ecis, si l'on consid�ere les espaces quotients X

i

�

de chacun des composants par

rapport �a sa relation de pr�ef�erence induite, alors lorsque l'un de ces espaces est un continuum, les autres

le sont aussi.

71
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g�ebrique que dans l'approche topologique, les fonctions d'utilit�e additives sont toujours

uniques �a une transformation a�ne strictement positive pr�es ; les d�emonstrations des

th�eor�emes d'existence sont souvent longues et complexes sur le plan math�ematique (elles

requi�erent en e�et des connaissances assez pointues). Forts de ces consid�erations, nous

mettons en place dans la deuxi�eme section les fondements de l'approche analytique ; une

premi�ere sous-section permet de d�elimiter le cadre de l'�etude tandis qu'une deuxi�eme

d�ecrit l'approche proprement dite. En�n, nous en avons l'habitude maintenant, un petit

r�esum�e et une bibliographie sont pr�esent�es �a la �n du chapitre.

5.1 Dynamique du probl�eme

Cette section propose un examen critique sur les m�ethodes pr�esent�ees dans la partie

pr�ec�edente. Cette critique va porter sur trois points di��erents correspondant chacun �a

une sous-section : le fait que les espaces sur lesquels portent les pr�ef�erences sont des

continuums, l'unicit�e des fonctions d'utilit�e additives, et les d�emonstrations des th�eo-

r�emes d'existence. Nous allons montrer que, sur les deux premiers points, les hypoth�eses

classiques sont r�eellement trop contraignantes et r�eduisent ainsi drastiquement le champ

d'application des fonctions d'utilit�e additives, et que le dernier point constitue un obs-

tacle �a la g�en�eralisation des th�eor�emes d'existence.

5.1.1 Pr�ef�erences sur des continuums

Cette sous-section s'adresse plus particuli�erement �a l'approche topologique, mais en

pratique, elle s'applique aussi �a l'approche alg�ebrique. On a vu que dans l'approche

topologique, les th�eor�emes assurant l'existence d'utilit�es additives n�ecessitaient une hy-

poth�ese de s�eparabilit�e. En pratique, cette hypoth�ese se traduit par le fait que chaque X

i

doit être un continuum. On peut alors s'interroger sur la signi�cation de cette propri�et�e

en termes de pr�ef�erences. Rappelons que cette approche nous a �et�e rapport�ee par Debreu

(voir Debreu (1960)) et qu'elle �etait, �a l'origine, destin�ee aux �economistes. Lorsque les

attributs re�etent des quantit�es mon�etaires, imposer de travailler sur des continuums

parâ�t être une hypoth�ese acceptable. Mais sortons un peu de ce domaine, et prenons

l'exemple suivant :

Exemple 5.1 Monsieur Guy Nipigue veut acheter une voiture. Parmi ses crit�eres de

choix �gurent le mod�ele de la voiture, sa date de mise en circulation et son prix. Le

prix peut être assimil�e �a un continuum. De même, on peut pr�etendre que, le temps

�etant s�ecable ind�e�niment, c'est aussi, par l�a même, un continuum. Par contre, le

mod�ele de la voiture est assur�ement un facteur d�enombrable et, même, �ni. Dans

ce cas, on voit di�cilement comment il pourrait se transformer en continuum.

Qu'y a-t-il �a mi-chemin entre une Renault 5 TR et une Renault 5 GTR ? Ici,

consid�erer que chaque X

i

est un continuum est une hypoth�ese un peu forte. En

particulier, cela risque de rendre la construction des fonctions d'utilit�e de monsieur

Nipigue assez d�elicate. �
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Il existe donc des exemples relativement simples pour lesquels les mod�eles pr�esent�es

dans la partie pr�ec�edente ne s'appliquent pas. Ici, l'attribut re�etant le mod�ele de voiture

n'est manifestement pas connexe, ce qui explique donc pourquoi l'approche topologique

�echoue dans cet exemple. De part la similitude entre connexit�e et solvabilit�e restreinte,

on peut conclure que la solvabilit�e restreinte n'est pas non plus satisfaite. En fait, on peut

trouver beaucoup de domaines dans lesquels certains attributs peuvent manifestement

être consid�er�es comme connexes (ou solvables), tandis que d'autres sont �nis ou discrets.

Citons par exemple, en th�eorie de la d�ecision m�edicale, le cas de probl�emes mettant en

jeu la dur�ee de vie des patients et des aspects mon�etaires (que l'on peut assur�ement

assimiler �a des composants connexes), ainsi que des �etats de sant�e (qui, g�en�eralement,

sont discrets).

Ainsi, il semblerait qu'un a�aiblissement des hypoth�eses de solvabilit�e non restreinte,

de solvabilit�e restreinte et de connexit�e pourraient nous permettre de prendre en compte

des probl�emes plus r�ealistes.

5.1.2 Unicit�e des repr�esentations

Dans tous les th�eor�emes pr�esent�es jusqu'ici, les repr�esentations additives, lorsqu'elles

existaient, �etaient uniques �a une transformation a�ne strictement positive pr�es. Dans

l'approche alg�ebrique, cette propri�et�e est une cons�equence directe du th�eor�eme de H�ol-

der (1901). En topologie, les hypoth�eses �etant encore plus contraignantes que dans

l'approche pr�ec�edente (voir Wakker (1988)), l'unicit�e s'ensuit.

Mais interrogeons nous quelques instants sur la cause r�eelle de cette unicit�e �a une

transformation a�ne pr�es. Pour ce faire, d�ecortiquons l'exemple suivant.

Exemple 5.2 Soit X = [0; 2] � f0; 5; 6g. Soit % une relation de pr�ef�erence sur X

repr�esent�ee par la fonction d'utilit�e additive f(x; y) = x + y. Quels que soient

x; x

0

, f(x; 0) < f(x

0

; 5). Par cons�equent,

g(x; y) = x+ g

2

(y), o�u g

2

(y) =

(

y si y = 0

y + 20 sinon

est aussi une fonction repr�esentant %. �

Nous avons ici deux fonctions, f et g, additives toutes les deux, repr�esentant %, et,

pourtant, on ne peut manifestement pas passer de l'une �a l'autre par une transformation

a�ne. Les th�eor�emes d'existence montr�es jusqu'ici ne peuvent donc s'appliquer �a cet

exemple ; cela veut donc dire qu'au moins un des axiomes des dits th�eor�emes n'est

pas v�eri��e. Nous avons vu que l'axiome d'ind�ependance, la condition de Thomsen et

la condition de l'hexagone �etaient des conditions n�ecessaires pour l'existence d'utilit�es

additives. Par d�eduction, il ne peut donc s'agir que de la connexit�e ou de la s�eparabilit�e

dans l'approche topologique, et de la solvabilit�e (restreinte ou non) ou de la propri�et�e

archim�edienne dans l'approche alg�ebrique.

La s�eparabilit�e et l'axiome archim�edien ne peuvent être mis en cause car leur but

est de garantir que X ne contienne pas trop de classes d'indi��erence par rapport �a
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R , et sont donc v�eri��es ici. Les seuls axiomes susceptibles d'être viol�es dans l'exemple

ci-dessus sont donc la connexit�e et la solvabilit�e (restreinte). Et, en e�et, on constate

que ces propri�et�es ne sont pas v�eri��ees puisque entre (2; 0) et (0; 5), il y a un \trou"

au sens o�u il n'existe aucun �el�ement (x; y) 2 X tel que (2; 0) � (x; y) � (0; 5), ce qui

interdit l'existence d'un �el�ement y 2 f0; 5; 6g tel que (1; y) � (0; 5), et ce bien que

(1; 0) � (0; 5) � (1; 5).

On comprend donc que si l'on veut g�en�eraliser les th�eor�emes de la partie 1 de ma-

ni�ere �a prendre en compte des situations telles que celle de l'exemple ci-dessus, il faut

absolument a�aiblir l'hypoth�ese de solvabilit�e (restreinte ou non) par rapport �a tous les

composants de X et/ou de connexit�e par rapport �a tous les composants de X. Deux

techniques viennent alors imm�ediatement �a l'esprit : soit l'a�aiblissement provient du

fait que l'on impose la solvabilit�e (restreinte ou non) et/ou la connexit�e seulement sur

certains composants, soit l'on remplace la solvabilit�e (restreinte ou non) et la connexit�e

par des conditions plus faibles et impos�ees �a tous les composants ; �evidemment, le mixage

de ces deux techniques devrait permettre d'obtenir des conditions plus faibles que la

solvabilit�e restreinte et, de plus, impos�ees uniquement �a quelques composants.

5.1.3 D�emonstration des th�eor�emes

Dans les deux sous-sections pr�ec�edentes, nous n'avons critiqu�e les mod�eles de la

premi�ere partie que sur la base de leurs r�esultats (c'est-�a-dire de leurs th�eor�emes d'exis-

tence). Nous allons maintenant examiner les d�emonstrations desdits th�eor�emes.

La compr�ehension de ces derni�eres est peu ais�ee du fait de leur complexit�e math�e-

matique. Dans l'approche topologique par exemple, il est assez di�cile de s'imaginer

physiquement ce qu'est un ensemble connexe, ou non connexe, ou ce qu'est un ensemble

s�eparable. Ces notions restent souvent assez confuses. Dans l'approche alg�ebrique, la

notion de groupe n'est pas non plus tr�es �evidente �a assimiler ; en particulier, dans la

d�emonstration du th�eor�eme 3.4, les op�erateurs de semi-groupes �(�), �(�) et � restent

souvent hors de port�ee du grand public. Notons que les approches alg�ebriques et topolo-

giques ne sont pas les seules qui aient �et�e d�evelopp�ees jusqu'�a maintenant, bien qu'elles

soient tout de même les principales ; citons par exemple l'approche par �equations fonc-

tionnelles (voir Acz�el (1966), Eichhorn (1978) et Gorman (1968)). Quoi qu'il en soit, la

complexit�e math�ematique de toutes ces approches rend leurs d�emonstrations �a la fois

di�ciles �a lire, et, en même temps, par le degr�e d'abstraction qu'elles requi�erent, nous

masquent leurs interpr�etations intuitives.

Il serait donc appr�eciable de formuler de nouvelles d�emonstrations utilisant des no-

tions plus faciles �a appr�ehender. L'approche analytique me semble, quant �a elle, plus

accessible au lecteur que les autres approches ; en e�et, elle ne requiert que des connais-

sances math�ematiques de faible niveau (par exemple, savoir ce qu'est la r�eciproque

d'une fonction, ou bien ce que signi�e la composition de fonctions f � g) ; de plus, les

id�ees qu'elle v�ehicule sont particuli�erement simples, et peuvent être exprim�ees, le plus

souvent, graphiquement.
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5.2 L'approche analytique

5.2.1 Cadre de l'�etude

Si j'ai chang�e radicalement d'optique quant aux d�emonstrations propos�ees, j'ai quand

même utilis�e les axiomes d�evelopp�es dans l'approche alg�ebrique, �a savoir l'axiome archi-

m�edien, la solvabilit�e non restreinte et la solvabilit�e restreinte. Pourquoi ? Deux raisons

�a cela : premi�erement, nous avons vu qu'il �etait indispensable du point de vue applicabi-

lit�e d'employer des conditions structurelles de mani�ere �a �eviter de devoir tester l'axiome

d'�elimination globale (C) ; et la d�e�nition de la solvabilit�e (restreinte ou non) me parâ�t

particuli�erement compr�ehensible, parce que tr�es intuitive. Deuxi�emement, puisque l'on

veut g�en�eraliser les th�eor�emes d'existence de fonctions d'utilit�e additives, il semblerait

plutôt �etrange d'utiliser des axiomes tels que la connexit�e qui, on le sait, sont plus

restrictifs que la solvabilit�e restreinte.

Examinons pendant quelques instants la solvabilit�e non restreinte et la solvabilit�e

restreinte. Nous savons que ces deux conditions ne sont pas n�ecessaires pour l'existence

de fonctions d'utilit�e additives. Pourquoi les avons-nous donc introduites ? C'�etait dans

les sections 3.3 et 3.4 du chapitre 3 ; parmi les axiomes d'�elimination, nous ne voulions

faire appel qu'�a l'axiome d'ind�ependance et �a la condition de Thomsen. Etant donn�e

que ces conditions n'�etaient pas su�santes pour garantir l'existence des repr�esentations

additives (voir les exemples dans Wakker (1989)), il �etait n�ecessaire de compenser en

rajoutant des conditions structurant l'espace, la fameuse condition de solvabilit�e.

Mais, alors, on peut s'interroger sur la qualit�e de la structure ainsi cr�e�ee. Par exemple,

on peut se demander si l'on a r�eellement besoin que cette condition soit v�eri��ee par

tous les composants de X pour en d�eduire l'existence d'une fonction d'utilit�e additive.

A cette question, je r�epondrai dans les chapitres suivants par la n�egative. En fait nous

verrons que la structure engendr�ee par la solvabilit�e (restreinte ou non) de deux ou trois

attributs est su�samment forte pour engendrer la repr�esentabilit�e additive.

L'approche analytique s'int�eresse donc �a des probl�emes dans lesquels deux, voire

trois composants, sont solvables, les autres ne poss�edant aucune propri�et�e structurelle

a priori.

5.2.2 Description de l'approche

L'approche analytique se d�ecompose en deux phases. La premi�ere consiste �a �etudier

les produits cart�esiens constitu�es par les attributs solvables (que ce soit en solvabilit�e

restreinte ou non restreinte). La deuxi�eme consiste �a �etendre la repr�esentation produite

par la phase 1 en incluant, un par un, les autres composants.

La premi�ere phase est d�evelopp�ee sur des produits cart�esiens �a deux facteurs. Elle est

fond�ee sur la constatation suivante : supposons que deux fonctions f et g repr�esentent

un même pr�eordre large total %. On a donc x % y , f(x) � f(y), g(x) � g(y). Alors

il existe une fonction ' : f(X)! R , strictement croissante, telle que g = '�f . En e�et,

il est �evident qu'il existe une fonction transformant f en g ; puisque f et g pr�eservent

le même ordre, ' est forc�ement croissante.
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Autrement dit, si % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive g, et par

une autre fonction, pas forc�ement additive, f , il est possible de transformer f en g.

L'approche analytique consiste �a essayer de trouver cette transformation. Pour cela,

nous ne faisons pas appel �a la notion de groupe ou autres connexit�es, mais seulement

aux propri�et�es classiques des fonctions, composition, croissance, bijection, comonotonie,

etc. . . Nous verrons en particulier que la condition de Thomsen prend une importance

consid�erable dans l'approche analytique.

Lorsque la repr�esentation additive est d�e�nie sur le produit cart�esien des deux fac-

teurs solvables, il ne reste plus qu'�a l'�etendre en incluant tous les autres composants (cf.

Gonzales (1996b), Gonzales (1996a) ou encore Gonzales (1997)). Le proc�ed�e consiste

�a choisir un composant X

i

. On se �xe une valeur x

0

i

�a laquelle on a�ecte la valeur 0

pour l'utilit�e. A partir de ce moment, lorsque l'on prend un autre �el�ement x

1

i

de X

i

, on

peut raccrocher ce dernier �a x

0

i

grâce �a la solvabilit�e (restreinte ou non) des premiers

composants. Ainsi supposons que, sur la �gure 5.1, on connaisse d�ej�a une fonction d'uti-

A

courbe f(x; y; x

0

3

) = 3

x

2

x

1

x

0

3

x

1

3

X

1

X

2

X

2

X

3

X

1

Fig. 5.1: La phase 2.

lit�e additive f sur le plan fx

3

= x

0

3

g. On veut alors connâ�tre la valeur de f

3

(x

1

3

). On

voit que le point A de coordonn�ees (x

1

; x

2

; x

1

3

) est indi��erent �a un point de la courbe

f(x; y; x

0

3

) = 3. Ceci veut donc dire que f

3

(x

1

3

) = f

1

(x)+f

2

(y)+f

3

(x

0

3

)�f

1

(x

1

)�f

2

(x

2

) =

3 � f

1

(x

1

) � f

2

(x

2

). Ainsi, on ne peut choisir arbitrairement la valeur de x

1

3

. Lorsque

l'on travaille en solvabilit�e restreinte, il peut s'av�erer impossible de relier directement

x

1

3

�a x

0

3

; mais, dans ce cas, on peut relier ces deux �el�ements grâce �a des s�equences dites

\sur-standards" ; le principe en est le suivant : si x

1

3

et x

0

3

ne peuvent être reli�es directe-

ment, on choisit x

2

3

\entre" x

1

3

et x

0

3

, et, avec un peu de chance, x

1

3

et x

2

3

d'une part, et
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x

0

3

et x

2

3

d'autre part, peuvent être reli�es entre eux, ce qui permet de relier x

1

3

et x

0

3

par

une �egalit�e sur leurs images par la fonction d'utilit�e f ; c'est le cas sur la �gure 5.2, o�u

les points de liaison sont respectivement B et C. Si x

0

3

, x

1

3

et x

2

3

ne sont pas reli�es entre

B

C

x

2

3

x

1

3

x

0

3

Fig. 5.2: Si x

0

3

et x

1

3

ne sont pas reli�es directement.

eux, on trouve x

3

3

entre x

0

3

et x

2

3

, et x

4

3

entre x

1

3

et x

2

3

, et on recommence le processus.

Un axiome archim�edien que nous verrons plus loin nous permettra de conclure que ce

processus est �ni.

L'approche analytique se contente donc de constater que tel nouveau point est in-

di��erent �a tel ancien point d�ej�a �evalu�e. Un simple calcul arithm�etique permet alors de

d�eduire la valeur de la fonction d'utilit�e en ce nouveau point.

5.3 R�esum�e

L'approche analytique est une approche n'utilisant que des propri�et�es simples de

fonctions, telles que la croissance, la bijection, etc, a�n de d�egager des conditions d'exis-

tence de repr�esentations additives. Elle est plus g�en�erale que l'approche alg�ebrique et

l'approche topologique, dans la mesure ou elle permet l'existence de repr�esentations

additives sur des espaces dont certains composants ne v�eri�ent ni connexit�e, ni solvabi-

lit�e non restreinte, ni solvabilit�e restreinte. De plus, les d�emonstrations des th�eor�emes

d'existence, bien que souvent longues, ne requi�erent de la part du lecteur aucune connais-

sance math�ematique pointue, et sont souvent tr�es intuitives.

Cette approche est impl�ement�ee en deux phases : tout d'abord certaines techniques

sont d�evelopp�ees pour �eliciter des fonctions d'utilit�e additives sur les sous-ensembles

form�es par les composants solvables (que ce soit en solvabilit�e restreinte ou non res-

treinte) ; ensuite, les repr�esentations ainsi engendr�ees sont �etendues aux composants

non solvables par des techniques tr�es simples.
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Chapitre 6

Etude des conditions

d'�elimination

Tout se passe comme si le paradoxe suivant �etait d�e-

montr�e : chacun ignore de quoi il retourne, mais tout

le monde sait de quoi il s'agit.

John Brunner

L

'aspect d�elicat dans la recherche de l'existence d'utilit�es additives r�eside dans

le traitement des conditions d'�elimination : celles-ci sont en e�et tr�es di�ci-

lement testables de mani�ere pratique. Pour s'assurer qu'elles sont v�eri��ees,

sans toutefois les tester, nous avons donc �et�e amen�es dans la partie 1 �a in-

troduire des hypoth�eses structurelles (solvabilit�e restreinte, solvabilit�e non restreinte et

connexit�e), qui nous ont permis d'induire la condition d'�elimination globale (C) �a partir

de l'axiome d'ind�ependance et de la condition de Thomsen. Dans les deux chapitres

�a venir, nous allons essayer d'a�aiblir ces hypoth�eses structurelles. Mais pour cela, il

convient de comprendre comment fonctionnent les di��erentes conditions d'�elimination,

d'�etudier les interactions entre conditions d'ordres di��erents, et de chercher la struc-

ture minimale de l'espace X (le nombre minimum de composants v�eri�ant la solvabilit�e

restreinte, par exemple) permettant d'induire des conditions d'�elimination �a partir de

conditions d'�elimination d'ordres inf�erieurs. C'est l'objet de ce chapitre.

Il comporte 6 sections. Dans la premi�ere, sont �etudi�es les rapports qui existent entre

l'ind�ependance, une variante de la condition de Thomsen et la condition (C

2

), et ce

dans le cadre d'espaces bidimensionnels g�en�eraux, c'est-�a-dire sans recourir �a quelque

hypoth�ese structurelle que ce soit. Dans la deuxi�eme section, l'�etude est �etendue �a des

ensembles dont un composant v�eri�e la solvabilit�e non restreinte ; le r�esultat princi-

pal obtenu dans cette section montre que, d'une mani�ere g�en�erale, toutes les conditions

d'�elimination d'ordre impair doivent être test�ees, ce qui exclut toute utilisation pratique.

C'est pourquoi, dans la troisi�eme section, l'�etude porte sur des ensembles dont au moins

deux des composants v�eri�ent la solvabilit�e (restreinte et/ou non restreinte) ; dans les

deux cas, si exactement deux composants sont solvables, la condition de Thomsen est

79
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absolument n�ecessaire pour induire (C

2

). La quatri�eme section est consacr�ee aux d�e-

monstrations des th�eor�emes et autres lemmes. En�n, les cinqui�eme et sixi�eme sections

contiennent respectivement un r�esum�e et une bibliographie du pr�esent chapitre.

6.1 Absence totale de solvabilit�e

6.1.1 Ind�ependance, condition de Thomsen et (C

2

)

Nous savons que (C), l'axiome d'�elimination globale, est n�ecessaire �a l'existence de

toute fonction d'utilit�e additive. Or, dans les th�eor�emes d'existence 3.2, 3.3, 3.4, et 3.5,

c'est-�a-dire en situation de solvabilit�e restreinte par rapport �a tous les composants de

X, seules l'ind�ependance et la condition de Thomsen sont requises. Ces deux derni�eres

propri�et�es impliquent donc en particulier l'axiome d'�elimination d'ordre 2.

Le but de cette sous-section est de montrer qu'en fait, sur des produits cart�esiens de

dimension 2, la solvabilit�e, qu'elle soit restreinte ou non, ne joue pas un rôle pr�epond�erant

dans l'�etablissement de cette propri�et�e. Pour cela, on ne peut utiliser la condition de

Thomsen telle qu'elle a �et�e pr�esent�ee au chapitre 3 ; en e�et, celle-ci est �enonc�ee en

termes de relations d'indi��erence, ce qui ne la rend utilisable que si de telles indi��erences

existent ; or, ceci n'est assur�e que s'il y a solvabilit�e non restreinte, solvabilit�e restreinte

ou connexit�e. L'exemple suivant montre comment l'absence d'hypoth�ese structurelle

peut rendre la condition de Thomsen �enonc�ee page 24 compl�etement inutile.

Exemple 6.1 Soit X = N � N ; supposons que % soit repr�esentable sur X par la

fonction d'utilit�e additive f(x

1

; x

2

) = cos x

1

+ 10x

2

. Alors deux �el�ements de X,

(x

1

; x

2

) et (y

1

; y

2

), sont indi��erents entre eux si et seulement si cos x

1

+ 10x

2

=

cos y

1

+10y

2

. Puisque x

2

et y

2

sont des nombres entiers, cette �egalit�e est �equivalente

�a x

2

= y

2

et cos x

1

= cos y

1

. Autrement dit, il existe k 2 Z tel que x

1

= y

1

+ 2k�

ou x

1

= �y

1

+ 2k� ; dans les deux cas, si x

1

6= y

1

, cela impliquerait que � est un

rationnel. Par cons�equent, aucune relation d'indi��erence n'existe dans X (autre

que la relation triviale x � x), et, donc, la condition de Thomsen est trivialement

v�eri��ee ; ainsi, il est bien �evident qu'elle ne structure absolument pas l'espace

X, et, par voie de cons�equence, qu'elle ne peut enrichir l'ind�ependance au point

d'induire (C

2

). �

Pour �etudier le lien entre l'ind�ependance, la condition de Thomsen et l'axiome d'�eli-

mination d'ordre 2 sur des espaces compl�etement g�en�eraux (c'est-�a-dire sans hypoth�eses

structurelles), il convient donc de modi�er l�eg�erement la condition de Thomsen pour

la rendre utilisable sur n'importe quel espace. La solution qui vient imm�ediatement �a

l'esprit est de remplacer les relations �, trop restrictives, par des relations %. Ainsi, l'on

obtient la condition de Thomsen �elargie :

Axiome 6.1 (Thomsen �elargie) 8x

1

; y

1

; z

1

2 X

1

, 8x

2

; y

2

; z

2

2 X

2

, si (x

1

; z

2

) %

(z

1

; y

2

) et (z

1

; x

2

) % (y

1

; z

2

) alors (x

1

; x

2

) % (y

1

; y

2

).

L'interpr�etation graphique de cette nouvelle condition est fournie par la �gure 6.1.

D'une mani�ere g�en�erale, si la condition de Thomsen �elargie est v�eri��ee, alors la condition
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de Thomsen (comme �enonc�ee page 24) l'est aussi ; la r�eciproque est fausse sauf en

situation de solvabilit�e (restreinte ou non), auquel cas les 2 conditions sont �equivalentes.

pr
éf

ér
en

ce
s

cr
ois

sa
nt

es

z

1

y

1

x

1

z

2

X

1

x

2

y

2

X

2

A

E

C

B F

D

Fig. 6.1: La condition de Thomsen �elargie.

Cette nouvelle condition nous permet alors d'�enoncer le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 6.1 Soit X = X

1

�X

2

, muni d'un pr�eordre large total %. Supposons que

% v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (axiome 2.2) et la condition de Thomsen �elargie

(axiome 6.1). Alors, (X;%) satisfait aussi l'axiome d'�elimination du second ordre.

6.1.2 L'axiome (C

2

) sur des espaces de dimension n

Dans cette sous-section, je voudrais montrer l'importance relative des di��erents

axiomes (transitivit�e de %, ind�ependance, condition de Thomsen �elargie) dans l'ob-

tention de (C

2

), et ce en environnement non solvable. D'apr�es sa d�e�nition (page 26),

l'axiome (C

2

) fait intervenir des �el�ements (x

i

1

; : : : ; x

i

n

), (y

i

1

; : : : ; y

i

n

), o�u i 2 f1; 2; 3g, et

o�u, 8j 2 f1; : : : ; ng, (x

1

j

; x

2

j

; x

3

j

) est une permutation de (y

1

j

; y

2

j

; y

3

j

) ; le nombre de permu-

tations �etant �ni, on peut tester toutes les con�gurations correspondantes. A cet e�et,

j'ai �ecrit un programme qui permet de d�eduire, pour une con�guration donn�ee, quelles

sont les propri�et�es parmi la transitivit�e de %, l'ind�ependance, la condition de Thomsen

�elargie et les di��erentes combinaisons de ces axiomes, celles qui permettent de d�eduire

l'axiome d'�elimination d'ordre 2. Le r�esultat de ce programme sur l'ensemble des con�-

gurations possibles est r�esum�e dans le tableau suivant, qui pr�esente, pour chaque axiome

ou combinaison d'axiomes, le nombre de con�gurations dans lesquelles la condition (C

2

)

a pu être induite :
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nb comp � Tr Ind Tr + Ind Thomsen Ind + Thomsen :trouv�e

2 6 2 4 22 4 - -

3 10 2 12 162 - 6 24

4 18 2 28 946 - 12 290

5 34 2 60 5130 - 20 2530

La colonne \nb comp" d�esigne le nombre de composants des produits cart�esiens test�es,

\�" contient le nombre de con�gurations pour lesquelles (C

2

) est trivialement v�eri-

��ee, \Tr" regroupe les con�gurations o�u (C

2

) est impliqu�ee par la transitivit�e unique-

ment, \Ind" pour l'ind�ependance, \Thomsen" pour la condition de Thomsen �elargie,

et :trouv�e pour les con�gurations dans lesquelles aucune combinaison de ces axiomes

n'est su�sante pour permettre de d�eduire (C

2

).

Plusieurs remarques doivent être formul�ees. D'abord, l'ind�ependance et la condition

de Thomsen �elargie n'impliquent (C

2

) que pour des produits cart�esiens de dimension 2 ;

au del�a de ce nombre de composants, il faut rajouter d'autres conditions, telles que la

solvabilit�e restreinte ou des sous-parties de (C

i

). Ensuite, on remarque que la condition

de Thomsen joue un rôle assez n�egligeable par rapport �a l'ind�ependance. En�n, c'est

surtout la combinaison de l'ind�ependance et de la transitivit�e qui permet de d�eduire

l'axiome (C

2

).

6.2 Solvabilit�e non restreinte sur un composant

Le but de cette section est d'�etudier la repr�esentabilit�e de produits cart�esiens �a deux

composants, dont un n'est pas solvable. On montre alors (cf. Gonzales (1995)) que,

contrairement au cas de deux composants solvables, pour m � 3 l'axiome d'�elimination

d'ordre m, (C

m

), n'implique pas l'axiome d'�elimination d'ordre m + 1. Cependant, si

(C

m

) est \enrichi" par une certaine condition, (S

m+1

) pour ne pas la nommer, alors

(C

m+1

) est v�eri��e. (S

m+1

) est une sous-partie sym�etrique de (C

m+1

). A la �n de cette

section, une famille g�en�erique d'exemples montre que, pour m pair, (C

m

) peut être

v�eri��e sans que (C

m+1

) le soit. Ainsi, il semble peu probable de trouver une axioma-

tique facilement testable indiquant l'existence d'utilit�es additives lorsque la solvabilit�e

non restreinte n'est v�eri��ee que par un composant de X. Cette remarque constitue une

g�en�eralisation de Scott et Suppes (1958). La solvabilit�e non restreinte implique la sol-

vabilit�e restreinte ; le r�esultat est donc encore valable lorsqu'un seul composant de X

v�eri�e la solvabilit�e restreinte. Cette section peut aussi servir de compl�ement �a Fish-

burn (1981), qui montre l'unicit�e des utilit�es additives (lorsqu'elles existent) sur de tels

ensembles de pr�ef�erence.

6.2.1 N�ecessit�e de la condition de Thomsen

Examinons les th�eor�emes d'existence mentionn�es dans la partie pr�ec�edente. Une

constatation s'impose : on di��erencie toujours le cas o�u le produit cart�esien X pos-

s�ede deux composants du cas o�u il en a plus. Cette di��erence se traduit par le besoin

de recourir ou non �a la condition de Thomsen. En e�et, un r�esultat classique montre
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que, dans des produits cart�esiens de dimension 2 o�u tous les composants sont solvables

(solvabilit�e restreinte ou non), l'axiome d'�elimination du second ordre ne peut être impli-

qu�e seulement par l'ind�ependance. Un contre-exemple connu (voir par exemple Wakker

(1989, page 71)) illustrant cette propri�et�e est le suivant : X = R � R et % est d�e�ni

par la fonction d'utilit�e f(x

1

; x

2

) = x

1

+x

2

+minfx

1

; x

2

g (cf. �gure 6.2) ; en e�et, il est
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Fig. 6.2: Courbes d'indi��erence x

1

+ x

2

+minfx

1

; x

2

g = constante.

relativement facile de montrer que % v�eri�e l'ind�ependance, et, pourtant, % ne v�eri�e

pas la condition de Thomsen car

A = (2; 1) � (0; 4) = B f(2; 1) = f(0; 4) = 4;

C = (0; 7) � (5; 1) = D f(0; 7) = f(5; 1) = 7;

E = (5; 4) � (2; 7) = F 13 = f(5; 4) > f(2; 7) = 11:

Puisque le but de cette sous-section est d'�etudier des cas plus g�en�eraux que ceux

trait�es par les th�eor�emes pr�ec�edents dans la mesure o�u les hypoth�eses structurelles

sont all�eg�ees, nous allons encore rencontrer cette même di��erence. Cependant, il est

int�eressant de donner ici un autre contre-exemple, qui sera utile pour comprendre la

sous-section suivante.

Supposons que X = X

1

�X

2

, o�u X

1

= R et X

2

= f0; 2; 4; 6g, et que % est repr�esen-

table sur X par la fonction d'utilit�e suivante :

f(x

1

; x

2

) =

(

x

1

+ x

2

si x

2

� 4

1

3

(x

1

mod 3)

2

+ 3(x

1

div 3) + 6:75 si x

2

= 6

(6.1)

o�u mod et div correspondent respectivement au modulo et �a la division enti�ere, c'est-�a-

dire que, 8x; y 2 R , (x mod y) 2 [0; y[, (x div y) 2 N et x = (x mod y) + (x div y)y.

Travailler dans l'espace X

1

�X

2

, comme sugg�er�e par la d�e�nition de f et la premi�ere

partie de ce m�emoire, n'est pas tr�es e�cace car, le second composant �etant discret, il
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n'existe aucune courbe d'indi��erence dans X ; �a titre indicatif, la moiti�e gauche de la

�gure 6.3 repr�esente graphiquement % sur X

1

�X

2

: les droites horizontales contiennent

les �el�ements de X, et les courbes en pointill�es permettent de relier entre eux les points

indi��erents d'apr�es %. Essayons de trouver un autre espace de travail plus e�cace.

Fixons la valeur du deuxi�eme composant �a x

2

; dans ce cas, la fonction d'utilit�e f(x

1

; x

2

)

est une fonction d'un seul param�etre, x

1

, et est, de surcrô�t, continue sur R . Pour bien

marquer le fait que cette fonction ne d�epend que de x

1

, nous allons la noter f

[x

2

]

(x

1

).

Elle est repr�esent�ee sur la partie droite de la �gure 6.3. Il me semble que la �gure parle

d'elle même : du cot�e gauche, % n'admettant aucune les courbes d'indi��erence, on a

des di�cult�es �a repr�esenter la relation de pr�ef�erence ; du cot�e droit, la relation % est

tr�es facilement repr�esentable par le graphe des fonctions f

[0]

(x

1

), f

[2]

(x

1

), f

[4]

(x

1

) et

f

[6]

(x

1

). Il semble donc relativement attractif de travailler dans l'espace X

1

� R , o�u

R repr�esente l'ensemble image de X par f , c'est-�a-dire l'ensemble des valeurs que peut

prendre f(x

1

; x

2

) sur X.

6

4

2

0
0 82 4 6 X

1

X

2

-10 -5 5 10

-10

-5

5

10

15
f

[6]

(x

1

)

f

[4]

(x

1

)

f

[2]

(x

1

)

f

[0]

(x

1

)

-

6

R

X

1

Fig. 6.3: Passage de l'espace X �a l'espace de travail.

Le seul probl�eme qui se pose est de traduire la d�e�nition de l'ind�ependance dans le

nouvel espace de travail.

(x

1

; x

2

) % (y

1

; x

2

), (x

1

; y

2

) % (y

1

; y

2

)

est �equivalent �a

f

[x

2

]

(x

1

) � f

[x

2

]

(y

1

), f

[y

2

]

(x

1

) � f

[y

2

]

(y

1

): (6.2)

(x

1

; x

2

) % (x

1

; y

2

), (y

1

; x

2

) % (y

1

; y

2

)

est �equivalent �a

f

[x

2

]

(x

1

) � f

[y

2

]

(x

1

), f

[x

2

]

(y

1

) � f

[y

2

]

(y

1

): (6.3)

Autrement dit, et puisque nous consid�erons ici des fonctions continues, les graphes de

f

[x

2

]

et de f

[y

2

]

ne se coupent jamais. Il est clair que les deux conditions (6.2) et (6.3)
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sont satisfaites par la fonction f d�e�nie par (6.1) car toute fonction f

[x

2

]

est strictement

croissante sur R et x

1

+ 6 �

1

3

(x

1

mod 3)

2

+ 3(x

1

div 3) + 6:75 pour tout x

1

2 X

1

.

Par contre, l'axiome d'�elimination d'ordre 2 ne peut être v�eri��e car

f(1:5; 6) = f(3:5; 4) = 7:5;

f(3:5; 2) = f(

p

21=2� 3; 6) = 5:5;

f(

p

21=2� 3; 4) =

p

21=2 + 1 < f(1:5; 2) = 3:5:

Autrement dit, l'ind�ependance ne permet pas de d�eduire (C

2

) ; pour obtenir ce

dernier axiome, il faut au moins enrichir l'ind�ependance par une condition du type

condition de Thomsen. Notons que d'apr�es la sous-section pr�ec�edente, l'adjonction de

la condition de Thomsen �elargie serait su�sante pour entrâ�ner (C

2

).

6.2.2 Interactions entre (C

m

), (S

m+1

) et (C

m+1

)

Le but de cette sous-section est de montrer les relations exactes qui existent entre

(C

m

) et (C

m+1

) lorsqu'un seul composant de X v�eri�e l'axiome de solvabilit�e non res-

treinte. Nous savons d�ej�a que (C

m+1

) implique (C

m

). Nous allons voir maintenant

comment obtenir (C

m+1

). Pour cela, commen�cons par d�e�nir une nouvelle condition

d'�elimination : (S

m+1

).

Condition (S

m+1

) [axiome d'�elimination sym�etrique d'ordre m + 1] :

Supposons que m + 2 = 2k. soient m + 2 �el�ements de X

1

, x

1

1

; : : : ; x

m+2

1

, et m + 2

�el�ements de X

2

, x

1

2

; : : : ; x

k

2

et y

1

2

; : : : ; y

k

2

, tels que, 8i � k < j, x

i

1

6= x

j

1

, et, 8i; j < k,

x

i

2

6= y

j

2

. Alors,

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(x

1

1

; x

1

2

) % (x

k

1

; y

1

2

)

(x

2

1

; x

2

2

) % (x

1

1

; y

2

2

)

(x

3

1

; x

3

2

) % (x

2

1

; y

3

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

k

1

; x

k

2

) % (x

k�1

1

; y

k

2

)

(x

k+1

1

; y

1

2

) % (x

m+2

1

; x

1

2

)

(x

k+2

1

; y

2

2

) % (x

k+1

1

; x

2

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

m+1

1

; y

k�1

2

) % (x

m

1

; x

k�1

2

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

) (x

m+2

1

; y

k

2

) - (x

m+1

1

; x

k

2

):

De par sa d�e�nition, (S

m+1

) est une sous-partie sym�etrique de (C

m+1

). On peut

maintenant montrer que (C

m

) implique (C

m+1

) sauf dans les cas sym�etriques trait�es

par (S

m+1

). D'o�u le th�eor�eme :

Th�eor�eme 6.2 Soient X un produit cart�esien de dimension 2 et % un pr�eordre

large total sur X. Supposons que (X;%) v�eri�e l'axiome d'�elimination (C

m

), m � 2,

et qu'au moins un composant de X v�eri�e l'axiome de solvabilit�e non restreinte. Alors,

{ si m est impair, (X;%) satisfait aussi (C

m+1

).

{ si m est pair et si (X;%) satisfait (S

m+1

), (X;%) satisfait aussi (C

m+1

).
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Autrement dit, puisque (C

m+1

) implique (C

m

) et (S

m+1

), le corollaire suivant est

�evident :

Corollaire 6.1 Soient X un produit cart�esien de dimension 2 et % un pr�eordre

large total sur X. Supposons qu'au moins un composant de X v�eri�e la solvabilit�e

non restreinte. Alors, pour m � 2,

{ si m est impair, (C

m+1

), (C

m

).

{ si m est pair, (C

m+1

), (S

m+1

) + (C

m

).

Evidemment, le corollaire et le th�eor�eme ci-dessus peuvent parâ�tre restrictifs �a cer-

tains �egards : ils ne portent que sur des ensembles de dimension 2, et requi�erent non pas

la solvabilit�e restreinte sur un composant, mais la solvabilit�e non restreinte sur un com-

posant. Mais en fait, nous verrons dans la sous-section suivante une famille g�en�erique

d'exemples montrant que la condition (S

m+1

) ne peut être d�eduite de (C

m

) lorsque la

solvabilit�e restreinte (ou non restreinte) n'est v�eri��ee que par un composant ; ainsi, si

l'on veut obtenir des th�eor�emes d'existence d'utilit�es additives, on devra avoir recours

�a une in�nit�e de conditions d'�elimination sym�etrique. Dans ces conditions, on ne peut

esp�erer trouver grâce �a une g�en�eralisation du th�eor�eme et/ou du corollaire ci-dessus des

th�eor�emes d'existence d'utilit�es additives applicables en pratique.

6.2.3 Di�cult�e du test de (C)

Cette sous-section est consacr�ee �a l'�etude d'une famille g�en�erique d'exemples mon-

trant que l'on ne peut d�eduire (C

m+1

) de (C

m

) lorsque seulement un composant de

X est solvable. Ici, on utilise encore la solvabilit�e non restreinte ; en e�et, lorsqu'il y a

solvabilit�e non restreinte, il y a aussi solvabilit�e restreinte (la r�eciproque est fausse) ; par

cons�equent, �etudier seulement des exemples dans lesquels la solvabilit�e non restreinte

est v�eri��ee par un composant de l'espace est su�sant pour montrer que (C

m

) 6) (C

m+1

)

dans le cadre le plus g�en�eral possible. Nous proc�edons pour cela en deux �etapes ; dans la

premi�ere, nous examinons un exemple montrant que (C

2

) peut être v�eri��e sans que (C

3

)

le soit pour autant. La deuxi�eme �etape g�en�eralise ce r�esultat �a tous les axiomes d'�elimi-

nation d'ordres pairs. Bien �evidemment, si cette propri�et�e est vraie pour des ensembles

X de dimension 2, elle reste encore vraie pour des ensembles de dimension n.

Axiome d'�elimination d'ordre 3

Nous allons suivre ici l'approche �elabor�ee dans la sous-section 6.2.1. Supposons que

X = R � f0; 2; 4; 6g et que % sur X soit d�e�ni par la fonction d'utilit�e suivante :

f(x

1

; x

2

) =

(

x

1

+ x

2

si x

2

� 4

0:5(x

1

mod 2)

2

+ (x

1

div 2) + 6:5 si x

2

= 6

(6.4)

L'axiome d'ind�ependance est v�eri��e parce que f

[i]

et f

[j]

sont comonotones et stric-

tement croissantes pour tous i; j, et parce que 0:5(x mod 2)

2

+ (x div 2) + 6:5 > x + 6

pour tout x, de telle sorte que les graphes de f

[i]

et de f

[j]

n'ont jamais d'intersection.
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Pour la condition de Thomsen, la justi�cation est un peu plus complexe. Mais la

�gure 6.4 peut aider �a mieux comprendre comment cette condition s'exprime dans l'es-

pace de travail X

1

� R .

A B

C
D

FE

B

A

C E

D

F

X

1

x

3

1

x

2

1

x

1

1

R

X

1

x

1

1

x

2

1

x

3

1

X

2

x

3

2

x

2

2

x

1

2

f

[x

1

2

]

(x

1

)

f

[x

2

2

]

(x

1

)

f

[x

3

2

]

(x

1

)

Fig. 6.4: Traduction de la condition Thomsen

h

(x

1

1

; x

2

2

) � (x

2

1

; x

1

2

) et (x

1

1

; x

3

2

) � (x

3

1

; x

1

2

)

i

) (x

2

1

; x

3

2

) � (x

3

1

; x

2

2

):

Donc, en termes de fonctions d'utilit�e,

f

[x

2

2

]

(x

1

1

) = f

[x

1

2

]

(x

2

1

), f

[x

3

2

]

(x

1

1

) = f

[x

1

2

]

(x

3

1

) et f

[x

3

2

]

(x

2

1

) = f

[x

2

2

]

(x

3

1

):

D'apr�es la premi�ere �egalit�e, x

2

1

= f

�1

[x

1

2

]

� f

[x

2

2

]

(x

1

1

) ; d'apr�es la seconde �egalit�e, x

3

1

= f

�1

[x

1

2

]

�

f

[x

3

2

]

(x

1

1

). Par cons�equent, la troisi�eme �egalit�e peut être �ecrite de la mani�ere suivante :

f

[x

3

2

]

� f

�1

[x

1

2

]

� f

[x

2

2

]

(x

1

1

) = f

[x

2

2

]

� f

�1

[x

1

2

]

� f

[x

3

2

]

(x

1

1

):

Mais ceci doit être vrai pour tout x

1

1

. Par cons�equent, la condition de Thomsen s'�ecrit :

8x

1

2

-

2

x

2

2

-

2

x

3

2

;8x

1

2 X

1

, f

[x

3

2

]

� f

�1

[x

1

2

]

� f

[x

2

2

]

(x

1

) = f

[x

2

2

]

� f

�1

[x

1

2

]

� f

[x

3

2

]

(x

1

): (6.5)

La �gure 6.4 montre bien le passage de l'espace X

1

�X

2

au nouvel espace de travail : les

courbes d'indi��erence de X

1

�X

2

deviennent des droites horizontales dans l'espace de

travail ; les droites horizontales de X

1

�X

2

deviennent les fonctions f

[�]

(�) dans le nouvel

espace de travail. Ainsi, la condition de Thomsen s'exprime sous la forme suivante :

Si

{ les intersections de la droite horizontale AB avec les graphes des fonctions f

[x

2

2

]

(�)

et f

[x

1

2

]

(�) ont pour abscisses respectives x

1

1

et x

2

1

,

{ les intersections de la droite horizontale CD avec les graphes des fonctions f

[x

3

2

]

(�)

et f

[x

2

2

]

(�) ont pour abscisses respectives x

1

1

et x

3

1

,
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alors

{ la droite horizontale intersectant le graphe de la fonction f

[x

3

2

]

(�) en abscisse x

2

1

doit aussi intersecter le graphe de la fonction f

[x

2

2

]

(�) en abscisse x

3

1

.

Montrons maintenant que la condition de Thomsen est bien v�eri��ee par la relation

%. Supposons que x

3

2

6= 6, alors (6.5) est clairement �equivalent �a ((x+ x

2

2

)� x

1

2

) + x

3

2

=

((x+x

3

2

)�x

1

2

)+x

2

2

; par cons�equent, dans ce cas, la condition de Thomsen est satisfaite

par (6.4). Maintenant, supposons que x

3

2

= 6. si, de plus, x

2

2

= 6, alors (6.5) trivialement

v�eri��ee ; si x

2

2

6= 6, alors la condition de Thomsen est aussi v�eri��ee car (6.5) est �equivalent

�a f

[6]

(x+x

2

2

�x

1

2

) = f

[6]

(x)+x

2

2

�x

1

2

; et, puisque x

2

2

�x

1

2

sont des multiples de 2, (6.5) est

�equivalent �a f

[6]

(x+2) = f

[6]

(x)+2. D'apr�es (6.1), f satisfait visiblement cette condition.

Par cons�equent, la condition de Thomsen est v�eri��ee par la relation de pr�ef�erence %.

Passons maintenant �a la condition de Thomsen �elargie : Supposons que

(x

1

1

; x

2

2

) % (x

2

1

; x

1

2

) et (x

3

1

; x

1

2

) % (x

1

1

; x

3

2

) ;

en termes d'utilit�es, ces deux relations sont �equivalentes �a

f

[x

2

2

]

(x

1

1

) � f

[x

1

2

]

(x

2

1

) et f

[x

1

2

]

(x

3

1

) � f

[x

3

2

]

(x

1

1

):

Puisque les fonctions f

[�]

(�) sont continues et varient de �1 �a +1, il existe y

1

1

2 R

tel que f

[x

2

2

]

(y

1

1

) = f

[x

1

2

]

(x

2

1

). Pour être exact, l'existence de y

1

1

provient de la solvabilit�e

non restreinte. Or, les f

[�]

(�) sont strictement croissantes, ce qui implique que x

1

1

� y

1

1

.

Par cons�equent, f

[x

1

2

]

(x

3

1

) � f

[x

3

2

]

(x

1

1

) � f

[x

3

2

]

(y

1

1

). De même, il existe y

3

1

2 R tel que

f

[x

1

2

]

(y

3

1

) = f

[x

3

2

]

(y

1

1

) ; x

3

1

� y

3

1

. Mais alors,

f

[x

2

2

]

(y

1

1

) = f

[x

1

2

]

(x

2

1

) et f

[x

1

2

]

(y

3

1

) = f

[x

3

2

]

(y

1

1

):

Donc, d'apr�es la condition de Thomsen, f

[x

3

2

]

(x

2

1

) = f

[x

2

2

]

(y

3

1

). Or x

3

1

� y

3

1

et f

[x

2

2

]

est une

fonction strictement croissante. Donc

f

[x

3

2

]

(x

2

1

) � f

[x

2

2

]

(x

3

1

):

Par cons�equent, la condition de Thomsen �elargie est v�eri��ee. Mais d'apr�es le th�eo-

r�eme 6.1, si l'ind�ependance et la condition de Thomsen �elargie sont v�eri��ees, alors (C

2

)

l'est aussi. Par cons�equent, % v�eri�e la condition d'�elimination du second ordre.

Cependant, % ne v�eri�e pas l'axiome d'�elimination du troisi�eme ordre. En e�et,

f

[6]

(1) = f

[4]

(3) = 7;

f

[0]

(3) = f

[2]

(1) = 3;

f

[2]

(1:5) = f

[0]

(3:5) = 3:5;

f

[4]

(3:5) = 7:5 < f

[6]

(1:5) = 7:625:



Section 6.2. Solvabilit�e non restreinte sur un composant 89

Axiome d'�elimination d'ordre m

G�en�eralisons l'exemple ci-dessus de la mani�ere suivante : soient m un nombre impair

sup�erieur ou �egal �a trois, X = R � f0; 2; 4; : : : ; 2mg, et % le pr�eordre large total sur X

repr�esent�e par la fonction d'utilit�e suivante :

f(x

1

; x

2

) =

(

x

1

+ x

2

si x

2

< 2m

0:5(x

1

mod 2)

2

+ 2(x

1

div 2) +m

2

+ 2m� 2:5 si x

2

= 2m

(6.6)

Alors, le lemme suivant est vrai.

Lemme 6.1 (C

i

) est v�eri��e pour tout i 2 f0; 1; : : : ;m+ 1g.

Cependant (C

m+2

) n'est pas v�eri��ee. En e�et, l'exemple suivant viole cette condition.

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(2(m� 1) + 1; 0) � (1; 2(m � 1))

(4(m� 1) + 1; 0) � (2(m� 1) + 1; 2(m � 1))

.

.

.

.

.

.

.

.

.

((m+ 1)(m� 1) + 1; 0) � ((m� 1)(m� 1) + 1; 2(m � 1))

(1; 2m) � ((m+ 1)(m� 1) + 1; 2(m � 1))

(0; 2(m � 1)) � (2(m� 1); 0)

(2(m� 1); 2(m � 1)) � (4(m� 1); 0)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

((m� 1)(m � 1); 2(m � 1)) � ((m+ 1)(m� 1); 0)

((m+ 1)(m � 1); 2(m � 1)) � (0; 2m)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

en e�et,

f

[0]

(2(m� 1) + 1) = f

[2(m�1)]

(1) = 2(m� 1) + 1

f

[0]

(4(m� 1) + 1) = f

[2(m�1)]

(2(m� 1) + 1) = 4(m� 1) + 1

.

.

.

f

[0]

((m+ 1)(m� 1) + 1) = f

[2(m�1)]

((m� 1)(m� 1) + 1) = m

2

f

[2m]

(1) = f

[2(m�1)]

((m+ 1)(m� 1) + 1) = m

2

+ 2m� 2

f

[2(m�1)]

(0) = f

[0]

(2(m� 1)) = 2(m� 1)

f

[2(m�1)]

(2(m� 1)) = f

[0]

(4(m� 1)) = 4(m� 1)

.

.

.

f

[2(m�1)]

((m� 1)(m� 1)) = f

[0]

((m+ 1)(m � 1)) = m

2

� 1

f

[2(m�1)]

((m+ 1)(m� 1)) = m

2

+ 2m� 3 < f

[2m]

(0) = m

2

+ 2m� 2:5

On remarquera que la s�equence de points ci-dessus viole manifestement (S

m+2

), et,

par voie de cons�equence, (C

m+2

). Cet exemple g�en�erique montre qu'il est illusoire de

chercher une axiomatisation �a base de conditions d'�elimination d'ordres faibles (inf�e-

rieurs ou �egaux �a 3 par exemple) lorsque seulement un composant v�eri�e la solvabilit�e

restreinte ou non restreinte. C'est pourquoi, dans tout ce qui suit, nous supposerons

toujours qu'au moins deux composants de l'espace v�eri�ent soit la solvabilit�e restreinte,

soit la solvabilit�e non restreinte.
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6.3 Solvabilit�e non restreinte sur au moins deux compo-

sants

Nous �etudierons dans le chapitre 8 des th�eor�emes d'existence d'utilit�es additives

sur des espaces multidimensionnels pour lesquels au moins deux composants v�eri�ent

l'hypoth�ese de solvabilit�e (restreinte ou non). L'id�ee sous-jacente �a ces th�eor�emes est de

construire une fonction d'utilit�e additive sur les sous-espaces form�es par les composants

solvables, et, dans une deuxi�eme phase, d'�etendre la fonction d'utilit�e ainsi cr�e�ee �a

l'espaceX tout entier. Un probl�eme se pose alors, c'est celui de la condition de Thomsen.

En e�et, le th�eor�eme d'existence sur le sous-espace form�e par les composants solvables

requiert la condition de Thomsen uniquement si ce dernier est de dimension 2 (cf. les

th�eor�emes 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5). On peut alors se poser la question suivante : pourquoi

doit-on utiliser dans ces th�eor�emes la condition de Thomsen en dimension 2 et pas en

dimension 3 ? Est-ce parce que l'espace X a au moins trois composants, ou bien est-ce

parce que ces composants sont solvables ?

Nous allons tenter de r�epondre ici �a cette question. Pour cela, nous allons travailler

dans un premier temps sur des espaces de dimension 3, et, ensuite, nous g�en�eraliserons

les r�esultats obtenus �a des espaces de dimension n.

6.3.1 Produits cart�esiens de dimension 3

Dans cette sous-section, nous nous restreindrons �a des produits cart�esiens �a trois

composants dont deux seulement sont solvables ; plus pr�ecis�ement, nous allons utiliser

la solvabilit�e non restreinte. Toute cette sous-section est consacr�ee �a la d�emonstration

du th�eor�eme suivant :

Contre-exemple 6.1 Soit X un produit cart�esien �a 3 composants. Soit % un pr�e-

ordre large total sur X tel que tous les composants de X soient essentiels mais seule-

ment 2 v�eri�ent la solvabilit�e non restreinte, et tel que % v�eri�e l'axiome archim�edien

(voir page 38). Alors l'axiome d'ind�ependance n'implique pas la condition de Thom-

sen.

La d�emonstration de ce th�eor�eme s'ex�ecute en deux temps ; premi�erement, nous

allons �etudier quelques propri�et�es induites par l'ind�ependance sur des produits cart�esiens

du type X = R � R � fx

0

3

; x

1

3

g | o�u x

0

3

et x

1

3

sont des constantes arbitraires. Ces

propri�et�es vont nous permettre de d�eduire une m�ethode g�en�erale de construction de

relations de pr�ef�erence satisfaisant les hypoth�eses du th�eor�eme. Cette m�ethode consiste

�a d�e�nir % �a partir d'une de ses fonctions d'utilit�e h. Dans un deuxi�eme temps, nous

allons exhiber une relation particuli�ere qui ne v�eri�e pas la condition de Thomsen.

Soit % une relation de pr�ef�erence sur X = R � R � fx

0

3

; x

1

3

g v�eri�ant l'axiome d'in-

d�ependance. Supposons que les deux premiers composants de X v�eri�ent la solvabilit�e

non restreinte, et que % soit repr�esentable par une fonction d'utilit�e h. D'apr�es l'axiome

d'ind�ependance,

8x

1

; y

1

; x

2

; y

2

2 R , (x

1

; x

2

; x

0

3

) � (y

1

; y

2

; x

0

3

), (x

1

; x

2

; x

1

3

) � (y

1

; y

2

; x

1

3

):
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Ceci signi�e que les courbes d'indi��erence sont identiques dans les plans fx

3

= x

0

3

g et

fx

3

= x

1

3

g. Attention : même si la forme des courbes d'indi��erence est strictement la

même dans les deux plans, la valeur de l'utilit�e sur ces courbes di��ere suivant les plans

fx

3

= constanteg ; dans le cas contraire, on aurait h(x

1

; x

2

; x

0

3

) = h(x

1

; x

2

; x

1

3

), ce qui,

d'apr�es l'axiome d'ind�ependance, serait �egalement vrai pour tout couple (y

1

; y

2

), et, par

cons�equent, le troisi�eme composant ne serait pas essentiel, ce qui serait contraire aux

hypoth�eses du th�eor�eme.

Cette remarque sugg�ere la construction de deux fonctions g : R �R ! R et ' : R !

R , repr�esentant respectivement l'utilit�e dans le plan fx

3

= x

0

3

g et la transformation

de cette utilit�e pour passer du plan fx

3

= x

0

3

g au plan fx

3

= x

1

3

g. En termes plus

math�ematiques,

h(x

1

; x

2

; x

0

3

) = g(x

1

; x

2

);

h(x

1

; x

2

; x

1

3

) = ' � g(x

1

; x

2

):

Notons que les courbes d'indi��erence sont les courbes g(x

1

; x

2

) = constante. La construc-

tion de % sur X se r�eduit alors �a projeter les courbes obtenues grâce �a la fonction g sur

les plans fx

3

= x

0

3

g et fx

3

= x

1

3

g, et �a utiliser la fonction ' a�n de modi�er les valeurs

associ�ees aux courbes du plan fx

3

= x

1

3

g.

Garantir le fait que l'axiome d'ind�ependance n'est pas viol�e �a l'int�erieur des plans,

c'est-�a-dire lorsque l'on compare des �el�ements appartenant �a un même plan fx

3

=

constanteg, est relativement ais�e : il su�t que g(x

1

; x

2

) soit strictement croissante en x

1

et x

2

| c'est-�a-dire que g(x

1

; x

2

) � g(y

1

; x

2

), x

1

� y

1

et g(x

1

; x

2

) � g(x

1

; y

2

), x

2

�

y

2

| et que ' soit aussi strictement croissante. En e�et, supposons que ces conditions

soient v�eri��ees. Alors

8x

1

; y

1

; x

2

; y

2

2 R , (x

1

; x

2

; x

0

3

) % (y

1

; x

2

; x

0

3

) , g(x

1

; x

2

) � g(y

1

; x

2

)

, x

1

� y

1

, g(x

1

; y

2

) � g(y

1

; y

2

)

, (x

1

; y

2

; x

0

3

) % (y

1

; y

2

; x

0

3

):

Le même argument s'appliquerait si les rôles de x

1

et x

2

avaient �et�e �echang�es. Si ' est

strictement croissante,

8x

1

; y

1

; x

2

; y

2

2 R , (x

1

; x

2

; x

0

3

) % (y

1

; y

2

; x

0

3

) , g(x

1

; x

2

) � g(y

1

; y

2

)

, ' � g(x

1

; x

2

) � ' � g(y

1

; y

2

)

, (x

1

; x

2

; x

1

3

) % (y

1

; y

2

; x

1

3

);

et donc l'ind�ependance est v�eri��ee dans les deux plans fx

3

= constanteg.

Maintenant, nous devons examiner les contraintes impos�ees par l'axiome d'ind�e-

pendance lorsque les deux �el�ements n'appartiennent pas au même plan, c'est-�a-dire les

contraintes impos�ees par des relations de pr�ef�erence similaires �a (x

1

; x

2

; x

0

3

)% (y

1

; x

2

; x

1

3

).

Nous appellerons ces contraintes \contraintes d'ind�ependance inter plans". Leur nature

est expliqu�ee dans la �gure 6.5. Puisque les courbes d'indi��erence sont les mêmes dans

les deux plans, il est pratique de superposer celles-ci sur le même dessin ; pour les

di��erencier, j'ai dessin�e les courbes d'indi��erence du plan fx

3

= x

0

3

g en traits gras,
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contrairement �a celles du plan fx

3

= x

1

3

g. g est strictement croissante en x

1

et x

2

, donc

les courbes \g(x

1

; x

2

) = constante" sont d�ecroissantes | �a condition qu'elles soient

continues, ce que nous supposerons | et, donc, elles peuvent être �ecrites de mani�ere

�equivalente comme \x

2

= fonction(x

1

)", o�u fonction est strictement d�ecroissante. Dans

la �gure 6.5, j'ai a�ect�e �a chaque courbe sa fonction.

A

F

E
B

C

G

D
}
}

'

'

x

2

y

2

z

2

x

1

y

1

z

1

'

'

Plan fx

3

= x

1

3

g

Plan fx

3

= x

0

3

g

X

2

X

1

y = f(x)

y = k(x)

y = p(x)

y = q(x)

Fig. 6.5: contraintes inter plans

Supposons que

A = (y

1

; x

2

; x

0

3

) � B = (y

1

; z

2

; x

1

3

):

Alors, d'apr�es l'axiome d'ind�ependance,

C = (z

1

; x

2

; x

0

3

) � D = (z

1

; z

2

; x

1

3

):

Supposons maintenant que

F = (x

1

; y

2

; x

0

3

) � A = (y

1

; x

2

; x

0

3

) � G = (z

1

; y

2

; x

1

3

):

Alors, encore par ind�ependance,

E = (x

1

; z

2

; x

0

3

) � D = (z

1

; z

2

; x

1

3

):

Par cons�equent, nous devons aussi avoir

E = (x

1

; z

2

; x

0

3

) � C = (z

1

; x

2

; x

0

3

):

Exprimons maintenant cette relation en termes fonctionnels. Etant donn�e un point

arbitraire C = (z

1

; x

2

) et deux fonctions connues f et p, on peut d�e�nir

(

z

1

! y

2

= p(z

1

) ! x

1

= f

�1

(y

2

);

x

2

! y

1

= f

�1

(x

2

) ! z

2

= p(y

1

):
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Puisque l'ind�ependance inter plans se traduit par le fait que E = (x

1

; z

2

) et C =

(z

1

; x

2

) appartiennent �a la même courbe d'indi��erence, �a savoir la courbe y = k(x),

nous pouvons en d�eduire que :

z

2

= k(x

1

) et x

2

= k(z

1

):

En d'autres termes, d'apr�es les �equations ci-dessus,

z

2

= k(x

1

) = k � f

�1

(y

2

) = k � f

�1

� p(z

1

);

z

2

= p(y

1

) = p � f

�1

(x

2

) = p � f

�1

� k(z

1

) ;

d'o�u

p � f

�1

� k(z

1

) = k � f

�1

� p(z

1

):

Or par hypoth�ese, z

1

�etait arbitraire. Par cons�equent, l'ind�ependance inter plans im-

plique que,

8x

1

2 X

1

, p � f

�1

� k(x

1

) = k � f

�1

� p(x

1

):

Autrement dit, lors de la construction de l'exemple, si f et p sont des fonctions connues,

alors toute fonction se trouvant \�a l'int�erieur de la bande form�ee par celles-ci" | c'est-�a-

dire toute fonction dont la courbe d'indi��erence se trouve entre les courbes d'indi��erence

associ�ees �a f et �a p | ne peut être choisie avec un certain degr�e de libert�e que sur le

petit intervalle correspondant �a [CE] ; au del�a de cet intervalle, la fonction est enti�ere-

ment d�e�nie par la combinaison de l'ind�ependance inter plans et des d�e�nitions de f

et p. Quant au degr�e de libert�e, toute courbe peut convenir tant que l'ind�ependance �a

l'int�erieur des plans reste v�eri��ee. De plus, les courbes �a l'ext�erieur de f et p | comme

celle passant par le point D | sont d�etermin�ees par les courbes se trouvant entre f et

p. Par exemple, le point D est d�etermin�e par A;B;C et E;F;G. En fait, c'est le cas

pour n'importe quelle courbe \ext�erieure" car d�es que les courbes \int�erieures" ont �et�e

choisies, localement pr�es de f et de p, les courbes ext�erieures | telles que q | sont

impos�ees. Mais alors, k et q peuvent jouer le rôle tenu pr�ec�edemment par f et p ; or

p se trouve entre k et q, il existe donc une courbe �a l'ext�erieur de k et q, impos�ee par

p, et ainsi de suite. Par ce proc�ed�e, on construit une s�equence standard in�nie, ce qui,

d'apr�es l'axiome archim�edien, implique que tout l'espace peut être atteint.

Maintenant nous avons tout le mat�eriel math�ematique n�ecessaire �a la construction

des fonctions g et '. Par souci de simplicit�e, l'exemple que je vais d�ecrire ci-dessous

utilise la droite x

2

= x

1

comme axe de sym�etrie. Cette propri�et�e est en e�et relative-

ment pratique car elle entrâ�ne une sym�etrie entre les deux premiers composants (les

composants solvables). g d�ecrit les courbes d'indi��erence dans l'espace R � R ; notons

ces derni�eres C

[�]

, en utilisant la r�egle suivante pour �evaluer � : le point de coordonn�ees

(�; �) appartient �a la courbe C

[�]

; ainsi C

[�]

= f(x

1

; x

2

) 2 R

2

: g(x

1

; x

2

) = g(�; �)g.

De plus, imposons sur g la condition suivante : g(x

1

; x

2

= x

1

) = x

1

pour tout x

1

2 R .

Ainsi, C

[�]

= f(x

1

; x

2

) 2 R

2

: g(x

1

; x

2

) = �g. De par leur d�e�nition, les courbes C

[�]

peuvent être per�cues comme des graphes de fonctions ; notons f

[�]

la fonction associ�ee

�a la courbe C

[�]

, c'est-�a-dire que C

[�]

= f(x

1

; x

2

) 2 R

2

: x

2

= f

[�]

(x

1

)g. Par d�e�nition,

f

[�]

et C

[�]

sont en bijection.
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Pour commencer la construction, j'ai choisi pour fonctions f et p de la �gure 6.5 les

fonctions f

[0]

et f

[1]

. Ceci signi�e que f

['(0)]

= f

[1]

, ou '(0) = 1, ou, plus simplement, que

(0; 0; x

1

3

) � (1; 1; x

0

3

). Ces fonctions pouvant être prises arbitrairement | �a condition

bien sûr qu'elles soient strictement d�ecroissantes, et qu'elles n'aient pas d'intersection

| je les ai donc d�e�nies comme suit :

f

[0]

(x

1

) =

(

�2x

1

si x

1

� 0

�

x

1

2

si x

1

� 0

(6.7)

f

[1]

(x

1

) =

(

�2x

1

+ 3 si x

1

� 1

3�x

1

2

si x

1

� 1

(6.8)

Notons le fait que f

[0]

et f

[1]

sont continues, strictement d�ecroissantes, et donc bijectives,

qu'elles varient de +1 jusqu'�a �1 et qu'elles admettent la droite x

2

= x

1

comme axe

de sym�etrie.

Maintenant, nous devons construire les courbes \int�erieures". Pour cela, nous allons

utiliser un proc�ed�e en deux �etapes. Tout d'abord, choisissons la partie \arbitraire" des

courbes d'indi��erence (celle qui correspond �a l'intervalle [CE] sur la �gure 6.5) :

8� 2]0; 1[, f

[�]

(x

1

) =

(

�2x

1

+ 3� si x

1

2 [

��1

2

; �]

3��x

1

2

si x

1

2 [�; 2� + 1]

(6.9)

Ensuite, l'ind�ependance inter plans impose le reste de la construction, comme on l'a

montr�e dans la �gure 6.5. Ceci a pour r�esultat l'�equation suivante :

8x

1

2 R , f

[�]

� f

�1

[0]

� f

[1]

(x

1

) = f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[�]

(x

1

) (6.10)

Remarquons que l'�equation (6.10) est v�eri��ee pour � = 0 et � = 1, et que (6.9) n'entre

pas en conit avec (6.10) du fait que f

[�]

d�ecrô�t sur [

��1

2

; 2�+1] et que f

�1

[0]

�f

[1]

(2�+1) =

��1

2

. L'�equation (6.10) est illustr�ee par la �gure 6.6 : si A appartient �a la courbe C

[�]

,

alors B doit aussi appartenir �a la courbe C

[�]

, et inversement.

Les courbes C

[�]

d�e�nies par (6.9) et (6.10) v�eri�ent les conditions impos�ees pr�ec�e-

demment. En particulier, l'�equation (6.10) �etend la d�e�nition de C

[�]

sur la totalit�e de

R . Les propri�et�es de ces courbes sont d�ecrites dans le lemme suivant.

Lemme 6.2 Soit � dans ]0; 1[. Supposons que f

[�]

est d�e�nie par les �equations (6.9) et

(6.10). Alors, f

[�]

est bien d�e�nie sur R , continue, strictement d�ecroissante, f

[�]

(R) =

R , et la droite x

2

= x

1

est un axe de sym�etrie. En outre,

8�; � 2 [0; 1], � � � ,

h

f

[�]

(x

1

) � f

[�]

(x

1

), 8x

1

2 R

i

:

Maintenant que la construction des courbes int�erieures est achev�ee, il reste celle des

courbes ext�erieures. L�a encore, deux �etapes vont être n�ecessaires. Premi�erement, grâce

�a la �gure 6.5, nous allons d�eduire le principe de construction des courbes d'indi��erence

de % \localement au dessus" de f

[1]

; ce principe est d�ecrit par l'�equation (6.11). Ensuite,

ce principe est g�en�eralis�e �a tout l'espace grâce aux �equations (6.13) et (6.14).

Revenons �a la �gure 6.5. Dans celle-ci, le point D du plan fx

3

= x

1

3

g est indi��erent

aux points C et E du plan fx

3

= x

0

3

g. Cela signi�e que h(z

1

; z

2

; x

1

3

) = h(z

1

; x

2

; x

0

3

),
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C

B

E A

D

F
X

2

X

1

f

�1

[0]

� f

[�]

(x

0

1

)f

�1

[0]

� f

[1]

(x

0

1

)

x

0

1

x

2

= f

[1]

(x

1

)

x

2

= f

[0]

(x

1

)

f

[1]

(x

0

1

)

f

[�]

(x

0

1

)

f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[�]

(x

0

1

)

Fig. 6.6: construction des courbes int�erieures

ou, en termes de g et de ', g(z

1

; z

2

) = ' � g(z

1

; x

2

). Mais, d'apr�es l'ind�ependance inter

plans, nous savons aussi que z

2

= q(z

1

) = p � f

�1

� k(z

1

). Ceci sugg�ere donc le principe

de construction suivant pour notre exemple :

8x

1

2 R , f

['(�)]

(x

1

) = f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[�]

(x

1

) ;

en conjuguant, cette �equation avec (6.10), on obtient :

8x

1

2 R , f

['(�)]

(x

1

) = f

[�]

� f

�1

[0]

� f

[1]

(x

1

) = f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[�]

(x

1

); (6.11)

ce qui correspond dans la �gure 6.7 �a : \si A et B appartiennent �a C

[�]

, alors E et G

appartiennent �a C

['(�)]

".

ED

B

C
F

G

A

X

1

= f

�1

[0]

� f

[1]

(x

1

1

)

C

j0]

x

0

1

C

[�]

x

1

1

= f

�1

[1]

� f

[�]

(x

0

1

)f

�1

[0]

� f

[�]

(x

0

1

)

X

2

C

[1]

C

['(�)]

f

[�]

� f

�1

[0]

� f

[1]

(x

1

1

)

f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[�]

(x

0

1

)

f

[�]

(x

0

1

) = f

[1]

(x

1

1

)

Fig. 6.7: construction des courbes ext�erieures
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Les propri�et�es des nouvelles courbes sont d�ecrites dans le lemme suivant :

Lemme 6.3 Soit � dans [0; 1]. Supposons que f

['(�)]

est d�e�nie par l'�equation (6.11).

Alors f

['(�)]

est bien d�e�nie sur R, continue, strictement d�ecroissante, f

['(�)]

(R) = R ,

la droite x

2

= x

1

est un axe de sym�etrie ; de plus,

8� 2 [0; 1], � � � , [f

['(�)]

(x

1

) � f

['(�)]

(x

1

), 8x

1

2 R ] ;

8x

1

2 R , f

['(�)]

� f

�1

['(0)]

� f

['(1)]

(x

1

) = f

['(1)]

� f

�1

['(0)]

� f

['(�)]

(x

1

): (6.12)

Remarquons que, d'apr�es (6.11), f

['(1)]

= f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[1]

; par cons�equent, puisque,

par hypoth�ese, f

['(0)]

= f

[1]

,

f

['(1)]

� f

�1

['(0)]

= f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[1]

� f

�1

[1]

= f

[1]

� f

�1

[0]

;

de même, f

�1

['(0)]

� f

['(1)]

(�) = f

�1

[0]

� f

[1]

(�) ; ainsi, (6.12) est �equivalent �a

8x

1

2 R , f

['(�)]

� f

�1

[0]

� f

[1]

(x

1

) = f

[1]

� f

�1

[0]

� f

['(�)]

(x

1

):

Nous pouvons maintenant d�ecrire la construction globale de l'exemple. Il est re-

lativement ais�e de remarquer que, quel que soit � 2 [0; 1], et quel que soit x

1

2 R ,

f

['(0)]

(x

1

) � f

['(�)]

(x

1

) � f

['(1)]

(x

1

). Or f

['(1)]

= f

['('(0))]

; par cons�equent, f

['(0)]

peut

jouer le rôle de f dans la �gure 6.5, et f

['('(0))]

le rôle de p ; ceci sugg�ere qu'on peut

recommencer le processus de construction en rempla�cant f

[0]

par f

['(0)]

et f

[1]

par f

['(1)]

.

Par cons�equent, f

['

2

(�)]

| o�u '

2

signi�e ' � ' | peut être d�e�ni �a partir de f

['(�)]

d'une mani�ere tout �a fait similaire �a la d�e�nition de f

['(�)]

�a partir de f

[�]

. Ainsi l'�equa-

tion (6.11) peut se g�en�eraliser en (6.13) et (6.14), o�u � 2 [0; 1] et k 2 N | '

0

repr�esente

la fonction Identit�e sur R .

f

['

k+1

(�)]

(x

1

) =

(

f

['

k

(�)]

�f

�1

['

k

(0)]

�f

['

k

(1)]

(x

1

)

f

['

k

(1)]

�f

�1

['

k

(0)]

�f

['

k

(�)]

(x

1

)

(6.13)

f

['

�k�1

(�)]

(x

1

) =

(

f

['

�k

(�)]

�f

�1

['

�k

(1)]

�f

['

�k

(0)]

(x

1

)

f

['

�k

(0)]

�f

�1

['

�k

(1)]

�f

['

�k

(�)]

(x

1

)

(6.14)

Nous avons vu pr�ec�edemment que f

�1

['(0)]

� f

['(1)]

(�) = f

�1

[0]

� f

[1]

(�) et f

['(1)]

� f

�1

['(0)]

(�) =

f

[1]

� f

�1

[0]

(�) ; il est facile d'�etendre cette propri�et�e par r�ecurrence de fa�con �a obtenir :

f

�1

['

k

(0)]

� f

['

k

(1)]

(�) = f

�1

[0]

� f

[1]

(�) et f

['

k

(1)]

� f

�1

['

k

(0)]

(�) = f

[1]

� f

�1

[0]

(�). Ainsi, (6.13) et

(6.14) sont �equivalents �a

f

['

k+1

(�)]

(x

1

) = f

['

k

(�)]

�f

�1

[0]

�f

[1]

(x

1

) = f

[1]

�f

�1

[0]

�f

['

k

(�)]

(x

1

);

f

['

�k�1

(�)]

(x

1

) = f

['

�k

(�)]

�f

�1

[1]

�f

[0]

(x

1

) = f

[0]

�f

�1

[1]

�f

['

�k

(�)]

(x

1

):

Le proc�ed�e de construction garantit que f

['

k+1

(�)]

et f

['

�k�1

(�)]

sont bien d�e�nies sur

R , continues, strictement d�ecroissantes, et admettent la droite x

2

= x

1

comme axe de

sym�etrie, que f

['

k+1

(�)]

(R) = R et que f

['

�k�1

(�)]

(R) = R . De plus, si �; � 2 [0; 1], alors

� � � , f

['

k

(�)]

(x

1

) � f

['

k

(�)]

(x

1

) pour tout x

1

2 R et tout entier relatif k.
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La construction du pr�eordre large total est maintenant achev�ee ; il reste seulement �a

prouver que toutes les propri�et�es escompt�ees sont bien v�eri��ees. C'est l'objet du th�eo-

r�eme suivant.

Th�eor�eme 6.3 La relation binaire % repr�esent�ee par les fonctions f

['

k

(�)]

est un pr�e-

ordre large total bien d�e�ni sur X et satisfait l'ind�ependance et l'axiome archim�edien.

En outre, les deux premiers composants v�eri�ent la solvabilit�e non restreinte.

Jusqu'�a maintenant la construction a �et�e r�ealis�ee �a un niveau assez abstrait, et il

apparâ�t assez di�cile d'imaginer la forme des courbes d'indi��erence. C'est pourquoi j'ai

dessin�e dans la �gure 6.8 l'aspect de ces courbes localement autour des axes d'origine.

C

'

�1

(0)

C

'

�1

(0:25)

C

'

�1

(0:5)

C

'

�1

(0:75)

C

0

C

0:25

C

0:5

C

0:75

C

1

C

'(0:25)

C

'(0:5)

C

'(0:75)

C

'(1)

C'

2

(0:25)

C

'

2

(0:5)

C

'

2

(0:75)

C

'

2

(1)

2

5

1

3

4

6

7

3 4 5 6 721 x

y

Fig. 6.8: quelques courbes d'indi��erence autour des axes

A�n de conclure, nous devons montrer que la condition de Thomsen n'est pas v�eri��ee
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partout dans X. En e�et,

h(0:2; 0:2; x

0

3

) = h(0:5; 0:5; x

0

3

) = 0:2;

h(0:7; 0:05; x

0

3

) = h(0:2; 0:4; x

0

3

) = 4=15;

h(0:5; 0:4; x

0

3

) = 13=30 > h(0:7; 0:2; x

0

3

) = 11=30:

Par cons�equent la condition de Thomsen ne peut être v�eri��ee. Par la même occasion,

on constate que % n'admet pas de repr�esentation additive.

6.3.2 Produits cart�esiens de dimension n

Dans la sous-section pr�ec�edente, nous avons montr�e que, dans le cadre de produits

cart�esiens �a 3 composants, la combinaison de la solvabilit�e non restreinte par rapport �a

deux composants et de l'ind�ependance n'est pas su�sante pour d�eriver la condition de

Thomsen. Nous allons �etendre ici cette propri�et�e �a des produits cart�esiens de dimension

quelconque.

Soit X = R � R � f0; 1g � f0; 2g � : : : � f0; pg. Utilisons les courbes d'indi��erence

d�e�nies dans la section pr�ec�edente et supposons que

h(x

1

; x

2

; i

1

; i

2

; : : : ; i

p

) = '

i

1

+i

2

+���+i

p

� h(x

1

; x

2

; 0; : : : ; 0) = '

i

1

+i

2

+���+i

p

� g(x

1

; x

2

);

o�u, 8j 2 f1; : : : ; pg, i

j

2 f0; jg.

Il est clair que i

1

+ i

2

+ � � �+ i

p

2 f0; : : : ;

p(p+1)

2

g. Consid�erons un j 2 f1; : : : ;

p(p+1)

2

g

arbitraire et � 2 [0; 1], et d�e�nissons  = '

j

. Alors,

f

[ (0)]

� f

�1

[0]

= f

['

j

(0)]

� f

�1

[0]

= (f

[1]

� f

�1

[0]

)

j

;

f

�1

[0]

� f

[ (0)]

= f

�1

[0]

� f

['

j

(0)]

= (f

�1

[0]

� f

[1]

)

j

:

Ainsi,

f

[ (0)]

� f

�1

[0]

� f

[�]

= f

['

j

(0)]

� f

�1

[0]

� f

[�]

= (f

[1]

� f

�1

[0]

)

j

� f

[�]

:

Or, par une utilisation r�ep�et�ee de (6.10), il est facile de montrer que

(f

[1]

� f

�1

[0]

)

j

� f

[�]

= f

[�]

� (f

�1

[0]

� f

[1]

)

j

;

mais

f

[�]

� (f

�1

[0]

� f

[1]

)

j

= f

[�]

� f

�1

[0]

� f

[ (0)]

:

Donc

f

[ (0)]

� f

�1

[0]

� f

[�]

= f

[�]

� f

�1

[0]

� f

[ (0)]

:

Ceci g�en�eralise la formule (6.10).

f

[ (�)]

= f

['

j

(1)]

� f

�1

['

j

(0)]

� f

['

j�1

(�)]

= f

[1]

� f

�1

[0]

� f

['

j�1

(�)]

;

et donc, par r�ecurrence sur j,

f

[ (�)]

= (f

[1]

� f

�1

[0]

)

j

� f

[�]

= f

[ (0)]

� f

�1

[0]

� f

[�]

;
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ce qui g�en�eralise la formule (6.11). De la même mani�ere, on peut �etendre (6.13) et (6.14)

comme suit : pour tout k 2 N ,

f

[ 

k+1

(�)]

(x

1

) = f

[ 

k

(�)]

� f

�1

[ 

k

(0)]

� f

[ 

k+1

(0)]

(x

1

);

= f

[ 

k+1

(0)]

� f

�1

[ 

k

(0)]

� f

[ 

k

(�)]

(x

1

);

f

[ 

�k�1

(�)]

(x

1

) = f

[ 

�k

(�)]

� f

�1

[ 

�k+1

(0)]

� f

[ 

�k

(0)]

(x

1

);

= f

[ 

�k

(0)]

� f

�1

[ 

�k+1

(0)]

� f

[ 

�k

(�)]

(x

1

):

Par une d�emonstration identique �a celle du th�eor�eme 6.3, il est possible de prouver

que la relation % repr�esent�ee par h est un pr�eordre large total sur X satisfaisant l'in-

d�ependance et l'axiome archim�edien, et que les deux premiers composants v�eri�ent la

solvabilit�e non restreinte. Et pourtant,

h(0:2; 0:2; 0; : : : ; 0) = h(0:5; 0:5; 0; : : : ; 0) = 0:2;

h(0:7; 0:05; 0; : : : ; 0) = h(0:2; 0:4; 0; : : : ; 0) = 4=15;

h(0:5; 0:4; 0; : : : ; 0) = 13=30 > h(0:7; 0:2; 0; : : : ; 0) = 11=30:

Par cons�equent, la condition de Thomsen n'est pas v�eri��ee.

6.4 D�emonstrations

D�emonstration du th�eor�eme 6.1 : La d�emonstration est relativement simple : le

nombre de con�gurations possibles (le nombre de permutations dans la d�e�nition de

la condition (C

2

)) �etant �ni et peu �elev�e, il su�t d'examiner s�epar�ement toutes les

con�gurations possibles. Pour chaque con�guration, cette d�emonstration est imm�ediate.

J'en donne ici un exemple pour que le lecteur en soit persuad�e. Prenons la con�guration

suivante :

(a

1

; x

2

) % (b

1

; x

0

2

)

(c

1

; y

2

) % (a

1

; y

0

2

)

(b

1

; z

2

) - (c

1

; z

0

2

)

(6.15)

dans laquelle a

1

; b

1

; c

1

2 X

1

, x

2

; x

0

2

; y

2

; y

0

2

; z

2

; z

0

2

2 X

2

et (x

0

2

; y

0

2

; z

0

2

) est une permutation

de (x

2

; y

2

; z

2

). Supposons que x

0

2

= y

2

, y

0

2

= x

2

et z

0

2

= z

2

. Alors, les deux premi�eres

lignes de (6.15) s'�ecrivent comme suit : (a

1

; x

2

) % (b

1

; y

2

) et (c

1

; y

2

) % (a

1

; x

2

). Donc,

par transitivit�e, (c

1

; y

2

) % (b

1

; y

2

), et donc, d'apr�es l'axiome d'ind�ependance, (c

1

; z

2

) %

(b

1

; z

2

), ce qui correspond �a la troisi�eme ligne de (6.15). Toutes les d�emonstrations des

autres con�gurations sont du même ordre, c'est-�a-dire �evidentes. A titre indicatif, j'ai

r�esum�e dans le tableau ci-dessous les di��erentes possibilit�es o�ertes par (6.15).

x

0

2

y

0

2

z

0

2

D�emonstration

x

2

y

2

z

2

transitivit�e + ind�ependance

x

2

z

2

y

2

transitivit�e + ind�ependance

y

2

x

2

z

2

transitivit�e + ind�ependance

y

2

z

2

x

2

condition de Thomsen

z

2

x

2

y

2

transitivit�e

z

2

y

2

x

2

transitivit�e + ind�ependance
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Dans les tableaux ci-dessous, le lecteur trouvera toutes les autres con�gurations

possibles.

x

0

1

= x

1

, y

0

1

= y

1

, z

0

1

= z

1

x

0

2

y

0

2

z

0

2

D�emonstration

x

2

y

2

z

2

�

x

2

z

2

y

2

ind�ependance

y

2

x

2

z

2

�

y

2

z

2

x

2

transitivit�e + ind�ependance

z

2

x

2

y

2

transitivit�e + ind�ependance

z

2

y

2

x

2

ind�ependance

x

0

1

= x

1

, y

0

1

= z

1

, z

0

1

= y

1

x

0

2

y

0

2

z

0

2

D�emonstration

x

2

y

2

z

2
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y
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�

y

2

x

2

z
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y

2

z

2

x

2

transitivit�e + ind�ependance

z

2

x

2

y

2

transitivit�e + ind�ependance

z

2

y

2

x

2

transitivit�e + ind�ependance

x

0

1

= y

1

, y

0

1

= x

1

, z

0

1

= z

1

x

0

2

y

0

2

z

0

2

D�emonstration

x

2

y

2

z

2

�

x

2

z

2

y

2

transitivit�e + ind�ependance

y

2

x

2

z

2

�

y

2

z

2

x

2

transitivit�e + ind�ependance

z

2

x

2

y

2

transitivit�e + ind�ependance

z

2

y

2

x

2

transitivit�e + ind�ependance

x

0

1

= y

1

, y

0

1

= z

1

, z

0

1

= x

1

x

0

2

y

0

2

z

0

2

D�emonstration

x

2

y

2

z

2

transitivit�e + ind�ependance

x

2

z

2

y

2

transitivit�e + ind�ependance

y

2

x

2

z

2

transitivit�e + ind�ependance

y

2

z

2

x

2

transitivit�e

z

2

x

2

y

2

condition de Thomsen �elargie

z

2

y

2

x

2

transitivit�e + ind�ependance
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x

0

1

= z

1

, y

0

1

= y

1

, z

0

1

= x

1

x

0

2

y

0

2

z

0

2

D�emonstration

x

2

y

2

z

2

ind�ependance

x

2

z

2

y

2

transitivit�e + ind�ependance

y

2

x

2

z

2

transitivit�e + ind�ependance

y

2

z

2

x

2

transitivit�e + ind�ependance

z

2

x

2

y

2

transitivit�e + ind�ependance

z

2

y

2

x

2

�

�

D�emonstration du th�eor�eme 6.2 : Cette d�emonstration est adapt�ee d'une d�emons-

tration de Luce et Tukey. On remarque tout d'abord que (C

m

) est �equivalent �a la condi-

tion suivante :

Condition (C

m

) : Supposons que (x

1

1

; x

2

1

; : : : ; x

m+1

1

) | resp. (x

1

2

; : : : ; x

m+1

2

) | soit

une permutation de (y

1

1

; : : : ; y

m+1

1

) | resp. (y

1

2

; : : : ; y

m+1

2

). Alors :

[(x

i

1

; x

i

2

) % (y

i

1

; y

i

2

) 8i 2 f1; : : : ;m+ 1g]) [(x

i

1

; x

i

2

) � (y

i

1

; y

i

2

) 8i 2 f1; : : : ;m+ 1g]:

Dans la suite de cette d�emonstration, c'est cette d�e�nition qui sera utilis�ee plutôt

que celle du chapitre 2. Supposons que (C

m

) est v�eri��ee | ainsi que (S

m+1

) si m est

impair | et montrons que (C

m+1

) est aussi v�eri��ee. Consid�erons la s�equence d'�el�ements

ci-dessous :

[(x

i

1

; x

i

2

) % (y

i

1

; y

i

2

) 8i 2 f1; : : : ;m+ 2g]; (6.16)

o�u, bien �evidemment, (y

1

1

; : : : ; y

m+2

1

) et (y

1

2

; : : : ; y

m+2

2

) sont respectivement des permu-

tations de (x

1

1

; : : : ; x

m+2

1

) et (x

1

2

; : : : ; x

m+2

2

).

Premier cas : s'il existe i

0

et j

0

tels que (x

i

0

1

; x

i

0

2

) = (y

j

0

1

; y

j

0

2

) :

Substituons

(x

i

0

1

; x

i

0

2

) % (y

i

0

1

; y

i

0

2

) et (x

j

0

1

; x

j

0

2

) % (y

j

0

1

; y

j

0

2

)

par

(x

i

0

1

; x

i

0

2

) % (y

j

0

1

; y

j

0

2

) et (x

j

0

1

; x

j

0

2

) % (y

i

0

1

; y

i

0

2

):

Puisque (x

i

0

1

; x

i

0

2

) = (y

j

0

1

; y

j

0

2

), on peut �eliminer la ligne (x

i

0

1

; x

i

0

2

) % (y

j

0

1

; y

j

0

2

) de la

s�equence ; on se retrouve alors dans les conditions d'application de (C

m

) ; donc,

(x

j

0

1

; x

j

0

2

) � (y

i

0

1

; y

i

0

2

)

et,

8i 6= i

0

; j

0

, (x

i

1

; x

i

2

) � (y

i

1

; y

i

2

):

Mais (x

j

0

1

; x

j

0

2

) % (y

j

0

1

; y

j

0

2

) = (x

i

0

1

; x

i

0

2

) % (y

i

0

1

; y

i

0

2

), donc (x

i

0

1

; x

i

0

2

) � (y

i

0

1

; y

i

0

2

) et

(x

j

0

1

; x

j

0

2

) � (y

j

0

1

; y

j

0

2

). Par cons�equent, (C

m+1

) est v�eri��e.
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Si l'on n'est pas dans le cas ci-dessus, on change l'ordre des relations de pr�ef�erence

de mani�ere �a obtenir des cycles de la forme :

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(x

1

1

; x

1

2

) % (x

k

1

; y

1

2

)

(x

2

1

; x

2

2

) % (x

1

1

; y

2

2

)

(x

3

1

; x

3

2

) % (x

2

1

; y

3

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

k�1

1

; x

k�1

2

) % (x

k�2

1

; y

k�1

2

)

(x

k

1

; x

k

2

) % (x

k�1

1

; y

k

2

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(6.17)

Second cas : si k = m+ 2 :

Nous savons qu'il existe i

0

2 f1; : : : ;m+2g tel que y

i

0

2

= x

1

2

. Si i

0

= 1, nous sommes

dans le cas pr�ec�edent ; sinon, par solvabilit�e non restreinte par rapport au premier

composant, il existe g

i

0

�1

1

tel que (g

i

0

�1

1

; y

i

0

�1

2

) � (x

i

0

�1

1

; y

i

0

2

). Mais alors, d'apr�es (C

2

),

(g

i

0

�1

1

; y

i

0

�1

2

) % (x

i

0

�1

1

; y

i

0

2

)

(x

i

0

�1

1

; x

i

0

�1

2

) % (x

i

0

�2

1

; y

i

0

�1

2

)

)

) (x

i

0

�2

2

; y

i

0

2

) - (g

i

0

�1

1

; x

i

0

�1

2

) (6.18)

Donc (6.17) peut être remplac�e par :

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(x

1

1

; x

1

2

) % (x

m+2

1

; y

1

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

i

0

�2

1

; x

i

0

�2

2

) % (x

i

0

�3

1

; y

i

0

�2

2

)

(g

i

0

�1

1

; x

i

0

�1

2

) % (x

i

0

�2

1

; y

i

0

2

)

(x

i

0

1

; x

i

0

2

) % (g

i

0

�1

1

; y

i

0

�1

2

)

(x

i

0

+1

1

; x

i

0

+1

2

) % (x

i

0

1

; y

i

0

+1

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

m+2

1

; x

m+2

2

) % (x

m+1

1

; y

m+2

2

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

On r�eit�ere ce proc�ed�e avec les indices i

0

� 1, i

0

� 2; : : : ; 1, de telle sorte que y

i

0

2

remonte

jusqu'�a la premi�ere relation de pr�ef�erence. Ainsi, en travaillant sur i

0

� 1, on obtient le

cycle suivant :

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(x

1

1

; x

1

2

) % (x

m+2

1

; y

1

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(g

i

0

�2

1

; x

i

0

�2

2

) % (x

i

0

�3

1

; y

i

0

2

)

(g

i

0

�1

1

; x

i

0

�1

2

) % (g

i

0

�2

1

; y

i

0

�2

2

)

(x

i

0

1

; x

i

0

2

) % (g

i

0

�1

1

; y

i

0

�1

2

)

(x

i

0

+1

1

; x

i

0

+1

2

) % (x

i

0

1

; y

i

0

+1

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

m+2

1

; x

m+2

2

) % (x

m+1

1

; y

m+2

2

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A
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Lorsque l'on a e�ectu�e ce travail sur i

0

� 2; : : : ; 1, on obtient :

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(g

1

1

; x

1

2

) % (x

m+2

1

; x

1

2

)

(g

2

1

; x

2

2

) % (g

1

1

; y

1

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(g

i

0

�1

1

; x

i

0

�1

2

) % (g

i

0

�2

1

; y

i

0

�2

2

)

(x

i

0

1

; x

i

0

2

) % (g

i

0

�1

1

; y

i

0

�1

2

)

(x

i

0

+1

1

; x

i

0

+1

2

) % (x

i

0

1

; y

i

0

+1

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

m+2

1

; x

m+2

2

) % (x

m+1

1

; y

m+2

2

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

D'apr�es l'ind�ependance, (g

1

1

; x

1

2

) % (x

m+2

1

; x

1

2

) , (g

1

1

; y

1

2

) % (x

m+2

1

; y

1

2

), et donc,

en rempla�cant la premi�ere ligne de la derni�ere s�equence d'�el�ements par (g

1

1

; y

1

2

) %

(x

m+2

1

; y

1

2

), nous nous retrouvons dans les conditions d'application du premier cas. Par

cons�equent, chaque % peut être remplac�e par un � dans la derni�ere liste. Maintenant,

puisque nous avons des indi��erences, il est possible d'utiliser l'implication inverse dans

(6.18), �a savoir :

(x

i

k

�2

2

; y

i

k

2

) � (g

i

k

�1

1

; x

i

k

�1

2

)

(g

i

k

�1

1

; y

i

k

�1

2

) � (x

i

k

�1

1

; y

i

k

2

)

)

) (x

i

k

�1

1

; x

i

k

�1

2

) � (x

i

k

�2

1

; y

i

k

�1

2

)

Et donc, il est possible de propager en arri�ere les indi��erences jusqu'�a la liste initiale

(6.16). Par cons�equent, (C

m+1

) est v�eri��e.

Troisi�eme cas : s'il existe exactement deux cycles de longueur (m+ 2)=2 :

Changeons l'ordre des indices de telle mani�ere que les (m+2)=2 premi�eres relations

de pr�ef�erence appartiennent au premier cycle.

cas 3.1 : s'il existe i

0

�

m+2

2

et i

1

�

m+2

2

tels que x

i

0

2

= y

i

1

2

:

Dans le cas pr�ec�edent, nous avons modi��e seulement les i

0

premiers �el�ements, et

l'hypoth�ese selon laquelle le cycle �etait de longueur m+ 2 �etait utilis�ee seulement pour

garantir l'existence de i

0

. Par cons�equent, une d�emonstration similaire s'applique ici.

Donc (C

m+1

) est v�eri��e.

cas 3.2 : (x

i

0

2

= y

i

1

2

)) (i

0

�

m+2

2

; i

1

>

m+2

2

) ou (i

0

>

m+2

2

; i

1

�

m+2

2

) :

Dans ce cas, puisqu'il y a exactement deux cycles de longueur

m+2

2

. Ceci signi�e

que m + 2 et m sont pairs. Mais, par hypoth�ese, (S

m+1

) est v�eri��ee, et le cas pr�esent

correspond exactement �a (S

m+1

). Par cons�equent, (C

m+1

) est v�eri��ee.

Quatri�eme cas : s'il existe un cycle de longueur k <

m+2

2

:
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R�eordonnons les indices de telle mani�ere que les k premi�eres relations de pr�ef�erence

correspondent �a ce cycle. En fait, on obtient le cycle d�ecrit par (6.17) :

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(x

1

1

; x

1

2

) % (x

k

1

; y

1

2

)

(x

2

1

; x

2

2

) % (x

1

1

; y

2

2

)

(x

3

1

; x

3

2

) % (x

2

1

; y

3

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

k�1

1

; x

k�1

2

) % (x

k�2

1

; y

k�1

2

)

(x

k

1

; x

k

2

) % (x

k�1

1

; y

k

2

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

S'il existe i; j � k tels que x

i

2

= y

j

2

, on utilise le style de d�emonstration d�ecrit dans

le second cas. Sinon, supposons que x

1

2

= y

k+1

2

| c'est possible puisque l'on peut

r�eordonner les indices. Supposons que la relation de pr�ef�erence correspondant �a y

k+1

2

soit

(x

k+1

1

; x

k+1

2

) % (x

p

1

; y

k+1

2

):

Par solvabilit�e non restreinte par rapport au premier composant, il existe g

1

1

tel que

(g

1

1

; x

1

2

) � (x

p

1

; y

k+1

2

) | en fait, g

1

1

= x

p

1

; de même, il existe g

2

1

tel que (g

2

1

; x

2

2

) �

(g

1

1

; y

2

2

), g

3

1

tel que (g

3

1

; x

3

2

) � (g

2

1

; y

3

2

), et, plus g�en�eralement, g

i

1

, i 2 f2; : : : ; kg, tel que

(g

i

1

; x

i

2

) � (g

i�1

1

; y

i

2

). Maintenant remarquons que, par hypoth�ese, (C

2k�1

) est v�eri��e car

2k � 1 � m ; constituons la s�equence d'�el�ements form�ee par la s�equence pr�ec�edente et

[(g

2

1

; x

2

2

) � (g

1

1

; y

2

2

); : : : ; (g

k

1

; x

k

2

) � (g

k�1

1

; y

k

2

)] :

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(x

1

1

; x

1

2

) % (x

k

1

; y

1

2

)

(x

2

1

; x

2

2

) % (x

1

1

; y

2

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

k�1

1

; x

k�1

2

) % (x

k�2

1

; y

k�1

2

)

(x

k

1

; x

k

2

) % (x

k�1

1

; y

k

2

)

(g

1

1

; y

2

2

) % (g

2

1

; x

2

2

)

(g

2

1

; y

3

2

) % (g

3

1

; x

3

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(g

k�1

1

; y

k

2

) % (g

k

1

; x

k

2

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Or d'apr�es la d�e�nition de (C

2k�1

) donn�ee page 26, la s�equence d'�el�ements ci-dessus

implique (g

1

1

; x

1

2

) % (g

k

1

; y

1

2

), ou encore (x

p

1

; x

1

2

) % (g

k

1

; y

1

2

) puisque g

1

1

= x

p

1

. Maintenant,

en substituant dans la s�equence d'�el�ements initiale le cycle des k premi�eres lignes par le

cycle compos�e des g

i

1

, on obtient :

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(x

p

1

; x

1

2

) % (g

k

1

; y

1

2

)

(g

2

1

; x

2

2

) � (x

p

1

; y

2

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(g

k

1

; x

k

2

) � (g

k�1

1

; y

k

2

)

(x

k+1

1

; x

k+1

2

) % (x

p

1

; x

1

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

m+2

1

; x

m+2

2

) % (x

m+1

1

; y

m+2

2

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A
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Mais, grâce �a (x

p

1

; x

1

2

), nous nous retrouvons dans le premier cas ; par cons�equent,

chaque % peut être remplac�e par �. Maintenant, en utilisant �a nouveau (C

2k�1

), (6.17)

et le cycle avec les g

i

1

, on d�eduit que les % peuvent être remplac�es par des � dans le

cycle (6.17), et donc, dans toute la s�equence d'�el�ements initiale. Par cons�equent (C

m+1

)

est v�eri��e. �

D�emonstration du corollaire 6.1 : Evident d'apr�es le th�eor�eme 6.2. �

D�emonstration du lemme 6.1 : Comme je l'ai expliqu�e dans la sous-section 6.2.1,

nous allons travailler avec f

[x

2

]

(x

1

) plutôt qu'avec f(x

1

; x

2

). Pour tous x

1

2

; x

2

2

, f

[x

1

2

]

et f

[x

2

2

]

sont des fonctions strictement croissantes sur R . De plus, leurs graphes n'ont pas d'inter-

section. Par cons�equent, % v�eri�e l'axiome d'ind�ependance. La condition de Thomsen,

traduite dans l'espace X

1

� R , donne la condition suivante sur f

[2m]

:

f

[2m]

(x+ 2) = f

[2m]

(x) + 2:

Par cons�equent, elle est aussi v�eri��ee. Le processus d�ecrit page 88 pour passer de la

condition de Thomsen �a la condition de Thomsen �elargie est encore valable ici. Donc %

v�eri�e la condition de Thomsen �elargie. Par cons�equent, d'apr�es le th�eor�eme 6.1 (voir

page 81), la condition (C

2

) est aussi v�eri��ee.

Maintenant, d'apr�es le th�eor�eme 6.2, pour montrer que (C

m+1

) est v�eri��e, il su�t

de montrer que, pour tout i = 3; 5; : : : ;m, (S

i

) est v�eri��e. Dans la d�e�nition de (S

i

), s'il

n'existe aucun j tel que x

j

2

= 2m ou y

j

2

= 2m, alors, (S

i

) est v�eri��e puisque c'est un cas

particulier d'axiome d'�elimination et que, sur le sous-espace R �f0; 2; 4; : : : ; 2m� 2g, %

est repr�esent�e par la fonction d'utilit�e additive x

1

+ x

2

.

Soit k � (m+ 1)=2. Consid�erons l'ensemble de relations de pr�ef�erence suivant :

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(x

1

1

; x

1

2

) % (x

k

1

; y

1

2

)

(x

2

1

; x

2

2

) % (x

1

1

; y

2

2

)

(x

3

1

; x

3

2

) % (x

2

1

; y

3

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

k

1

; x

k

2

) % (x

k�1

1

; y

k

2

)

(x

k+1

1

; y

1

2

) % (x

2k

1

; x

1

2

)

(x

k+2

1

; y

2

2

) % (x

k+1

1

; x

2

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

2k�1

1

; y

k�1

2

) % (x

2k�2

1

; x

k�1

2

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(6.19)

o�u, 8i � k < j, x

i

1

6= x

j

1

, et, 8i; j < k, x

i

2

6= y

j

2

.

Supposons maintenant qu'il existe au moins un indice j 2 f1; : : : ; kg tel que x

j

2

= 2m

ou y

j

2

= 2m. Le probl�eme auquel nous sommes confront�es est de savoir si, oui ou non,

(6.19) implique (x

2k

1

; y

k

2

) - (x

2k�1

1

; x

k

2

).

Supposons qu'il existe p indices fi

1

; i

2

; : : : ; i

p

g tels que y

i

j

2

= 2m. En utilisant la

transformation (6.18) comme dans la d�emonstration du th�eor�eme 6.2, on peut supposer

que i

1

; : : : ; i

p

sont les p premiers indices. Cette op�eration vise uniquement �a simpli�er les



106 Chapitre 6. Etude des conditions d'�elimination

notations. Maintenant, en traduisant les k premi�eres relations de pr�ef�erence en termes

d'utilit�e f , nous obtenons :

k

X

i=1

(x

i

1

+ x

i

2

) �

p�1

X

i=1

f

[2m]

(x

i

1

) + f

[2m]

(x

k

1

) +

k

X

i=p+1

(x

i�1

1

+ y

i

2

)

D'apr�es (6.4), il est facile de montrer que f

[2m]

(x

1

) � x

1

+ m

2

8x

1

2 X

1

; par

cons�equent, l'in�egalit�e ci-dessus implique que

k

X

i=1

x

i

2

�

k

X

i=1

x

i

2

�

k

X

i=p+1

y

i

2

� p �m

2

� m

2

:

Or ceci est impossible ; en e�et, k �

m+ 1

2

et x

i

2

� 2(m�1) car x

i

2

6= y

i

j

2

= 2m, et donc

k

X

i=1

x

i

2

�

m+ 1

2

� 2(m� 1) =m

2

� 1:

Supposons maintenant qu'il existe p indices fi

1

; i

2

; : : : ; i

p

g tels que x

i

j

2

= 2m. Re-

marquons que, parmi les k premi�eres relations de pr�ef�erence, il existe au moins une

pr�ef�erence stricte ; sinon, l'in�egalit�e suivante serait vraie :

p

X

j=1

f

[2m]

(x

i

j

1

) +

X

j 62fi

1

;:::;i

p

g

j�k

(x

j

1

+ x

j

2

) =

p

X

j=1

(x

i

j

1

+ y

i

j

2

) +

X

j 62fi

1

;:::;i

p

g

j�k

(x

j

1

+ x

j

2

);

ce qui serait �equivalent �a

p

X

j=1

f

[2m]

(x

i

j

1

) =

p

X

j=1

x

j

1

+

p

X

j=1

y

i

j

2

+

X

j 62fi

1

;:::;i

p

g

j�k

(y

j

2

� x

j

2

):

Or, par d�e�nition de f

[2m]

, 8x

1

2 R , f

[2m]

(x

1

) � x

1

+m

2

; donc

p

X

j=1

f

[2m]

(x

i

j

1

) � p �m

2

+

p

X

j=1

x

i

j

1

:

Par cons�equent, on aurait

p

X

j=1

y

i

j

2

+

X

j 62fi

1

;:::;i

p

g

j�k

(y

j

2

� x

j

2

) � p �m

2

;

ce qui est impossible puisque

p

X

j=1

y

i

j

2

+

X

j 62fi

1

;:::;i

p

g

j�k

(y

j

2

� x

j

2

) � k � 2(m� 1) � m

2

� 1:
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Si x

i

2

= 2m, i � k, alors :

(x

k+i

1

; y

i

2

) % (x

k+i�1

1

; x

i

2

), ce qui est �equivalent �a x

k+i

1

+ y

i

2

� f

[2m]

(x

k+i�1

1

) ;

sinon :

(x

k+i

1

; y

i

2

) % (x

k+i�1

1

; x

i

2

), ce qui est �equivalent �a x

k+i

1

+ y

i

2

� x

k+i�1

1

+ x

i

2

.

Par cons�equent les k � 1 derni�eres relations de pr�ef�erence de (6.19) impliquent que

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

k�1

X

i=1

(x

k+i

1

+ y

i

2

) �

p�1

X

j=2

f

[2m]

(x

k+i

j

�1

1

) + f

[2m]

(x

2k

1

)

+

X

i 62fi

1

;:::;i

p

g

2�i�k�1

(x

k+i�1

1

+ x

i

2

)

3

7

7

7

7

7

5

si x

1

2

= 2m;

et x

k

2

= 2m;

k�1

X

i=1

(x

k+i

1

+ y

i

2

) �

p

X

j=2

f

[2m]

(x

k+i

j

�1

1

) + f

[2m]

(x

2k

1

)

+

X

i 62fi

1

;:::;i

p

g

2�i�k�1

(x

k+i�1

1

+ x

i

2

)

3

7

7

7

7

7

5

si x

1

2

= 2m;

et x

k

2

6= 2m;

k�1

X

i=1

(x

k+i

1

+ y

i

2

) �

p�1

X

j=1

f

[2m]

(x

k+i

j

�1

1

) + x

2k

1

+ x

1

2

+

X

i 62fi

1

;:::;i

p

g

2�i�k�1

(x

k+i�1

1

+ x

i

2

)

3

7

7

7

7

7

5

si x

1

2

6= 2m;

et x

k

2

= 2m;

k�1

X

i=1

(x

k+i

1

+ y

i

2

) �

p

X

j=1

f

[2m]

(x

k+i

j

�1

1

) + x

2k

1

+ x

1

2

+

X

i 62fi

1

;:::;i

p

g

2�i�k�1

(x

k+i�1

1

+ x

i

2

)

3

7

7

7

7

7

5

si x

1

2

6= 2m;

et x

k

2

6= 2m:
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L'�equation ci-dessus est �equivalente �a

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

x

2k�1

1

�

p�1

X

j=2

�

f

[2m]

(x

k+i

j

�1

1

)� x

k+i

j

�1

1

�

+ f

[2m]

(x

2k

1

)

�

p�1

X

j=1

y

i

j

2

+

X

i 62fi

1

;:::;i

p

g

2�i�k�1

(x

i

2

� y

i

2

)

3

7

7

7

7

7

7

7

5

si x

1

2

= 2m;

et x

k

2

= 2m;

x

2k�1

1

�

p

X

j=2

�

f

[2m]

(x

k+i

j

�1

1

)� x

k+i

j

�1

1

�

+ f

[2m]

(x

2k

1

)

�

p

X

j=1

y

i

j

2

+

X

i 62fi

1

;:::;i

p

g

2�i�k�1

(x

i

2

� y

i

2

)

3

7

7

7

7

7

7

5

si x

1

2

= 2m;

et x

k

2

6= 2m;

x

2k�1

1

�

p�1

X

j=1

�

f

[2m]

(x

k+i

j

�1

1

)� x

k+i

j

�1

1

�

+ x

2k

1

�

p�1

X

j=1

y

i

j

2

+

X

i 62fi

1

;:::;i

p

g

i�k�1

(x

i

2

� y

i

2

)

3

7

7

7

7

7

7

7

5

si x

1

2

6= 2m;

et x

k

2

= 2m;

x

2k�1

1

�

p

X

j=1

�

f

[2m]

(x

k+i

j

�1

1

)� x

k+i

j

�1

1

�

+ x

2k

1

�

p

X

j=1

y

i

j

2

+

X

i 62fi

1

;:::;i

p

g

i�k�1

(x

i

2

� y

i

2

)

3

7

7

7

7

7

7

5

si x

1

2

6= 2m;

et x

k

2

6= 2m:

Donc, puisque f

[2m]

(x

1

) � x

1

+m

2

8x

1

2 R ,

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

x

2k�1

1

� x

2k

1

+ (p� 1) �m

2

�

p�1

X

j=1

y

i

j

2

+

X

i 62fi

1

;:::;i

p

g

i�k�1

(x

i

2

� y

i

2

) si x

k

2

= 2m

x

2k�1

1

� x

2k

1

+ p �m

2

�

p

X

j=1

y

i

j

2

+

X

i 62fi

1

;:::;i

p

g

i�k�1

(x

i

2

� y

i

2

) sinon

Dans le premier cas,

x

2k�1

1

+m

2

� x

2k

1

+ p �m

2

�

k

X

j=1

y

j

2

+

X

i 62fi

1

;:::;i

p

g

i�k�1

x

i

2

+ y

k

2

� x

2k

1

+ p �m

2

�

k

X

j=1

y

j

2

+ y

k

2

> x

2k

1

+ y

k

2

;

car

p �m

2

�m

2

> m

2

� 1 �

k

X

i=1

(2m� 2) �

k

X

i=1

y

i

2

:
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Mais puisque f

[2m]

(x

1

) � x

1

+m

2

8x

1

2 R , f

[2m]

(x

2k�1

1

) > x

2k

1

+ y

k

2

. Donc (x

2k�1

1

; x

k

2

) �

(x

2k

1

; y

k

2

).

Dans le second cas,

x

2k�1

1

� x

2k

1

+ p �m

2

�

k

X

i=1

y

i

2

+

X

i 62fi

1

;:::;i

p

g

i�k�1

x

i

2

+ (y

k

2

� x

k

2

)

� x

2k

1

+ p �m

2

�

k

X

i=1

y

i

2

+ (y

k

2

� x

k

2

)

> x

2k

1

+ (y

k

2

� x

k

2

):

Par cons�equent, (x

2k�1

1

; x

k

2

) � (x

2k

1

; y

k

2

).

Autrement dit, (S

i

) est bien v�eri��ee pour tout i 2 f3; : : : ;mg, et, donc, (C

m

) aussi.

Puisque m est impair, (C

m+1

) est aussi v�eri��ee (d'apr�es le th�eor�eme 6.2). �

D�emonstration du lemme 6.2 : D'apr�es les �equations (6.7) et (6.8), nous pouvons

d�eduire les �equations suivantes :

f

�1

[0]

� f

[1]

(x

1

) =

8

>

<

>

:

x

1

�

3

2

si x

1

2]�1; 1]

x

1

�3

4

si x

1

2 [1; 3]

x

1

� 3 si x

1

2 [3;+1]

(6.20)

f

[1]

� f

�1

[0]

(x

1

) =

8

>

<

>

:

x

1

+

3

2

si x

1

2]�1;�

1

2

]

4x

1

+ 3 si x

1

2 [�

1

2

; 0]

x

1

+ 3 si x

1

2 [0;+1]

(6.21)

Donc, d'apr�es (6.10), 8� 2]0; 1[, f

[�]

� f

�1

[0]

� f

[1]

(2�+1) = f

[�]

(

��1

2

). Par cons�equent,

l'�equation (6.9) n'est pas en contradiction avec l'�equation (6.10). En utilisant (6.9) et

(6.10), nous d�e�nissons f

[�]

sur [

��4

2

;

��1

2

] puisque f

�1

[0]

� f

[1]

est �evidemment continue

et croissante, f

�1

[0]

� f

[1]

(

��1

2

) =

��4

2

et f

�1

[0]

� f

[1]

(2� + 1) =

��1

2

. f

�1

[0]

� f

[1]

et f

[1]

�

f

�1

[0]

�etant continues et strictement croissantes sur [

��1

2

; 2� + 1], f

[�]

est continue et

d�ecrô�t strictement sur [

��4

2

;

��1

2

]. Par r�ecurrence, on construit f

[�]

sur ] �1; 2� + 1]

car on montre facilement que 8k 2 N , f

�1

[0]

� f

[1]

(

��1�3k

2

) =

��4�3k

2

. Bien entendu, la

construction par r�ecurrence assure la continuit�e et la croissance de f

[�]

.

De plus, 8k 2 N , f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[�]

(

��1�3k

2

) = 2� + 1 + 3k, ce qui entrâ�ne que

lim

x

1

!�1

f

[�]

(x

1

) = +1. La droite x

2

= x

1

�etant axe de sym�etrie pour f

[0]

et f

[1]

sur R , et pour f

[�]

sur [

��1

2

; 2�+1], c'est aussi un axe de sym�etrie pour f

[�]

sur R . Par

cons�equent, f

[�]

est bien d�e�nie sur [�2� � 1;+1[, continue, strictement d�ecroissante

et lim

x

1

!+1

f

[�]

(x

1

) = �1.

Maintenant, consid�erons �; � 2 [0; 1] tels que � � �. D'apr�es l'�equation (6.9) |

ainsi que les �equations (6.7) et (6.8) si � ou � est �egal �a 0 ou �a 1 | il est �evident que

8x

1

2 [

��1

2

; 2� + 1], f

[�]

� f

[�]

. Sur l'intervalle [

��1

2

;

��1

2

], l'in�egalit�e f

[�]

(x

1

) � f

[�]

(x

1

)

doit aussi être v�eri��ee car, sinon, f

[�]

ne pourrait être bijective. Maintenant, s'il existait

un x

1

2 R tel que f

[�]

(x

1

) > f

[�]

(x

1

), alors, par une utilisation r�ep�et�ee de (6.10), il

existerait un x

0

1

2 [

��1

2

; 2� + 1] tel que f

[�]

(x

0

1

) > f

[�]

(x

0

1

), ce qui, comme nous l'avons
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d�ej�a montr�e, est impossible. R�eciproquement, si 8x

1

2 R , f

[�]

(x

1

) � f

[�]

(x

1

), alors c'est

vrai en particulier pour tout x

1

2 [

��1

2

; 2� + 1]. Mais alors, d'apr�es l'�equation (6.9) |

et (6.7) ou (6.8) | � � �. �

D�emonstration du lemme 6.3 : D'apr�es (6.10), nous savons que f

['(�)]

est bien

d�e�nie sur R pour tout � 2 [0; 1]. Puisque f

[�]

, f

[0]

et f

[1]

sont continues, stricte-

ment d�ecroissantes, varient de +1 �a �1 et admettent la droite x

2

= x

1

comme

axe de sym�etrie, f

['(�)]

poss�ede les mêmes propri�et�es. D'apr�es le lemme 6.2, pour

tout �; � 2 [0; 1], � � � ) [f

[�]

(x

1

) � f

[�]

(x

1

) 8x

1

2 R ] ; et d'apr�es le change-

ment de variable y

1

= f

�1

[1]

� f

[0]

(x

1

) et le fait que f

�1

[1]

� f

[0]

(x

1

) varie de �1 �a +1,

� � � ) [f

[�]

� f

�1

[0]

� f

[1]

(y

1

) � f

[�]

� f

�1

[0]

� f

[1]

(y

1

) 8y

1

2 R ].

f

['(1)]

= f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[1]

et f

['(0)]

= f

[1]

| puisque, par hypoth�ese '(0) = 1 ; donc

f

['(�)]

� f

�1

['(0)]

� f

['(1)]

= f

[�]

� f

�1

[0]

� f

[1]

� f

�1

[1]

� f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[1]

= f

[�]

� f

�1

[0]

� f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[1]

= f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[�]

� f

�1

[0]

� f

[1]

= f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[1]

� f

�1

[1]

� f

[�]

� f

�1

[0]

� f

[1]

= f

['(1)]

� f

�1

['(0)]

� f

['(�)]

;

ce qui prouve bien que l'�equation (6.11) est v�eri��ee. �

Lemme 6.4 Supposons que pour tout � 2 [0; 1], C

[�]

est donn�ee par (6.7), (6.8), ou

(6.9) et (6.10). Supposons de plus que C

['

k

(�)]

et C

['

�k

(�)]

sont d�etermin�ees pour tout

k 2 N grâce aux �equations (6.11), (6.13), (6.11) et (6.14). Alors ' est bien d�e�nie

sur R et C

[�]

aussi est bien d�e�nie 8� 2 R. De plus, ' crô�t strictement de �1 �a

+1, 8(x

1

; x

2

) 2 R

2

, 9 � 2 R tel que (x

1

; x

2

) 2 C

[�]

, et, 8�; � 2 R,

� � � , [f

[�]

(x

1

) � f

[�]

(x

1

) 8x

1

2 R ]:

8x

1

; x

0

1

2 R , f

[�]

(x

1

) = f

[�]

(x

0

1

)) f

['(�)]

(x

1

) = f

['(�)]

(x

0

1

):

D�emonstration du lemme 6.4 : D'apr�es (6.9), tout point du poly�edre d�e�ni par

f(x

1

; x

2

) : f

[0]

(x

1

) � x

2

� f

[1]

(x

1

) et

x

1

�3

4

� x

2

� 4x

1

+ 3g appartient �a une courbe

d'indi��erence C

[�]

. On peut ais�ement montrer que tout point du domaine f(x

1

; x

2

) :

f

[0]

(x

1

) � x

2

� f

[1]

(x

1

) et 4x

1

+ 3 � x

2

� 4x

1

+ 9 + 3g peut être obtenu grâce �a (6.10)

�a partir d'un point du poly�edre pr�ec�edent ; et, par r�ecurrence, que 8k > 1, tout point

du poly�edre f(x

1

; x

2

) : f

[0]

(x

1

) � x

2

� f

[1]

(x

1

) et 4x

1

+9k� 6 � x

2

� 4x

1

+9k+3g est

obtenu grâce �a la formule (6.10) �a partir d'un point de f(x

1

; x

2

) : f

[0]

(x

1

) � x

2

� f

[1]

(x

1

)

et 4x

1

+9(k� 1)� 6 � x

2

� 4x

1

+9(k� 1)+3g. En utilisant l'axe de sym�etrie x

2

= x

1

,

nous en concluons que tout point dans le poly�edre f(x

1

; x

2

) : f

[0]

(x

1

) � x

2

� f

[1]

(x

1

)g

appartient �a une courbe d'indi��erence C

[�]

.

Supposons maintenant que, 8k � 0, tout point du domaine f(x

1

; x

2

) : f

['

k

(0)]

(x

1

) �

x

2

� f

['

k

(1)]

(x

1

)g appartienne �a une courbe C

['

k

(�)]

. Consid�erons un point arbitraire
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(x

0

1

; x

0

2

) dans le domaine d�e�ni par f(x

1

; x

2

) : f

['

k+1

(0)]

(x

1

) � x

2

� f

['

k+1

(1)]

(x

1

)g. Par

hypoth�ese, x

0

2

est tel que f

['

k+1

(0)]

(x

0

1

) � x

0

2

� f

['

k+1

(1)]

(x

0

1

). Donc x

1

2

= f

[0]

�f

�1

[1]

(x

0

2

) est

tel que f

['

k

(0)]

(x

0

1

) � x

1

2

� f

['

k

(1)]

(x

0

1

). Or, par hypoth�ese, il existe une courbe C

['

k

(�)]

telle que (x

0

1

; x

1

2

) 2 C

['

k

(�)]

. Donc

x

1

2

= f

['

k

(�)]

(x

0

1

) et x

0

2

= f

[1]

� f

�1

[0]

� f

['

k

(�)]

(x

0

1

)

= f

['

k

(1)]

� f

�1

['

k

(0)]

� f

['

k

(�)]

(x

0

1

)

= f

['

k+1

(�)]

(x

0

1

):

Par cons�equent, tout point du domaine d�e�ni par f(x

1

; x

2

) : f

['

k+1

(0)]

(x

1

) � x

2

�

f

['

k+1

(1)]

(x

1

)g appartient �a une courbe d'indi��erence C

[�]

. On applique le même genre

de d�emonstration dans le cas o�u k est n�egatif. Maintenant, nous pouvons �etendre cette

propri�et�e locale �a la totalit�e de R

2

.

Supposons que pour tout k � 0,

f

['

k

(1)]

(x

1

) �

8

<

:

3(k + 1)� 2x

1

si x

1

� k + 1;

3(k + 1)� x

1

2

autrement.

Notons que cette propri�et�e est vraie pour k = 0 car f

['

k

(1)]

correspond alors �a f

[1]

.

f

['

k+1

(1)]

= (f

[1]

�f

�1

[0]

)

k+1

�f

[1]

= (f

[1]

�f

�1

[0]

)�f

['

k

(1)]

; donc, en utilisant l'�equation (6.21)

dans la d�emonstration du lemme 6.2, nous d�eduisons l'in�egalit�e suivante :

f

['

k+1

(1)]

(x

1

) �

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

3(k + 2)� 2x

1

si x

1

� k + 1;

3 +

3(k + 1)� x

1

2

si x

1

2 [k + 1; 3(k + 1)];

3 + 6(k + 1)� 2x

1

si x

1

2 [3(k + 1); 3(k + 1) + 1];

3(k + 2) � x

1

2

si x

1

� 3(k + 1) + 1:

Mais dans [k + 1; k + 2], 3 +

3(k + 1)� x

1

2

� �2x

1

+ 3(k + 2)

dans [k + 2; 3(k + 1)], 3 +

3(k + 1)� x

1

2

�

3(k + 2)� x

1

2

et dans [3(k + 1); 3(k + 1) + 1], 3 + 6(k + 1)� 2x

1

�

3(k + 2)� x

1

2

.

Donc

f

['

k+1

(1)]

(x

1

) �

8

<

:

3(k + 2)� 2x

1

si x

1

� k + 2;

3(k + 2)� x

1

2

autrement.

Puisque cette propri�et�e est v�eri��ee pour k = 0, par r�ecurrence, elle l'est aussi pour

tout k � 0. Donc, tout point (x

0

1

; x

0

2

) du poly�edre d�e�ni par f(x

1

; x

2

) : f

[0]

(x

1

) � x

2

�

g

[k]

(x

1

)g, o�u

g

[k]

(x

1

) =

8

<

:

3(k + 1)� 2x

1

si x

1

� k + 1;

3(k + 1)� x

1

2

autrement,

appartient aussi au poly�edre f(x

1

; x

2

) : f

[0]

(x

1

) � x

2

� f

['

k

(1)]

(x

1

)g. Mais nous avons

vu dans le paragraphe pr�ec�edent que, dans ce cas, il existe une courbe C

[�]

contenant
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(x

0

1

; x

0

2

). Or lim

k!+1

f(x

1

; x

2

) : f

[0]

(x

1

) � x

2

� g

[k]

(x

1

)g = f(x

1

; x

2

) : f

[0]

(x

1

) � x

2

g.

Donc tout point de ce dernier ensemble appartient �a une courbe d'indi��erence. Une d�e-

monstration similaire montrerait que tout point de l'ensemble f(x

1

; x

2

) : x

2

� f

[0]

(x

1

)g

appartient aussi �a une courbe d'indi��erence.

Donc tout point de R

2

appartient �a une courbe C

[�]

. C'est vrai en particulier pour

tout point de la droite x

2

= x

1

. Par cons�equent, C

[�]

est d�e�nie pour tout � 2 R . Le

principe de construction garantit que ' est d�e�nie sur R . Supposons maintenant que �

et � sont des nombres r�eels tels que '(�) = '(�). Alors, f

['(�)]

= f

['(�)]

. Mais, d'apr�es

les paragraphes pr�ec�edents,

il existe k; k

0

2 N et ; � 2 [0; 1] tels que � = '

k

() et � = '

k

0

(�):

Alors

f

['(�)]

= f

['

k

(1)]

� f

�1

['

k

(0)]

� f

['

k

()]

= f

[1]

� f

�1

[0]

� f

['

k

()]

et

f

['(�)]

= f

[1]

� f

�1

[0]

� f

['

k

0

(�)]

:

Puisque f

[1]

� f

�1

[0]

est une bijection, f

['

k

()]

= f

['

k

0

(�)]

. Par cons�equent, '

k

() = '

k

0

(�),

et donc, � = �, ce qui implique que ' est une bijection.

Nous savons d�ej�a que pour tout entier k, et pour tous �; � 2 [0; 1],

� � � , [f

['

k

(�)]

(x

1

) � f

['

k

(�)]

(x

1

), 8x

1

2 R ]:

Mais d'apr�es (6.13) et (6.14), f

['

k+1

(0)]

(x

1

) = f

['

k

(1)]

(x

1

) ; donc, 8k; k

0

2 N ,

'

k

(�) � '

k

0

(�), [f

['

k

(�)]

(x

1

) � f

['

k

0

(�)]

(x

1

) 8x

1

2 R ]:

Par cons�equent, pour tous �; � 2 R , � � � , [f

[�]

(x

1

) � f

[�]

(x

1

) 8x

1

2 R ], et, puisque

f

[1]

� f

�1

[0]

est strictement croissante,

f

[�]

(x

1

) � f

[�]

(x

1

), f

[1]

�f

�1

[0]

�f

[�]

(x

1

) � f

[1]

�f

�1

[0]

�f

[�]

(x

1

), f

['(�)]

(x

1

) � f

['(�)]

(x

1

):

Ainsi, ' est strictement croissante.

Pour terminer la d�emonstration, supposons que x

1

; x

0

1

; �; � 2 R soient tels que

f

[�]

(x

1

) = f

[�]

(x

0

1

). Alors

f

['(�)]

(x

1

) = f

[1]

� f

�1

[0]

f

[�]

(x

1

)

= f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[�]

(x

0

1

)

= f

['(�)]

(x

0

1

):

�

Lemme 6.5 Pour tous �; � 2 [0; 1], il existe une constante m(�; �) telle que

m(�; �) � f

[�]

(x

1

)� f

[�]

(x

1

) pour tout x

1

2 R . De plus, � � � , m(�; �) � 0.
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D�emonstration du lemme 6.5 : Le principe de construction de f

[�]

, pour � 2 [0; 1],

consiste �a cr�eer la fonction sur un petit intervalle d'apr�es l'�equation (6.9), et, ensuite, �a

�etendre sa d�e�nition sur R grâce �a (6.10). Mais si x

1

est sup�erieur ou �egal �a 4, f

[�]

(x

1

) �

�0:5 car f

[�]

� f

[1]

et f

[1]

(4) = �0:5. De plus, par (6.21), f

[1]

�f

�1

[0]

�f

[�]

(x

1

) = f

[�]

(x

1

)+

3

2

.

Donc, dans (6.10), l'extension de f

[�]

sur [4;+1[ est r�ealis�ee par des translations. Il en

est de même pour son extension sur ]�1;�1:5] parce que f

[0]

� f

[�]

et f

[0]

(�1:5) = 3,

ce qui, d'apr�es (6.20), implique des translations.

Ainsi, la di��erence f

[�]

(x

1

)� f

[�]

(x

1

) ne doit être calcul�ee que sur fx

1

2 [�1:5; 4]g.

Mais, dans cet ensemble, d'apr�es le lemme 6.2, nous savons que f

[�]

et f

[�]

sont continues.

Donc, puisque [�1:5; 4] est un intervalle ferm�e, f

[�]

(x

1

) � f

[�]

(x

1

) admet un maximum

et un minimum, qui sont atteints. De plus, encore d'apr�es le lemme 6.2, � � � ,

f

[�]

(x

1

) � f

[�]

(x

1

). Par cons�equent, le minimum de f

[�]

(x

1

)� f

[�]

(x

1

) sur [�1:5; 4] est 0

si et seulement si � = �. �

D�emonstration du th�eor�eme 6.3 : Dans cette d�emonstration, nous allons montrer

successivement que % est un pr�eordre large total sur X, que les deux premiers compo-

sants du produit cart�esien v�eri�ent la solvabilit�e non restreinte, et que l'axiome d'ind�e-

pendance ainsi que l'axiome archim�edien sont v�eri��es.

1

ere

�etape : % est un pr�eordre large total sur X

% est un pr�eordre large total bien d�e�ni parce que, d'apr�es le lemme 6.4, pour tout

(x

1

; x

2

) 2 R

2

, il existe � 2 R tel que (x

1

; x

2

) 2 C

[�]

, et il existe � 2 R tel que '(�) = �,

de telle sorte que (x

1

; x

2

) 2 C

['(�)]

.

2

eme

�etape : la solvabilit�e non restreinte sur les 2 premiers composants de X

Pour tout � 2 R , f

[�]

est d�e�nie sur R et est bijective. Donc, 8x

2

2 R (resp. x

1

2 R),

il existe un nombre x

1

2 R (resp. x

2

2 R) tel que f

[�]

(x

1

) = x

2

. Ceci garantit la

solvabilit�e non restreinte par rapport �a x

1

(resp. x

2

) dans le plan fx

3

= x

0

3

g. ' �etant

bijective, continue, et variant de �1 �a +1, il existe � 2 R tel que '(�) = � ; et,

puisque h(x

1

; x

2

; x

1

3

) = ' � h(x

1

; x

2

; x

0

3

), la solvabilit�e non restreinte par rapport �a x

1

(resp. x

2

) est aussi assur�ee dans le plan fx

3

= x

1

3

g. Par cons�equent, les deux premiers

composants de X v�eri�ent la solvabilit�e non restreinte.

3

eme

�etape : l'axiome d'ind�ependance

Soient x

0

1

; x

1

1

; x

0

2

; x

1

2

2 R tels que (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) - (x

1

1

; x

1

2

; x

0

3

). D'apr�es le lemme 6.4,

il existe �; � 2 R tels que � � �, (x

0

1

; x

0

2

) 2 C

[�]

et (x

1

1

; x

1

2

) 2 C

[�]

. ' est strictement

croissante, donc

[� � � , '(�) � '(�)]

,

"

h(x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) = � � h(x

1

1

; x

1

2

; x

0

3

) = �

, ' � h(x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) = '(�) � ' � h(x

1

1

; x

1

2

; x

0

3

) = '(�)

#

, (x

0

1

; x

0

2

; x

1

3

) - (x

1

1

; x

1

2

; x

1

3

):
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Par cons�equent, l'axiome d'ind�ependance est v�eri��e par rapport au troisi�eme composant.

Maintenant, soient x

1

; x

0

2

; x

1

2

2 R tels que (x

1

; x

0

2

; x

0

3

) - (x

1

; x

1

2

; x

0

3

). Il existe �; � 2 R

tels que (x

1

; x

0

2

) 2 C

[�]

et (x

1

; x

1

2

) 2 C

[�]

, avec � � �. Dans ce cas, d'apr�es le lemme 6.4,

� � � , [f

[�]

(x

1

) � f

[�]

(x

1

) pour tout x

1

2 R ]. Donc � � � , x

0

2

� x

1

2

; ainsi, 8x

0

1

2 R ,

(x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) - (x

0

1

; x

1

2

; x

0

3

). D'apr�es l'ind�ependance par rapport au troisi�eme composant,

(x

1

; x

0

2

; x

1

3

) - (x

1

; x

1

2

; x

1

3

) , (x

1

; x

0

2

; x

0

3

) - (x

1

; x

1

2

; x

0

3

)

, [(x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) - (x

0

1

; x

1

2

; x

0

3

) 8x

0

1

2 R ]

, [(x

0

1

; x

0

2

; x

1

3

) - (x

0

1

; x

1

2

; x

1

3

) 8x

0

1

2 R ]:

D'apr�es la sym�etrie entre x

1

et x

2

, nous avons

(x

0

1

; x

2

; x

1

3

) - (x

1

1

; x

2

; x

1

3

) , (x

0

1

; x

2

; x

0

3

) - (x

1

1

; x

2

; x

0

3

)

, [(x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) - (x

1

1

; x

0

2

; x

0

3

) 8x

0

2

2 R ]

, [(x

0

1

; x

0

2

; x

1

3

) - (x

1

1

; x

0

2

; x

1

3

) 8x

0

2

2 R ]:

Par cons�equent, �a l'int�erieur des plans, l'ind�ependance est v�eri��ee par rapport aux

premier et second composants.

Soient x

1

; x

0

2

; x

1

2

2 R tels que (x

1

; x

0

2

; x

0

3

) � (x

1

; x

1

2

; x

1

3

). Alors il existe � 2 R

tel que (x

1

; x

1

2

) 2 C

[�]

et (x

1

; x

0

2

) 2 C

['(�)]

. Ainsi x

1

2

= f

[�]

(x

1

) tandis que x

0

2

=

f

['(�)]

(x

1

). Mais d'apr�es le lemme 6.4, 8x

0

1

2 R , 9 � 2 R tel que (x

0

1

; x

1

2

) 2 C

[�]

, et,

alors (x

0

1

; x

0

2

) 2 C

['(�)]

. Donc, 8x

0

1

2 R , (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) � (x

0

1

; x

1

2

; x

1

3

). Maintenant, suppo-

sons que x

1

; x

0

2

; x

1

2

2 R sont tels que (x

1

; x

0

2

; x

0

3

) - (x

1

; x

1

2

; x

1

3

). Alors il existe x

2

2

tel que

(x

1

; x

0

2

; x

0

3

) - (x

1

; x

2

2

; x

0

3

) � (x

1

; x

1

2

; x

1

3

). D'apr�es le d�ebut de ce paragraphe ainsi que le

pr�ec�edent, 8x

0

1

2 R , (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) - (x

0

1

; x

2

2

; x

0

3

) � (x

0

1

; x

1

2

; x

1

3

). Par sym�etrie, l'implication

suivante doit aussi être vraie : (x

1

; x

0

2

; x

1

3

) - (x

1

; x

1

2

; x

0

3

) ) [(x

0

1

; x

0

2

; x

1

3

) - (x

0

1

; x

1

2

; x

0

3

)

8x

0

1

2 R ]. Par cons�equent l'ind�ependance est satisfaite pour le premier composant. Et,

de par la sym�etrie entre x

1

et x

2

, elle l'est aussi pour le deuxi�eme composant.

4

eme

�etape : l'axiome archim�edien

Consid�erons une s�equence standard par rapport au premier composant :

fx

k

1

: x

k

1

2 R , k 2 N , Non((x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) � (x

0

1

; x

1

2

; x

0

3

)) et

8k; k + 1 2 N , (x

k

1

; x

1

2

; x

0

3

) � (x

k+1

1

; x

0

2

; x

0

3

)g:

Notons que par solvabilit�e non restreinte par rapport au second composant, toute

s�equence standard par rapport au premier composant peut être transform�ee en une

s�equence comme celle ci-dessus. Dans la suite, nous supposerons que (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) �

(x

0

1

; x

1

2

; x

0

3

) ; une d�emonstration similaire serait employ�ee dans le cas contraire.

Il existe �; � tels que x

0

2

= f

[�]

(x

0

1

) et x

1

2

= f

[�]

(x

0

1

), de telle sorte que x

1

2

=

f

[�]

� f

�1

[�]

(x

0

2

). De mani�ere similaire, il existe 

1

tel que x

1

2

= f

[

1

]

(x

1

1

). Mais, puisque

(x

0

1

; x

1

2

; x

0

3

) � (x

1

1

; x

0

2

; x

0

3

), l'�equation suivante doit être vraie :

f

[

1

]

= f

[�]

� f

�1

[�]

� f

[�]

:
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Il existe 

2

tel que x

1

2

= f

[

2

]

(x

2

1

). Mais alors, puisque (x

1

1

; x

1

2

; x

0

3

) � (x

2

1

; x

0

2

; x

0

3

), l'�equa-

tion suivante est vraie :

f

[

2

]

= f

[

1

]

� f

�1

[�]

� f

[

1

]

= (f

[�]

� f

�1

[�]

)

2

� f

[�]

Par r�ecurrence, en examinant x

k

1

, on trouverait l'�equation suivante :

f

[

k

]

= (f

[�]

� f

�1

[�]

)

k

� f

[�]

:

Maintenant, � (resp. �) peut être �ecrit comme '

p

(�) (resp. '

m

(�)), avec � et � dans

l'intervalle [0; 1]. Alors

f

[

k

]

= (f

[�]

� (f

�1

[0]

� f

[1]

)

m

� (f

�1

[0]

� f

[1]

)

�p

� f

�1

[�]

)

k

� f

[�]

;

ou, de mani�ere �equivalente,

f

[

k

]

= (f

[�]

� (f

�1

[0]

� f

[1]

)

m�p

� f

�1

[�]

)

k

� f

[�]

� (f

�1

[0]

� f

[1]

)

m

:

� et � appartiennent �a [0; 1] ; donc, 8x

1

2 R ,

f

[0]

(x

1

) � f

[�]

(x

1

) � f

[1]

(x

1

) et f

[0]

(x

1

) � f

[�]

(x

1

) � f

[1]

(x

1

):

De plus, f

�1

[0]

� f

[1]

est strictement croissante. Par cons�equent,

f

[

k

]

> (f

[0]

� (f

�1

[0]

� f

[1]

)

m�p

� f

�1

[1]

)

k

� f

[0]

� (f

�1

[0]

� f

[1]

)

m

> f

[0]

� (f

�1

[0]

� f

[1]

)

k(m�p�1)+m

:

Mais f

�1

[0]

� f

�1

[1]

est croissante et v�eri�e f

�1

[0]

� f

�1

[1]

(x

1

) < x

1

�

3

2

8x

1

2 R , et f

[0]

est

d�ecroissante et v�eri�e f

[0]

(x

1

) > �x

1

8x

1

2 R . Donc

f

[

k

]

(x

1

) > g(x

1

) = �x

1

+

3

2

[k(m� p� 1) +m] 8x

1

2 R :

L'intersection de g avec la droite x

2

= x

1

nous donne

x

1

=

3[k(m � p� 1) +m]

4

:

Or f

[

k

]

se trouve au \dessus" de g, donc



k

>

3[k(m� p� 1) +m]

4

:

Par cons�equent, si m > p+ 1, lim

k!+1



k

= +1. Ainsi la s�equence standard ne peut

être born�ee sup�erieurement.

Si m = p+ 1, alors

f

[

k

]

= [(f

[�]

� f

�1

[0]

) � (f

[1]

� f

�1

[�]

)]

k

� f

[�]

� (f

�1

[0]

� f

[1]

)

m

:
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D'apr�es le lemme 6.5, f

[�]

� f

[0]

+m(0; �) et f

[1]

� f

[�]

+m(�; 1). Donc

f

[

k

]

� (Id +m(0; �) +m(�; 1))

k

� f

[�]

� (f

�1

[0]

� f

[1]

)

m

;

o�u Id repr�esente la fonction Identit�e. Un raisonnement similaire �a celui du paragraphe

pr�ec�edent montre que la s�equence standard ne peut être born�ee, car on ne peut avoir

en même temps m(0; �) = m(�; 1) = 0 ; en e�et, si m(0; �) = m(�; 1) = 0, alors � = �,

ce qui serait contraire aux hypoth�eses.

Si m = p, alors

f

[

k

]

= [(f

[�]

� f

�1

[�]

)]

k

� f

[�]

� (f

�1

[0]

� f

[1]

)

m

:

Ici, puisque m = p, � > �. Donc d'apr�es le lemme 6.5, f

[�]

� f

[�]

+m(�; �), et donc

f

[

k

]

� (Id +m(�; �))

k

� f

[�]

� (f

�1

[0]

� f

[1]

)

m

:

Ainsi, la s�equence standard n'admet aucune borne sup�erieure, ce qui ach�eve la d�emons-

tration que l'axiome archim�edien est v�eri��e. �

6.5 R�esum�e

Ce chapitre s'inspire principalement de Gonzales (1996a) et Gonzales (1995). Les

r�esultats principaux sont :

1. Si X est un produit cart�esien bidimensionnel :

{ la condition de Thomsen �elargie correspond �a la propri�et�e suivante :

[(x

1

; z

2

) % (z

1

; y

2

) et (z

1

; x

2

) % (y

1

; z

2

)]) (x

1

; x

2

) % (y

1

; y

2

):

{ (ind�ependance + condition de Thomsen �elargie) , (C

2

).

2. Si X est bidimensionnel et si la solvabilit�e non restreinte est v�eri��ee par un de ses

composants :

{ un contre-exemple montre que l'ind�ependance n'entraine pas la condition de

Thomsen �elargie.

{ l'axiome d'�elimination sym�etrique d'ordre m+ 1, que l'on note (S

m+1

), cor-

respond �a la d�e�nition suivante : posons m+ 2 = 2k. soient m+ 2 �el�ements

de X

1

, x

1

1

; : : : ; x

m+2

1

, et m + 2 �el�ements de X

2

, x

1

2

; : : : ; x

k

2

et y

1

2

; : : : ; y

k

2

, tels
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que, 8i � k < j, x

i

1

6= x

j

1

, et, 8i; j < k, x

i

2

6= y

j

2

. Alors,

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(x

1

1

; x

1

2

) % (x

k

1

; y

1

2

)

(x

2

1

; x

2

2

) % (x

1

1

; y

2

2

)

(x

3

1

; x

3

2

) % (x

2

1

; y

3

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

k

1

; x

k

2

) % (x

k�1

1

; y

k

2

)

(x

k+1

1

; y

1

2

) % (x

m+2

1

; x

1

2

)

(x

k+2

1

; y

2

2

) % (x

k+1

1

; x

2

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x

m+1

1

; y

k�1

2

) % (x

m

1

; x

k�1

2

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

) (x

m+2

1

; y

k

2

) - (x

m+1

1

; x

k

2

):

{ si m est un nombre impair sup�erieur �a 2, alors (c

m+1

), (C

m

).

{ sim est un nombre pair sup�erieur ou �egal �a 2, alors (c

m+1

), (C

m

)+(S

m+1

).

{ Quel que soit m pair, des contre-exemples montrent que (C

m

) 6) (S

m+1

).

3. Si X est un produit cart�esien �a n dimensions et si la solvabilit�e restreinte est

v�eri��ee par exactement deux composants :

{ une famille g�en�erique de contre-exemples montre que l'ind�ependance n'en-

traine pas la condition de Thomsen.

De tous ces r�esultats, on retiendra qu'il est illusoire de vouloir trouver une axio-

matique testable en pratique lorsque la solvabilit�e (restreinte ou non) est v�eri��ee par

moins de 2 composants de X (car, dans ce cas, il faut au moins tester tous les axiomes

d'�elimination sym�etrique). Lorsque seulement deux composants sont solvables, on sera

oblig�e de recourir �a la condition de Thomsen.
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Chapitre 7

Pr�ef�erences en dimension 2

Seras-tu ing�enu au point de croire que nous t'ensei-

gnons ouvertement le plus grand et le plus important

des secrets ?

Artephius

L

e but de ce chapitre est d'�etudier du point de vue de l'approche analytique

l'existence d'utilit�es additives sur des ensembles (produits cart�esiens) �a deux

dimensions. A�n d'obtenir des th�eor�emes applicables en pratique, c'est-�a-

dire des th�eor�emes ne faisant appel qu'�a des axiomes d'�elimination d'ordre

peu �elev�e, il est imp�eratif d'introduire des hypoth�eses structurelles sur X ; dans le cas

contraire, tous les axiomes d'�elimination doivent être test�es, comme le montre l'exemple

suivant :

Exemple 7.1 Soitm un nombre impair sup�erieur ou �egal �a 3. Consid�erons l'ensemble

X = f0; 1; : : : ;m

2

g � f0; 2; 4; : : : ; 2mg muni du pr�eordre large total % repr�esent�e

par la fonction d'utilit�e suivante :

f(x

1

; x

2

) =

(

x

1

+ x

2

si x

2

< 2m;

0:5(x

1

mod 2)

2

+ 2(x

1

div 2) +m

2

+ 2m� 2:5 si x

2

= 2m:

Notons que la d�e�nition de f est la même que (6.6) page 89, et que X est un sous-

ensemble de l'ensemble X de la page 89. Par cons�equent, (C

1

), (C

2

),. . . , (C

m+1

)

sont v�eri��es, mais pas (C

m+2

). Autrement dit, il existe une famille g�en�erique

d'exemples pour lesquels des conditions d'�elimination d'ordres arbitrairement �ele-

v�es doivent être test�es. �

Les conditions structurelles utilis�ees par l'approche analytique sont identiques �a celles

de l'approche alg�ebrique, �a savoir la solvabilit�e non restreinte et la solvabilit�e restreinte.

Il existe pourtant une di��erence avec l'approche alg�ebrique : les hypoth�eses structurelles

ne portent plus sur tous les composants de X, mais seulement sur certains, ce qui per-

met d'accroitre consid�erablement le champ d'application des utilit�es additives. Ainsi la

premi�ere des six sections de ce chapitre est consacr�ee au cas o�u l'ensemble X poss�ede un

119
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seul composant v�eri�ant la solvabilit�e restreinte. D'une mani�ere g�en�erale, ainsi que le

sugg�ere la famille g�en�erique d'exemples de la page 89, cette condition structurelle n'est

pas assez forte pour pouvoir d�eduire l'ensemble des conditions d'�elimination �a partir de

conditions d'ordres faibles ; cependant, il existe des cas particuliers o�u (C), la condition

d'�elimination globale, peut être d�eriv�ee de l'axiome d'ind�ependance. L'�etude de ces cas

est r�ealis�ee dans la premi�ere section du pr�esent chapitre. Dans la deuxi�eme section, la

solvabilit�e restreinte est �etendue aux deux composants de l'espace (dans ce chapitre tous

les produits cart�esiens sont bidimensionnels) ; on obtient alors des th�eor�emes d'existence

similaires �a ceux de l'approche alg�ebrique. Toutefois, le mode de d�emonstration de ces

th�eor�emes est particulier �a l'approche analytique et m�erite d'être mentionn�e. En�n la

troisi�eme section est consacr�ee �a des produits cart�esiens pour lesquels la solvabilit�e res-

treinte par rapport aux deux composants est locale, c'est-�a-dire v�eri��ee sur certaines

r�egions de X seulement. Les quatri�eme, cinqui�eme et sixi�eme sections sont respective-

ment consacr�ees aux d�emonstrations, �a un r�esum�e et �a une bibliographie du chapitre.

7.1 Solvabilit�e restreinte sur un seul composant

D'une mani�ere g�en�erale, il n'existe pas de th�eor�eme d'existence \facilement testa-

ble" d'utilit�es additives pour des ensembles bidimensionnels dont un seul composant

v�eri�e la solvabilit�e (restreinte ou non). Cependant, certains ensembles existent, qui ont

des propri�et�es structurelles servant de substitut �a la solvabilit�e. Deux cas particuliers

sont pr�esent�es dans cette section, r�epartis chacun dans une sous-section. L'objet de la

premi�ere est l'�etude de produits cart�esiens �a deux composants dont le second est bi-

naire, c'est-�a-dire n'admet que deux valeurs. Dans la seconde sous-section, X

2

, l'espace

correspondant �a la deuxi�eme dimension de X, est un ensemble �equi-espac�e.

7.1.1 Espaces dont le second composant est binaire

Dans toute cette sous-section, l'hypoth�ese de base est que Card(X

2

) = 2. Le but

recherch�e est de montrer que si le premier composant v�eri�e la solvabilit�e restreinte,

l'axiome d'ind�ependance est alors une condition d'�elimination su�samment forte pour

entrâ�ner l'existence d'utilit�es additives.

Lemme de repr�esentation

Lemme 7.1 Soient X = X

1

� X

2

un produit cart�esien �a deux dimensions tel que

Card(X

2

) = 2, et % un pr�eordre large total sur X. Supposons que X

1

v�eri�e la solvabi-

lit�e restreinte (cf. page 41), que (X;%) v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (cf. page 23)

ainsi que l'axiome archim�edien (cf. page 38), et que % soit repr�esentable par une

fonction d'utilit�e. Alors % est repr�esentable par une utilit�e additive. De plus, l'uni-

cit�e de cette repr�esentation est comprise entre une propri�et�e ordinale et une propri�et�e

cardinale.
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Rappelons qu'une fonction est ordinale si elle est unique �a une transformation stric-

tement croissante pr�es, et cardinale si elle est unique �a une transformation a�ne stric-

tement positive pr�es.

En fait, ce lemme, bien que parâ�ssant relativement anodin, est la base de la d�emons-

tration par l'approche analytique du th�eor�eme classique d'existence pour des produits

cart�esiens de dimension 2 (cf. Fishburn (1970, th�eor�eme 5.2, p58)). L'avantage principal

de ce lemme est la simplicit�e d�econcertante avec laquelle on peut le d�emontrer : de

simples constatations g�eom�etriques sont su�santes.

Examinons maintenant les hypoth�eses du lemme. Si le premier composant est es-

sentiel, alors la solvabilit�e restreinte est requise sur ce composant pour pouvoir utiliser

l'axiome archim�edien. Ce dernier est aussi indispensable si l'on veut obtenir une utilit�e

additive, comme le montre le contre-exemple suivant :

Exemple 7.2 Soit X = X

1

� X

2

, o�u X

1

= fm : m 2 N

�

g [ f1=p : p 2 N

�

g et

X

2

= f0; 1g. Supposons que % v�eri�e 8m; p 2 N

�

{ (m; 0) � (1=p; 1),

{ (1=(p + 1); 0) � (1=p; 0),

{ (m; 0) � (m+ 1; 0),

{ (1=(p + 1); 1) � (1=p; 1),

{ (m; 1) � (m+ 1; 1),

{ (1=(p + 1); 0) � (1=p; 1),

{ (m+ 1; 1) � (m; 0).

On peut remarquer ais�ement que % est repr�esentable par l'utilit�e suivante :

f(x

1

; x

2

) =

(

arctg(x

2

+ 1=x

1

) si x

1

2 f1=p : p 2 N

�

g;

� + arctg(x

2

� x

1

) si x

1

2 fm : m 2 N

�

g:

Il est facile de voir que l'axiome d'ind�ependance est v�eri��e par % (grâce �a la fonc-

tion f par exemple, puisque arctg est une fonction croissante, et dont l'ensemble

d'arriv�ee est ]��=2; �=2[). La solvabilit�e restreinte est aussi v�eri��ee par le premier

composant car la valeur �=2 ne peut jamais être atteinte par la fonction d'utilit�e

f . % est repr�esentable par la fonction d'utilit�e f . Par cons�equent, toutes les hy-

poth�eses du lemme 7.1 sont v�eri��ees, except�e (peut-être ?) l'axiome archim�edien.

Cependant, aucune fonction d'utilit�e additive ne peut repr�esenter % ; en e�et,

supposons que g

1

: X

1

! R et g

2

: X

2

! R soient telles que % est repr�esentable

par g

1

+ g

2

. Alors, pour tout p 2 N

�

�

1

p+ 1

; 0

�

�

�

1

p

; 1

�

) g

1

�

1

p+ 1

�

� g

1

�

1

p

�

= g

2

(1)� g

2

(0) = constante,

et donc [g

1

(1=(p+1))+g

2

(1)]� [g

1

(1=p)+g

2

(1)] est une constante, c'est-�a-dire que

cette di��erence ne d�epend pas de p. Par cons�equent, [g

1

(1=p)+ g

2

(1)]� [g

1

(1=1)+
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g

2

(1)] doit tendre vers +1 lorsque 1=p tend vers 0. Mais alors, quel nombre �ni

devrait prendre g

1

(m) + g

2

(0) qui, rappelons-le, doit v�eri�er g

1

(m) + g

2

(0) >

g

1

(1=p) + g

2

(1) ? Aucun nombre �ni ne convient ; ainsi aucune utilit�e additive

ne repr�esente %. C'est bien entendu l'axiome archim�edien qui est viol�e dans cet

exemple. �

Le lecteur familier de Fishburn (1981) objectera que l'unicit�e des utilit�es additives

du lemme 7.1 semble contredire celle montr�ee par Fishburn dans le cadre de produits

cart�esiens bidimensionnels dont un composant v�eri�e la solvabilit�e restreinte et l'autre

est discret. En fait il n'en est rien car si l'on examine attentivement les hypoth�eses

utilis�ees par Fishburn, on remarquera que celui-ci suppose que le deuxi�eme composant

est de cardinal sup�erieur ou �egal �a 3.

Intuitions du lemme

Soient X = X

1

� f0; 1g et % un pr�eordre large total sur X repr�esentable par

une fonction d'utilit�e f (pas forc�ement additive). Comme dans le chapitre pr�ec�edent,

nous allons noter f

[0]

(�) = f(�; 0) and f

[1]

(�) = f(�; 1). Pour �eviter quelques �ecueils

math�ematiques qui n'apporteraient absolument rien du point de vue intuitif, nous

allons supposer que f

[0]

et f

[1]

sont des fonctions continues, bijectives, et telles que

ff

[0]

(x

1

) : x

1

2 X

1

g = ff

[1]

(x

1

) : x

1

2 X

1

g = R .

Supposons qu'une fonction d'utilit�e additive g = g

1

+ g

2

repr�esente % ; dans ce cas,

(x

1

; x

2

) % (y

1

; y

2

), f(x

1

; x

2

) � f(y

1

; y

2

), g(x

1

; x

2

) � g(y

1

; y

2

):

Autrement dit, il existe une fonction strictement croissante, ', telle que g(x

1

; x

2

) =

' � f(x

1

; x

2

) 8(x

1

; x

2

) 2 X. Or g est additive ; donc, 8x

1

2 X

1

,

g(x

1

; 1)� g(x

1

; 0) = g

1

(x

1

) + g

2

(1) � g

1

(x

1

)� g

2

(0) = g

2

(1)� g

2

(0) = constante.

Par cons�equent, 8x

1

2 X

1

' � f

[1]

(x

1

)� ' � f

[0]

(x

1

) = g

2

(1)� g

2

(0) = constante.

Ainsi, l'existence d'une utilit�e additive repr�esentant % est �equivalente �a l'existence d'une

constante � et d'une fonction strictement croissante ' : R ! R , telles que, 8x

1

2 X

1

' � f

[1]

(x

1

) = ' � f

[0]

(x

1

) + �: (7.1)

Soit y 2 R tel que x

1

= f

�1

[0]

(y). L'�egalit�e ci-dessus est alors �equivalente �a

' � f

[1]

� f

�1

[0]

(y) = '(y) + �:

Notons h = f

[1]

� f

�1

[0]

; avec cette nouvelle notation, l'�egalit�e ci-dessus devient :

' � h(y) = '(y) + �, 8y 2 R : (7.2)
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Par cons�equent, l'existence d'une utilit�e additive repr�esentant % correspond �a l'exis-

tence d'une constante r�eelle � et d'une fonction, ', strictement croissante et satis-

faisant (7.2). Le deuxi�eme composant �etant essentiel, il existe x

1

2 X

1

tel que soit

f

[1]

(x

1

) > f

[0]

(x

1

), soit f

[1]

(x

1

) < f

[0]

(x

1

). D'apr�es l'axiome d'ind�ependance, cette pro-

pri�et�e ne d�epend pas du x

1

choisi. Dans la suite, nous supposerons que f

[1]

(x

1

) > f

[0]

(x

1

).

De par sa d�e�nition, h est une fonction strictement croissante et telle que h(x) > x pour

tout x 2 R ; en e�et, puisque f repr�esente %, x

1

�

1

y

1

, f

[0]

(x

1

) > f

[0]

(y

1

) ; soient

x; y 2 R tels que x

1

= f

�1

[0]

(x) et y

1

= f

�1

[0]

(y). Alors f

�1

[0]

(x) �

1

f

�1

[0]

(y) , x > y ; et

comme l'ensemble d'arriv�ee de f

[0]

et de f

[1]

est R , cette propri�et�e est vraie pour tous

x; y. On a donc

f

�1

[0]

(x) �

1

f

�1

[0]

(y), x > y , f

[1]

� f

�1

[0]

(x) = h(x) > f

[1]

� f

�1

[0]

(y) = h(y) 8x; y 2 R :

De plus, comme f

[1]

(x

1

) > f

[0]

(x

1

) 8x

1

2 X

1

, on a bien h(x) > x 8x 2 R . De même, on a

forc�ement � > 0. Notons que la valeur de la constante � n'a strictement aucune impor-

tance tant qu'elle reste strictement positive ; en e�et, d'apr�es (7.1), on peut substituer

� par � > 0 si, par la même occasion, on remplace ' par

�

�

'.

Autrement dit, pour prouver le lemme 7.1, on peut �xer � �a n'importe quelle valeur

strictement positive, et il ne reste plus qu'�a montrer l'existence de '. Or construire une

fonction ' satisfaisant (7.2) est relativement ais�e. Rappelons que, quel que soit X

1

, '

est une application de R dans R puisque c'est une transformation permettant de passer

d'une fonction d'utilit�e (non) additive �a une fonction d'utilit�e additive.

Construisons '. Choisissons un � positif quelconque | � = 1 par exemple | et

un �el�ement quelconque y

0

dans R ; a�ectons une valeur arbitraire p

0

�a '(y

0

). Soit

y

1

= h(y

0

). Pour respecter (7.2), on doit avoir '(y

1

) = '(y

0

) + �. (7.2) n'impose

une relation que sur les images de y et h(y) par la fonction ' ; or h est une fonction

croissante ; (7.2) n'impose donc aucune condition entre les �el�ements de [y

0

; y

1

]. Toute

fonction croissante d�e�nie sur [y

0

; y

1

] et telle que '(y

0

) = p

0

et '(y

1

) = p

0

+ � peut

donc convenir ; en particulier, on peut choisir la fonction

'(y) = p

0

+

�

y

1

� y

0

(y � y

0

), 8y 2 [y

0

; y

1

]:

Etendons maintenant le domaine de d�e�nition de '. Soit y

2

= h(y

1

). Puisque h(y) > y

pour tout y 2 R , on a y

0

< y

1

< y

2

. D�e�nissons ' sur [y

1

; y

2

] �a partir de sa d�e�nition sur

[y

0

; y

1

] et (7.2) ; c'est ce qui est illustr�e dans la �gure 7.1. Puisque ' et h sont continues

respectivement sur [y

0

; y

1

] et sur R , grâce �a (7.2) ' est bien d�e�nie et continue sur

[y

1

; y

2

], et donc, par extension, sur [y

0

; y

2

]. De plus, puisque ' et h sont strictement

croissantes respectivement sur [y

0

; y

1

] et R , ' est croissante sur [y

1

; y

2

] et

8x 2 [y

0

; y

1

];8y 2 [y

1

; y

2

], '(x) � '(y

1

) � '(y):

Autrement dit, ' ainsi d�e�nie est croissante sur [y

0

; y

2

]. On peut alors recommencer

ce processus et d�e�nir y

3

= h(y

2

), et ainsi de suite. Cette construction correspond �a

la �gure 7.1. Sur la �gure, on voit bien que la s�equence y

0

; y

1

; : : : est croissante. De la

même mani�ere, en d�e�nissant y

i�1

= h

�1

(y

i

), on peut �etendre le domaine de d�e�nition
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R

R

y

0

' � h(y)

p

0

p

1

'(y)

y

1

y h(y)

y

'(y)

y + �

h(y)

Fig. 7.1: Construction de la fonction '.

de ' �a \gauche" de y

0

. La m�ethode de construction garantit que ' est bien d�e�nie sur

les intervalles du type [y

�m

; y

p

], et que (7.2) est v�eri��e sur ces intervalles.

Il reste un dernier probl�eme �a r�egler : est-ce que la construction garantit que ' est

bien d�e�nie sur fy : 9x

1

2 X

1

tel que y = f

[0]

(x

1

)g[fy : 9x

1

2 X

1

tel que y = f

[1]

(x

1

)g ?

Si tel n'�etait pas le cas, cela voudrait dire qu'il existe y tel que, 8p 2 Z, soit y

p

< y, soit

y

p

> y. Mais, 8y 2 R , on sait qu'il existe x

1

2 X

1

tel que y = f

[0]

(x

1

). Par cons�equent,

pour tout y

i

, il existe x

i

1

2 X

1

tel que f

[0]

(x

i

1

) = y

i

. Mais dans ce cas,

y

i+1

= h(y

i

)) f

[0]

(x

i+1

1

) = h � f

[0]

(x

i

1

) = f

[1]

� f

�1

[0]

� f

[0]

(x

i

1

) = f

[1]

(x

i

1

):

Or, par d�e�nition de f

[0]

et f

[1]

, ceci signi�e que (x

i+1

1

; 0) � (x

i

1

; 1). Ainsi, �a la s�equence

(y

i

) est associ�ee une s�equence standard (x

i

1

) par rapport au premier composant. D'apr�es

l'axiome archim�edien, il est donc impossible que y

p

< y ou y

p

> y 8p 2 Z. Par cons�e-

quent, ' est bien d�e�nie sur fy : 9x

1

2 X

1

tel que y = f

[0]

(x

1

)g [ fy : 9 x

1

2 X

1

tel que

y = f

[1]

(x

1

)g. D�etail amusant, l'axiome archim�edien se traduit donc par le fait que la

fonction h ne peut se rapprocher arbitrairement de la premi�ere m�ediatrice, c'est-�a-dire

de la droite y = x.

Corollaire pratique

Le lemme 7.1 pr�esuppose l'existence d'une fonction d'utilit�e repr�esentant %. En

pratique, il est rare de pouvoir a�rmer a priori qu'une telle fonction existe. Il serait donc

int�eressant d'introduire dans le lemme pr�ec�edent des hypoth�eses permettant d'a�rmer

qu'une fonction d'utilit�e existe. Or Debreu (1954) et Debreu (1964) fournissent des

arguments garantissant l'existence de ces fonctions. Leur id�ee est la suivante : Supposons

qu'il existe un ensemble A

1

� X

1

au plus d�enombrable tel que 8x

1

; y

1

2 X

1

x

1

�

1

y

1

) 9 a

1

; b

1

2 A

1

tels que x

1

-

1

a

1

�

1

b

1

-

1

y

1

:
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Dans ce cas, il existe un ensemble A � X, au plus d�enombrable, tel que

x � y ) 9 a; b 2 A tels que x - a � b - y:

A est tr�es avantageux par rapport �a X car A est d�enombrable ; ainsi, il existe une

bijection de A dans Q , ou, tout du moins, une partie de Q . Autrement dit, �a chaque

�el�ement de A peut être associ�e un nombre rationnel. On sent donc bien intuitivement

qu'il doit exister une fonction d'utilit�e sur A. Et puisqu'entre tout couple d'�el�ements x; y

de X, il existe un couple d'�el�ements de A, A doit être dense dans X. Aussi, la fonction

d'utilit�e sur A peut-elle être �etendue �a X.

En r�esum�e, le lemme 7.1 devient :

Corollaire 7.1 Soient X = X

1

� X

2

un produit cart�esien �a deux dimensions tel

que Card(X

2

) = 2, et % un pr�eordre large total sur X. Supposons que X

1

v�eri�e la

solvabilit�e restreinte (cf. page 41), et que (X;%) v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (cf.

page 23) ainsi que l'axiome archim�edien (cf. page 38). Supposons de plus qu'il existe

un ensemble d�enombrable A

1

� X

1

tel que 8x

1

; y

1

2 X

1

x

1

�

1

y

1

) 9 a

1

; b

1

2 A

1

tels que x

1

-

1

a

1

�

1

b

1

-

1

y

1

: (7.3)

Alors il existe deux fonctions f

1

: X

1

! R et f

2

: X

2

! R telles que :

x % y , f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

):

De plus, l'unicit�e de f est comprise entre une propri�et�e ordinale et une propri�et�e

cardinale.

7.1.2 Espaces dont le second composant est �equi-espac�e

Dans toute cette sous-section,X

2

, l'ensemble correspondant au deuxi�eme composant,

est suppos�e être une s�equence (x

i

2

)

i2N

, o�u N est un ensemble (�ni ou in�ni) d'entiers

cons�ecutifs (positifs et/ou n�egatifs). On supposera que, 8i; i+1 2 N , x

i+1

2

�

2

x

i

2

. Avant

d'aller plus loin, il convient de d�ecrire exactement ce que signi�e le terme \ensemble

�equi-espac�e" :

D�e�nition 7.1 (ensemble �equi-espac�e) X

2

est un ensemble �equi-espac�e si l'�equi-

valence suivante est v�eri��ee 8i; i+ 1; i+ 2 2 N :

8x

1

; y

1

2 X

1

, (x

1

; x

i

2

) � (y

1

; x

i+1

2

), (x

1

; x

i+1

2

) � (y

1

; x

i+2

2

): (7.4)

Cette d�e�nition est illustr�ee par la �gure 7.2

Le lemme 7.1 permet alors de d�eriver le corollaire suivant :
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X

2

X

1

x

i

2

x

i+1

2

x

i+2

2

x

i+3

2

y

1

x

1

d'indi��erence

classes

Fig. 7.2: Ensemble �equi-espac�e

Corollaire 7.2 Soit X = X

1

� X

2

un produit cart�esien �a deux dimensions muni

d'un pr�eordre large total sur X not�e %, tel que X

2

= fx

i

2

, i 2 Ng est un ensemble

�equi-espac�e et tel que, pour tous i; i + 1 2 N , x

i+1

2

�

2

x

i

2

. Supposons que X

1

v�eri�e

la solvabilit�e restreinte (cf. page 41), que tous les composants soient essentiels (cf.

page 43), que (X;%) v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (cf. page 23) ainsi que l'axiome

archim�edien (cf. page 38), et que % soit repr�esentable par une fonction d'utilit�e.

Alors % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive. De plus, l'unicit�e de

cette fonction se situe entre une propri�et�e ordinale et une propri�et�e cardinale.

L'intuition de ce corollaire est graphique. Consid�erons un entier i tel que i; i+1; i+2 2

N . D'apr�es le lemme 7.1, on sait qu'il existe une fonction d'utilit�e additive f repr�esentant

% sur X

1

� fx

i

2

; x

i+1

2

g. On va essayer d'�etendre la fonction f de telle sorte qu'elle

repr�esente % sur X

1

�fx

i

2

; x

i+1

2

; x

i+2

2

g. A l'instar de la section pr�ec�edente, nous noterons

f

[x

i

2

]

(�) = f(�; x

i

2

), f

[x

i+1

2

]

(�) = f(�; x

i+1

2

) et f

[x

i+2

2

]

(�) = f(�; x

i+2

2

). L'espace de travail

sugg�er�e par ces fonctions est X

1

� R | comme nous l'avions �evoqu�e dans le chapitre

pr�ec�edent, page 84. La �gure 7.3 illustre d'ailleurs l'extension de f dans cet espace

de travail ; sur cette �gure ont �et�e trac�es les graphes des fonctions f

[x

i

2

]

(�), f

[x

i+1

2

]

(�) et

f

[x

i+2

2

]

(�).

L'�equivalence (7.4) est alors repr�esent�ee par des rectangles du type ABCD. En e�et,

dans l'espace de travail, les lignes horizontales sont les classes d'indi��erence de % ; par

cons�equent le segment horizontal [AB] signi�e que (y

1

; x

i+1

2

) � (x

1

; x

i

2

). De même, le

segment horizontal [CD] traduit le fait que (y

1

; x

i+2

2

) � (x

1

; x

i+1

2

). Puisque ABCD est

un rectangle, les longueurs des segments BD et AC doivent être �egales. f �etant additive

sur X

1

� fx

i

2

; x

i+1

2

g, on a donc

f

[x

i+1

2

]

(x

1

)�f

[x

i

2

]

(x

1

) = f

1

(x

1

)+f

2

(x

i+1

2

)�f

1

(x

1

)�f

2

(x

i

2

) = f

2

(x

i+1

2

)�f

2

(x

i

2

), 8x

1

2 X

1

:

Autrement dit, la di��erence f

[x

i+1

2

]

(x

1

) � f

[x

i

2

]

(x

1

) ne d�epend pas de x

1

; ainsi, le fait

que la fonction d'utilit�e f soit additive sur X

1

� fx

i

2

; x

i+1

2

g se traduit par le fait que
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B A

CD
E

F

G

R

X

1

x

1

y

1

f

[x

i+2

2

]

(�)

f

[x

i+1

2

]

(�)

f

[x

i

2

]

(�)

Fig. 7.3: Construction de la fonction d'utilit�e.

le graphe de f

[x

i+1

2

]

(�) est une translation verticale du graphe de la fonction f

[x

i

2

]

(�).

Or la relation (7.4) permet de d�e�nir f

[x

i+2

2

]

(�) sur [EF ] �a partir de f

[x

i

2

]

(�) et f

[x

i+1

2

]

(�)

grâce �a des rectangles du type ABCD. Il est donc clair que le graphe de f

[x

i+2

2

]

(�) sur

la portion [EF ] est une translation verticale du graphe de f

[x

i+1

2

]

(�). Il reste maintenant

�a construire f

[x

i+2

2

]

(�) sur FG. Mais, sur ce segment, la seule contrainte �a respecter

est la comonotonie des fonctions f

[x

i+1

2

]

(�) et f

[x

i+2

2

]

(�) ; aussi, une translation verticale

du graphe de f

[x

i+1

2

]

(�) convient pour f

[x

i+2

2

]

(�). On a donc �etendu la fonction d'utilit�e

additive f sur X

1

� fx

i

2

; x

i+1

2

; x

i+2

2

g. On peut alors recommencer avec i + 3; i + 4; : : :

L'axiome archim�edien garantit que la fonction f ne peut diverger vers l'in�ni que si x

1

et/ou x

i

2

diverge(nt) eux aussi vers l'in�ni.

Bien �evidemment, grâce �a Debreu (1954) et Debreu (1964), on peut d�eduire le co-

rollaire suivant :
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Corollaire 7.3 Soit X = X

1

� X

2

un produit cart�esien �a deux dimensions muni

d'un pr�eordre large total sur X not�e %, tel que X

2

= fx

i

2

, i 2 Ng est un ensemble

�equi-espac�e et tel que, 8i; i+1 2 N , x

i+1

2

�

2

x

i

2

. Supposons que X

1

v�eri�e la solvabilit�e

restreinte (cf. page 41), que tous les composants soient essentiels (cf. page 43), et que

(X;%) v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (cf. page 23) ainsi que l'axiome archim�edien

(cf. page 38). Supposons de plus qu'il existe un ensemble d�enombrable A � X tel que

pour tous x; y 2 X

x � y ) 9 a; b 2 A tels que x - a � b - y:

Alors % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive. De plus, l'unicit�e de cette

fonction se situe entre une propri�et�e ordinale et une propri�et�e cardinale.

7.2 Solvabilit�e sur deux composants

Les approches alg�ebrique et topologique, bien qu'assez di��erentes (les axiomes et

autres d�emonstrations font appel �a des domaines math�ematiques assez �eloign�es), ont

pourtant un point commun : c'est de montrer en une seule et même �etape l'existence

d'utilit�es additives. Or, le terme \existence d'utilit�e additive" d�ecrit deux notions, �a

savoir, d'une part, l'existence d'utilit�es repr�esentant %, et, d'autre part, le fait que cer-

taines de ces utilit�es sont additives. Remarque relativement anodine, et même triviale,

me direz-vous. Exact, et, cependant, c'est la cl�e de voûte de l'approche analytique en

dimension 2 : l'id�ee est de partir de la constatation qu'il est plus facile de montrer

que % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e que de montrer qu'elle l'est par une

fonction d'utilit�e additive ; en e�et, du point de vue th�eorique, pour qu'une fonction

d'utilit�e additive existe, il faut, bien entendu, des axiomes assurant l'existence de fonc-

tions d'utilit�e (le fait que % soit un pr�eordre large total, par exemple), mais, en outre,

il faut aussi des axiomes permettant la s�eparabilit�e additive (les axiomes d'�elimination

par exemple). Aussi, dans l'approche analytique, la repr�esentabilit�e additive se montre

en deux �etapes :

1. on montre que la relation de pr�ef�erence % est repr�esentable par une fonction

d'utilit�e f (pas forc�ement additive),

2. on montre que l'on peut transformer f en une fonction d'utilit�e additive.

Cette m�ethode a deux avantages principaux. Tout d'abord, elle applique le vieil

adage \diviser pour mieux r�egner" dans la mesure o�u chacune deux �etapes du processus

de d�emonstration est simple �a r�ealiser, alors même que la d�emonstration de th�eor�emes

d'existence similaires ou moins g�en�eraux par Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1971)

est tr�es abstraite et donc tr�es compliqu�ee. On pourrait r�esumer cela de la mani�ere

suivante : la complexit�e du tout est sup�erieure �a la somme des complexit�es des parties.

Le second avantage de la m�ethode est de permettre de g�en�eraliser avec peu d'e�orts

les th�eor�emes classiques d'existence d'utilit�es additives, comme nous le verrons dans la

section suivante.
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Pour l'heure, on supposera dans tout le reste de cette section que les deux composants

de X v�eri�ent la solvabilit�e restreinte. Ainsi, le but recherch�e est d'obtenir avec la

m�ethode de d�emonstration d�ecrite ci-dessus le th�eor�eme d'existence 3.4.

7.2.1 1

�ere

�etape : la repr�esentabilit�e de %

La premi�ere �etape consiste �a obtenir une fonction d'utilit�e. On peut alors se deman-

der quels sont les axiomes du th�eor�eme 3.4 utiles �a cet e�et. La r�eponse est donn�ee par le

lemme ci-dessous, dont l'�enonc�e �etait relativement pr�evisible : on savait d�ej�a que, pour

être repr�esentable par une fonction d'utilit�e, % doit être un pr�eordre large total. De

plus, il faut aussi que le nombre de classes d'�equivalence de % soit inf�erieur au nombre

de nombres r�eels (math�ematiquement, il faut qu'il existe une bijection de l'ensemble

quotient X/� vers R ou une partie de R) ; c'est pourquoi l'axiome archim�edien doit

�gurer dans le lemme. Or la d�e�nition de cet axiome sugg�ere l'emploi de l'axiome d'in-

d�ependance, ainsi que de la solvabilit�e restreinte. On avait vu page 43 que, lorsqu'elle

n'est pas associ�ee �a l'essentialit�e, la solvabilit�e restreinte peut ne jouer aucun rôle ; par

cons�equent, l'essentialit�e doit aussi �gurer au nombre des hypoth�eses. Il est donc tout

�a fait logique d'obtenir le lemme suivant :

Lemme 7.2 Soient X un produit cart�esien �a deux dimensions et % un pr�eordre

large total sur X v�eri�ant l'ind�ependance (cf. page 23) et la condition de Thomsen

(cf. page 24). Supposons que les deux composants de X soient essentiels (cf. page 43)

et qu'ils v�eri�ent la solvabilit�e restreinte (cf. page 41) ainsi que l'axiome archim�edien

(cf. page 38). Alors % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e.

L'id�ee de ce lemme est d'utiliser les di��erents axiomes pour se ramener au fameux

th�eor�eme d'existence de Debreu (1964) :

Condition de repr�esentabilit�e de Debreu : (Z; Y;%) satisfait la condition de

repr�esentabilit�e de Debreu si et seulement si les propri�et�es suivantes sont v�eri��ees :

1. Y est un ensemble d�enombrable tel que Y � Z,

2. % un pr�eordre large total sur Z.

3. 8x; y 2 Z, x � y ) 9 z; t 2 Y tels que x - z � t - y.

Th�eor�eme 7.1 (de Debreu) Soit % un pr�eordre large total sur un ensemble Z.

S'il existe Y tel que (Z; Y;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu, alors

% est repr�esentable sur Z par une fonction d'utilit�e.

Dans la suite de ce chapitre, 8x; y 2 X tels que x - y, nous noterons [x; y] l'ensemble

fz 2 X : x - z - yg. Par analogie, [x

1

; y

1

] correspond �a l'ensemble fz

1

2 X

1

:

x

1

-

1

z

1

-

1

y

1

g. Montrons maintenant comment le lemme 7.2 peut se ramener au

th�eor�eme 7.1. Pour cela, deux sous-�etapes sont n�ecessaires :

{ 1

�ere

sous-�etape : on montre qu'il existe x; y 2 X et un ensemble d�enombrable

Y � [x; y] tels que ([x; y]; Y;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu.
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{ 2

�eme

sous-�etape : grâce �a l'ensemble Y , et en utilisant certaines s�equences stan-

dards, on montre qu'il existe un ensemble Z � X d�enombrable tel que (X;Z;%)

v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu.

1

�ere

sous-�etape :

Supposons que, 8x; y 2 X tels que x � y, il n'existe aucun ensemble d�enombrable

Y � [x; y] tel que ([x; y]; Y;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu. Dans ce

cas, 8x; y 2 X tels que x � y, 9 z 2 X tel que x � z � y ; en e�et, dans le cas contraire,

il existerait x; y 2 X tels que fz 2 X : x � z � yg = �, ce qui contredirait l'hypo-

th�ese car cela entrâ�nerait que ([x; y]; fx; yg;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e

de Debreu. Puisque les deux composants de X sont essentiels, il existe (y

1

; y

2

) 2 X et

(t

1

; t

2

) 2 X tels que y

1

�

1

t

1

et y

2

�

2

t

2

. A partir de ces deux �el�ements, grâce �a la

solvabilit�e restreinte, et ainsi que le montre la �gure 7.4, il existe aussi deux �el�ements

dans X, (x

0

1

; x

0

2

) et (x

1

1

; x

1

2

), tels que x

0

� x

1

et (x

0

1

; x

1

2

) � (x

1

1

; x

0

2

). Les parties gris�ees de

la �gure 7.4 correspondent �a l'ensemble

�

(x

1

; x

2

) : x

1

2 [x

0

1

; x

1

1

] et x

2

2 [x

0

2

; x

1

2

]

	

. Bien

entendu, pour tout couple d'�el�ements, x; y, dans ces parties gris�ees, il existe un �el�ement

z, lui aussi dans la partie gris�ee, tel que x � z � y.

t

1

x

1

1

x

0

1

= y

1

x

0

1

= y

1

t

2

x

1

2

x

1

1

= t

1

x

0

2

= y

2

x

0

2

= y

2

x

1

2

= t

2

X

2

X

1

Fig. 7.4: Existence de x

0

et x

1

Nous allons montrer par construction qu'il existe un ensemble d�enombrable Y inclus

dans les parties gris�ees et tel que ([x

0

1

; x

1

1

]�[x

0

2

; x

1

2

]; Y;%) v�eri�e la condition de repr�esen-

tabilit�e de Debreu. Pour cela, on remarquera que, par solvabilit�e restreinte par rapport

au premier composant, pour tout z dans [x

0

1

; x

1

1

]� [x

0

2

; x

1

2

] au dessous de la courbe d'in-

di��erence contenant (x

0

1

; x

1

2

) et (x

1

1

; x

0

2

), il existe t

1

2 [x

0

1

; x

1

1

] tel que (t

1

; x

0

2

) � z (cf.

�gure 7.5). De même, si y est au dessus de la courbe d'indi��erence contenant (x

0

1

; x

1

2

)

et (x

1

1

; x

0

2

), il existe x

1

2 [x

0

1

; x

1

1

] tel que (x

1

; x

1

2

) � y ; autrement dit, pour montrer

l'existence de Y , il su�t de montrer qu'il existe Y

1

� [x

0

1

; x

1

1

] d�enombrable et tel que

([x

0

1

; x

1

1

]; Y

1

;%

1

) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu.

Pour montrer l'existence de Y

1

, il su�t de construire une suite d'ensembles (Y

i

1

)

i2N

,

tous �nis, telle que Y

1

=

S

i2N

Y

i

1

soit dense dans [x

0

1

; x

1

1

]. Soit Y

0

1

= fx

0

1

; x

1

1

g. On sait

qu'il existe z 2 X tel que (x

0

1

; x

0

2

) � z � (x

1

1

; x

0

2

). Cet �el�ement permet, comme le montre

la �gure 7.6, de construire deux s�equences standards (y

k

1

) et (t

k

1

) de bases respectives
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z

y

x

0

1

x

1

1

x

0

2

x

1

2

x

1

t

1

Fig. 7.5: Existence de t

1

et de x

1

.

fx

0

2

; z

2

g et fz

2

; t

2

g, o�u z

2

est le deuxi�eme composant de z et t

2

est l'intersection de la

courbe d'indi��erence contenant z avec l'axe vertical passant par (x

0

1

; x

0

2

) et (x

0

1

; x

1

2

) (cette

intersection existe d'apr�es la solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant).

x

1

2

z

2

t

2

y

2

1

y

1

1

y

4

1

y

3

1

y

0

1

x

1

1

t

2

1

t

1

1

t

0

1

x

0

1

x

0

2

z

X

2

X

1

Fig. 7.6: Construction de Y

1

1

.

D�e�nissons Y

1

1

comme l'ensemble des points de la s�equence standard de cardinal le

plus �elev�e ; ici, on a donc Y

1

1

= fy

0

1

; y

1

1

; y

2

1

; y

3

1

; y

4

1

g. Remarquons que Y

1

1

est de cardinal

�ni, et que ce dernier est sup�erieur ou �egal �a 3. La construction de l'ensemble Y

2

1

s'e�ectue sur le même principe : choisissons un point quelconque c de la partie gris�ee

de la �gure 7.6 et construisons les s�equences standards (a

k

1

) et (b

k

1

) de bases respectives

fz

2

; c

2

g et fc

2

; b

2

g illustr�ees par la �gure 7.7 ; dans celle-ci, les courbes en pointill�es

correspondent aux courbes de la �gure 7.6, c

2

correspond au second composant de c et

b

2

repr�esente l'intersection de la courbe d'indi��erence avec la droite verticale passant

par les points (y

1

1

; x

0

2

) et (y

1

1

; x

1

2

). L�a encore, Y

2

1

est �egal �a l'ensemble des points de

la s�equence standard de cardinal le plus �elev�e ; ici on a donc Y

2

1

= fb

0

1

; : : : ; b

16

1

g. On

remarque donc que Card(Y

2

1

) � 2 Card(Y

1

1

)� 1. Pour construire Y

3

1

, on recommence le

processus en rempla�cant la partie gris�ee par le petit rectangle de bord inf�erieur gauche

c et de bord sup�erieur droit (b

5

1

; b

2

).

D'une mani�ere g�en�erale, pour obtenir Y

k+1

1

�a partir de Y

k

1

, on repartira toujours d'un

rectangle d�elimit�e par deux points cons�ecutifs de la s�equence standard d�e�nissant Y

k

1

, et
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x

1

1

y

4

1

y

3

1

t

1

1

y

2

1

x

0

2

a

0

1

t

0

1

y

1

1

a

1

1

a

2

1

a

3

1

x

0

1

y

0

1

a

4

1

a

6

1

a

7

1

a

5

1

t

2

1

t

2

b

2

x

1

2

c

b

0

1

b

4

1

b

8

1

b

1

1

b

2

1

b

3

1

b

5

1

b

6

1

b

7

1

b

9

1

b

12

1

b

11

1

b

10

1

b

13

1

b

14

1

b

15

1

b

16

1

c

2

z

2

z

Fig. 7.7: Construction de Y

2

1

.

on construira deux s�equences standards allant de x

0

1

jusqu'�a x

1

1

. L'axiome archim�edien

garantit que celles-ci sont �nies. De plus, il est ais�e de montrer que Card(Y

k+1

1

) �

2 Card(Y

k

1

) � 1 8k 2 N ; en e�et, consid�erons, dans la �gure 7.8, la s�equence (y

j

1

)

engendrant l'ensemble Y

i

1

. Pour construire Y

i+1

1

selon le processus d�ecrit ci-dessus, j'ai

choisit de partir du point a, qui a la particularit�e d'engendrer deux s�equences standards

identiques (t

k

1

). Ceci entrâ�ne que

t

k

1

= y

j

1

t

k+2

1

= y

j+1

1

t

k+4

1

= y

j+2

1

:

y

j

1

y

j+1

1

t

k+1

1

t

k+2

1

t

k+3

1

x

2

t

2

y

2

t

k

1

t

k+4

1

y

j+2

1

a

X

2

X

1

Fig. 7.8: Card(Y

k+1

1

) � 2 Card(Y

k

1

)� 1.

Ainsi, le choix de a implique que Card(Y

k+1

1

) = 2 Card(Y

k

1

) � 1. Si l'on prend un

point de d�epart di��erent de a, disons b, le fait de toujours choisir la s�equence standard

de cardinal le plus �elev�e implique que cette derni�ere a au moins autant de points que la

s�equence engendr�ee par a ; vous n'êtes pas enti�erement convaincu ? Reportez-vous �a la

�gure 7.9, dans laquelle la s�equence z

m

1

a �et�e engendr�ee �a partir d'un point b quelconque

di��erent de a.
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y

j

1

t

k+1

1

t

k+2

1

t

k+3

1

x

2

t

2

y

2

t

k

1

t

k+4

1

y

j+2

1

a

b

y

j+1

1

z

m

1

z

m+1

1

z

m+2

1

z

m+3

1

z

m+4

1

X

1

X

2

Fig. 7.9: Card(Y

k+1

1

) � 2 Card(Y

k

1

)� 1 (suite).

Ainsi, Y

1

=

S

i2N

Y

i

1

est un ensemble d�enombrable (puisque c'est une r�eunion d�e-

nombrable d'ensembles �nis) contenant des s�equences standard de cardinal aussi �elev�e

que l'on veut. Soient deux �el�ements x

1

; y

1

2 [x

0

1

; x

1

1

] tels que x

1

�

1

y

1

. Supposons qu'il

n'existe aucun z

1

; t

1

2 Y

1

tels que

x

1

-

1

z

1

�

1

t

1

-

1

y

1

;

c'est-�a-dire que ([x

0

1

; x

1

1

]; Y

1

;%

1

) ne v�eri�e pas la condition de repr�esentabilit�e de De-

breu. Dans ce cas, cr�eons la s�equence standard (z

i

1

) admettant x

1

; y

1

comme �el�ements

cons�ecutifs. Sur la �gure 7.10, elle admet pour base fx

0

2

; z

2

g. D'apr�es l'axiome archi-

m�edien la s�equence est de cardinal �ni, disons m. Or on sait qu'il existe dans Y

1

une

s�equence standard (t

i

1

) de cardinal sup�erieur ou �egal �a m + 2. Sur la �gure 7.10, elle

admet pour base fx

0

2

; t

2

g. On voit bien sur cette derni�ere (sur la partie de gauche plus

exactement) que l'on doit avoir x

0

2

�

2

z

2

�

2

t

2

; en e�et, dans le cas contraire, les

courbes d'indi��erence �etant continues sur la �gure (ce qui revient approximativement

�a la solvabilit�e restreinte), elles auraient une intersection, ce qui est impossible car ces

courbes repr�esentent des classes d'indi��erence distinctes de %.

X

2

t

2

z

2

x

0

2

t

i

1

t

i+1

1

X

1

x

1

y

1

(a) s'il n'y a aucun �el�ement de (t

i

1

) entre

x

1

et y

1

, alors z

2

appartient obligatoire-

ment �a ]x

0

2

; t

2

[

X

2

t

2

x

0

2

X

1

z

2

intersection

t

i

1

t

i+1

1

z

j+1

1

z

j

1

t

i+2

1

(b) il ne peut y avoir deux �el�ements de la

s�equence (t

i

1

) entre deux �el�ements cons�e-

cutifs de la s�equence (z

j

1

)

Fig. 7.10: L'impossibilit�e de violer la condition de repr�esentabilit�e de Debreu
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Pour les mêmes raisons, il ne peut exister deux �el�ements de la s�equence (t

i

1

) entre

deux �el�ements cons�ecutifs de la s�equence (z

j

1

) sans que, comme le montre la �gure 10(b),

la courbe d'indi��erence passant par (t

j+2

1

; x

0

2

) intersecte celle passant par (z

j+1

1

; x

0

2

), ce

qui, l�a encore, est absurde. Mais, dans ce cas, la s�equence (t

i

1

) ne peut avoir plus de

m+1 points (m� 1 �etant le nombre de points a priori possibles entre z

0

1

et z

m

1

, auquel

on peut rajouter au plus un point dans [x

0

1

; z

0

1

[ et un point dans ]z

m

1

; x

1

1

] ). Or, par

hypoth�ese, la s�equence (t

i

1

) est de cardinal sup�erieur ou �egal �a m+2, d'o�u contradiction.

Il existe donc dans Y

1

une s�equence standard dont deux �el�ements cons�ecutifs se trouvent

\entre" x

1

et y

1

. Par cons�equent ([x

0

1

; x

1

1

]; Y

1

;%

1

) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e

de Debreu, et donc il existe un ensemble d�enombrable Y � [x

0

1

; x

1

1

] � [x

0

2

; x

1

2

] tel que

([x

0

1

; x

1

1

] � [x

0

2

; x

1

2

]; Y;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu. Ceci clôt la

premi�ere sous-�etape. Il s'agit maintenant d'�etendre cette propri�et�e �a la totalit�e de X.

2

�eme

sous-�etape :

L'extension de l'ensemble Y obtenu dans la sous-�etape pr�ec�edente est r�ealis�ee par

des s�equences standards comme le montre la �gure 7.11.

x

0

2

x

2

2

x

1

1

x

2

1

a

b

y

1

x

0

1

x

1

x

2

x

1

2

y

2

Fig. 7.11: Extension de A

1

On a vu qu'il existait un ensemble d�enombrable Y

1

� [x

0

1

; x

1

1

] tel que ([x

0

1

; x

1

1

]; Y

1

;%

1

)

v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu. Observons sur la �gure 7.11 que pour

chaque point a de [x

0

1

; x

1

1

] � [x

1

2

; x

2

2

] au dessous de la courbe d'indi��erence passant par

(x

0

1

; x

2

2

) et (x

1

1

; x

1

2

), il existe un point de [x

0

1

; x

1

1

]�fx

1

2

g qui lui est indi��erent. De même,

pour chaque point de [x

0

1

; x

1

1

] � [x

1

2

; x

2

2

] au dessus de la courbe d'indi��erence passant

par (x

0

1

; x

2

2

) et (x

1

1

; x

1

2

), il existe un point de [x

0

1

; x

1

1

] � fx

2

2

g qui lui est indi��erent. Par

cons�equent, puisque ([x

0

1

; x

1

1

]; Y

1

;%

1

) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu,

il existe un ensemble Y

0

tel que ([x

0

1

; x

1

1

] � [x

1

2

; x

2

2

]; Y

0

;%) v�eri�e la condition de repr�e-

sentabilit�e de Debreu (ici, c'est surtout l'axiome d'ind�ependance qui est important).

De même, pour tout point b 2 [x

1

1

; x

2

1

]�[x

0

2

; x

1

2

] au dessous de la courbe d'indi��erence

passant par (x

1

1

; x

1

2

) et (x

2

1

; x

0

2

), il existe un point de fx

1

1

g� [x

0

2

; x

1

2

] qui lui est indi��erent.
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Mais sur la �gure 7.11, on voit bien qu'�a chaque point de fx

1

1

g � [x

0

2

; x

1

2

] correspond un

point de [x

0

1

; x

1

1

] � fx

1

2

g sur la même courbe d'indi��erence. A Y

1

on peut donc associer

par bijection l'ensemble Y

2

� [x

0

2

; x

1

2

] tel que tout point de Y

1

est indi��erent �a un point

de Y

2

et r�eciproquement. De par sa d�e�nition, Y

2

est d�enombrable et permet, �a l'instar

du paragraphe pr�ec�edent, de d�eduire l'existence d'un ensemble Y

00

� [x

1

1

; x

2

1

] � [x

0

2

; x

1

2

]

tel que ([x

1

1

; x

2

1

]� [x

0

2

; x

1

2

]; Y

00

;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu.

On peut r�eutiliser le processus d�ecrit ci-dessus pour d�eduire que pour tout en-

semble [x

i

1

; x

i+1

1

]� [x

j

2

; x

j+1

2

] il existe un ensemble d�enombrable Y

000

tel que ([x

i

1

; x

i+1

2

]�

[x

j

2

; x

j+1

2

]; Y

000

;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu. En fait, puisque

toute r�eunion �nie d'ensembles d�enombrables est d�enombrable, 8i; j; p; q, il existe un

ensemble d�enombrable Z

0

� [x

i

1

; x

j

1

] � [x

p

2

; x

q

2

] tel que ([x

i

1

; x

j

1

] � [x

p

2

; x

q

2

]; Z

0

;%) v�eri-

�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu. On peut alors �etendre la condition de

repr�esentabilit�e en rajoutant les \rectangles"

[x

k

1

; x

k+1

1

]� [x

q

2

; x

q+1

2

] 8k 2 fi� 1; : : : ; j + 1g;

[x

k

1

; x

k+1

1

]� [x

p�1

2

; x

p

2

] 8k 2 fi� 1; : : : ; j + 1g;

[x

i�1

1

; x

i

1

]� [x

k

2

; x

k+1

2

] 8k 2 fp� 1; : : : ; q + 1g;

[x

j

1

; x

j+1

1

]� [x

k

2

; x

k+1

2

] 8k 2 fp� 1; : : : ; q + 1g:

On voit donc par ce processus que l'on peut �etendre la repr�esentabilit�e sur la totalit�e

de X pourvu que les s�equences standards permettent de couvrir tout l'espace X ; or

cette condition est remplie grâce �a l'axiome archim�edien. En conclusion : il existe un

ensemble d�enombrable Z � X tel que (X;Z;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e

de Debreu. Ainsi, % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e sur X.

7.2.2 2

�eme

�etape : la repr�esentabilit�e additive de %

Lorsque la premi�ere �etape est termin�ee, on sait qu'il existe une fonction d'utilit�e f

(pas forc�ement additive) repr�esentant % sur X. Il ne reste plus qu'�a transformer cette

fonction en une fonction d'utilit�e additive. Pour cela, je vais faire appel �a la condition

de Thomsen ainsi qu'�a une nouvelle condition : la condition de Reidemeister. Celle-ci

sera omise par la suite car elle est en fait induite par l'ind�ependance et la condition de

Thomsen. Toutefois, il me parâ�t int�eressant de la mentionner ici parce qu'elle intervient

dans la construction intuitive de la transformation de f en utilit�e additive.

Axiome 7.1 (condition de Reidemeister) 8x

1

; y

1

; z

1

; t

1

2 X

1

;8x

2

; y

2

; z

2

; t

2

2

X

2

,

[(x

1

; y

2

) � (y

1

; x

2

) et (x

1

; t

2

) � (y

1

; z

2

) et (t

1

; y

2

) � (z

1

; x

2

)]) (t

1

; t

2

) � (z

1

; z

2

):

Le lecteur aura assur�ement remarqu�e que la condition de Reidemeister est un cas

particulier de l'axiome d'�elimination sym�etrique d'ordre 3, (S

3

). Son interpr�etation gra-

phique est fournie par la �gure 7.12, dans laquelle la partie gauche illustre la condition

de Reidemeister dans l'espace X

1

� X

2

(les courbes sont alors des courbes d'indi��e-

rence), et la partie droite illustre ladite condition dans l'espace de travail d�evelopp�e au

chapitre pr�ec�edent, page 84 (les courbes sont alors les graphes d'une fonction d'utilit�e

f , le second composant �etant �x�e �a di��erentes valeurs).
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R

X

1

y

2

z

2

t

2

x

2

x

1

y

1

t

1

z

1

X

2

X

1

x

1

y

1

t

1

z

1

f

[y

2

]

(�)

f

[x

2

]

(�)

f

[z

2

]

(�)

f

[t

2

]

(�)

B

A

C

D

H

G

E

F

G

C

D

H

A

E

F

B

Fig. 7.12: La condition de Reidemeister.

Lemme 7.3 Soit X un produit cart�esien bidimensionnel muni d'un pr�eordre large

total % sur X v�eri�ant l'ind�ependance (cf. page 23), la condition de Thomsen (cf.

page 24) et la condition de Reidemeister. Supposons que la solvabilit�e restreinte (cf.

page 41), l'essentialit�e (cf. page 43) et l'axiome archim�edien (cf. page 38) soient v�eri-

��es par les deux composants de X. Alors % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e

additive. De plus, cette fonction est unique �a une transformation a�ne strictement

positive pr�es.

L'intuition de ce lemme est, comme dans la premi�ere �etape, graphique. Consid�erons

une s�equence standard quelconque par rapport au deuxi�eme composant, (x

i

2

)

i2N

, de

base fy

1

; x

1

g. L'�equivalence suivante est alors v�eri��ee :

8i; i+ 1; i+ 2 2 N , (x

1

; x

i

2

) � (y

1

; x

i+1

2

), (x

1

; x

i+1

2

) � (y

1

; x

i+2

2

):

Autrement dit, fx

i

2

, i 2 Ng est un ensemble �equi-espac�e (cf. d�e�nition 7.1 page 125).

Ainsi, X

1

� fx

i

2

, i 2 Ng est un espace de dimension 2 dont le premier composant

v�eri�e la solvabilit�e restreinte et dont le deuxi�eme composant est �equi-espac�e ; donc,

d'apr�es le lemme 7.2 et la section 7.1 en g�en�eral, il existe une fonction strictement

croissante ' : fy 2 R : 9 x 2 X tel que y = f(x)g ! R telle que ' � f est additive sur

X

1

� fx

i

2

, i 2 Ng. Notons que puisque ' est strictement croissante, ' � f est forc�ement

une fonction d'utilit�e repr�esentant % sur X.

Comme nous l'avions vu dans la section 7.1, la fonction ' n'est pas unique �a une

transformation a�ne strictement positive pr�es ; c'est �a la fois un handicap et un avan-

tage : handicap car il se peut que ' � f ne soit pas additive sur la totalit�e de X,

mais c'est aussi un avantage car trouver une fonction ' telle que ' � f est additive sur

X

1

� fx

i

2

, i 2 Ng est chose relativement ais�ee (cf. section 7.1). Vouloir trouver direc-

tement une fonction ' telle que ' � f est additive sur X rel�eve de l'utopie car cette

transformation est unique (�a une �echelle et une translation pr�es), et, pour la trouver, il

faudrait prendre en compte en même temps toutes les courbes d'indi��erence. Plutôt que

de s'essayer �a cet exercice de style compliqu�e, on va construire une suite de fonctions '
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qui tend vers la transformation cherch�ee. Le dicton populaire a�rme que Paris ne s'est

pas fait en un jour, l'obtention de la transformation recherch�ee non plus.

Le fait de travailler sur X

1

� fx

i

2

, i 2 Ng sugg�ere de se placer dans le même espace

de travail que dans la section 7.1, c'est-�a-dire l'espace d�evelopp�e dans le chapitre 6,

page 84. Ainsi, ' � f peut être repr�esent�ee par la �gure 7.13, dans laquelle les graphes

des fonctions '�f

[x

i+1

2

]

(�), '�f

[x

i+2

2

]

(�) et '�f

[x

i+3

2

]

(�), se d�eduisent du graphe de '�f

[x

i

2

]

(�)

par translation verticale ; ainsi, les longueurs des segments [AB], [CD], [EF ], [GH], [IL]

et [JK] sont toutes �egales.

X

1

' � f

[x

i

2

]

(x

1

)

K

L

' � f

[x

i+2

2

]

(x

1

)

' � f

[x

i+1

2

]

(x

1

)

' � f

[x

i+3

2

]

(x

1

)

J

I

H

F

D

E

C

G

B

A

R

Fig. 7.13: ' � f sur X

1

� fx

i

2

, i 2 Ng.

Supposons maintenant que ' � f soit additive sur X

1

� [x

0

2

; x

1

2

]. Alors, cette fonction

est additive sur X ; en e�et, on remarque sur la �gure 7.14 que

D = (x

1

1

; x

0

2

) � (x

2

1

; x

2

) = A;

B = (x

2

1

; y

2

) � (x

1

1

; x

1

2

) = C;

E = (x

3

1

; x

2

) � (x

4

1

; x

0

2

) = H;

ce qui implique, d'apr�es la condition de Reidemeister, que G = (x

4

1

; x

1

2

) � (x

3

1

; y

2

) = F .

Donc, d'apr�es les coordonn�ees des points A;B;C;D;E; F;G;H, (ABCD) et (EFGH)

sont des rectangles. Par cons�equent, les longueurs des segments [AB] et [CD] sont �egales,

ainsi que celles des segments [EF ] et [GH]. Comme '�f est additive sur X

1

�fx

0

2

; x

1

2

g,

les longueurs des segments [CD] et [GH] sont �egales, et, par cons�equent, les longueurs

des segments [AB] et [EF ] sont aussi �egales. Ainsi, la courbe ' � f

[y

2

]

se d�eduit de la

courbe ' � f

[x

2

]

par translation verticale. Maintenant, par hypoth�ese, on a suppos�e que

' � f est additive sur X

1

� [x

0

2

; x

1

2

], ce qui signi�e que les longueurs des segments [AP ]

et [EQ] sont �egales. Puisque A et E appartiennent respectivement aux segments [BP ]

et [EQ],

longueur de [BP ] = longueur de [BA] + longueur de [AP ];

longueur de [FQ] = longueur de [FE] + longueur de [EQ];
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X

1

' � f

[x

0

2

]

(x

1

)

F
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H
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J
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E

R

' � f

[x

1

2

]

(x

1

)

' � f

[x

2

2

]

(x

1

)

' � f

[x

2

]

(x

1

)

' � f

[y

2

]

(x

1

)

x

2

1

x

3

1

x

1

1

x

4

1

P

Q

Fig. 7.14: L'additivit�e de ' � f sur X

1

� [x

0

2

; x

1

2

] est propag�ee sur X par la condition de

Reidemeister.

ce qui implique que longueur de [BP ] = longueur de [FQ]. Autrement dit, le graphe de

' � f

[y

2

]

peut se d�eduire du graphe de ' � f

[x

0

2

]

par translation verticale. Cette remarque

est en fait g�en�eralisable �a n'importe quelle courbe.

En r�esum�e, tous les graphes des fonctions ' � f

[z

2

]

se d�eduisent par translation ver-

ticale de courbes ' � f

[t

2

]

comprises entre les graphes de ' � f

[x

0

2

]

et de ' � f

[x

1

2

]

; de plus,

si ' � f est additive sur X

1

� [x

0

2

; x

1

2

], alors elle l'est aussi sur X. Par cons�equent, il

su�t d'�etudier l'additivit�e de ' � f sur X

1

� [x

0

2

; x

1

2

] pour en d�eduire son additivit�e sur

X. La condition de Thomsen permet encore de r�eduire l'espace d'�etude ; en e�et, sur la

�gure 7.15, la condition de Thomsen correspond �a des relations du type

h

B;D 2 ' � f

[x

0

2

]

et C;E 2 ' � f

[x

1

2

]

et A 2 ' � f

[x

2

]

i

) F 2 ' � f

[x

2

]

:

De même, la condition de Thomsen permet d'a�rmer que si G est sur le graphe de la

fonction ' � f

[x

2

]

, alors H l'est aussi. Autrement dit, le graphe de la fonction ' � f

[x

2

]

d�e�ni sur la portion [AF [ su�t pour d�eterminer grâce �a la condition de Thomsen le

graphe sur tout X

1

. Une autre cons�equence est que si la portion [AF [ du graphe de

' � f

[x

2

]

est une translation verticale de la portion [JD[ du graphe de ' � f

[x

0

2

]

, alors

l'ensemble du graphe de ' � f

[x

2

]

sur X

1

est une translation de celui de ' � f

[x

0

2

]

. Donc,

l'additivit�e de ' � f ne d�epend que de l'additivit�e sur la zone gris�ee de la �gure 7.16.

Mais que veut dire que ' � f est additive dans la zone gris�ee ? D'apr�es ce que l'on

avait vu dans la sous-section 7.1.2,

' � f est additive dans , 8x

2

2 [x

0

2

; x

1

2

]; la restriction de ' � f

[x

2

]

sur [x

0

1

; x

1

1

]

la zone gris�ee est une translation verticale de la restriction de

' � f

[x

0

2

]

sur [x

0

1

; x

1

1

]:
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X

1

' � f

[x

0

2

]

(x

1

)

' � f

[x

1

2

]

(x

1

)

B

A

C

D

E

F

G

H

' � f

[x

2

]

(x

1

)

R

J

Fig. 7.15: R�eduction de l'espace d'�etude par la condition de Thomsen.

X

1

' � f

[x

0

2

]

(x

1

)

' � f

[x

1

2

]

(x

1

)

R

h

x

1

1

x

0

1

Fig. 7.16: L'additivit�e de ' � f ne d�epend que de l'additivit�e sur la zone gris�ee.

On peut �enoncer cette �equivalence de mani�ere di��erente et n�eanmoins �equivalente :

' � f est additive dans , 8x

2

2 [x

0

2

; x

1

2

]; la restriction de

�

' � f

[x

2

]

� ' � f

[x

0

2

]

�

la zone gris�ee sur [x

0

1

; x

1

1

] est une constante,

ou encore

' � f est additive dans , 8(x

1

; x

2

) 2 [x

0

1

; x

1

1

]� [x

0

2

; x

1

2

];

la zone gris�ee

h�

' � f

[x

2

]

(x

1

)� ' � f

[x

0

2

]

(x

1

)

�

�

�

' � f

[x

2

]

(x

0

1

)� ' � f

[x

0

2

]

(x

0

1

)

�i

= 0:

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, on sait que si h est la hauteur s�eparant ' � f

[x

1

2

]

(x

0

1

) de

' � f

[x

0

2

]

(x

0

1

), alors, 8(x

1

; x

2

) 2 [x

0

1

; x

1

1

]� [x

0

2

; x

1

2

],

�

�

�

�

' � f

[x

2

]

(x

1

)� ' � f

[x

0

2

]

(x

1

)

�

�

�

' � f

[x

2

]

(x

0

1

)� ' � f

[x

0

2

]

(x

0

1

)

�

�

�

�

� h ;



140 Chapitre 7. Pr�ef�erences en dimension 2

ainsi, 8x

1

2 [x

0

1

; x

1

1

]; 8x

2

; y

2

2 [x

0

2

; x

1

2

],

�

�

�

�

' � f

[x

2

]

(x

1

)� ' � f

[y

2

]

(x

1

)

�

�

�

' � f

[x

2

]

(x

0

1

)� ' � f

[y

2

]

(x

0

1

)

�

�

�

�

� 2h:

Autrement dit, si l'on arrive �a construire une suite de transformations telle que les

hauteurs correspondantes tendent vers 0, la limite de la suite sera la transformation

recherch�ee.

Si ' � f est additive sur X, la suite ne comporte qu'une seule transformation : '.

Sinon, il existe x

2

2 [x

0

2

; x

1

2

] tel que, pour au moins un x

1

2 [x

0

1

; x

1

1

],

�

' � f

[x

2

]

(x

1

)� ' � f

[x

0

2

]

(x

1

)

�

�

�

' � f

[x

2

]

(x

0

1

)� ' � f

[x

0

2

]

(x

0

1

)

�

6= 0:

Dans ce cas, soient h

0

la hauteur s�eparant ' � f

[x

1

2

]

(x

0

1

) de ' � f

[x

2

]

(x

0

1

) et h

00

la hauteur

s�eparant ' � f

[x

2

]

(x

0

1

) de ' � f

[x

0

2

]

(x

0

1

). On a forc�ement h = h

0

+h

00

, et donc soit h

0

� h=2

soit h

00

� h=2. Supposons que h

0

soit inf�erieur ou �egal �a h=2 (un processus similaire

s'appliquerait dans l'autre cas) ; on peut alors construire une fonction  strictement

croissante telle que  � f soit additive sur X

1

� fy

i

2

; i 2 Pg, o�u (y

i

2

) est une s�equence

standard admettant x

2

et x

1

2

comme �el�ements cons�ecutifs. Tout le travail d�ecrit ci-dessus

est encore applicable ; on voit donc que 8(x

1

; y

2

) 2 [x

0

1

; x

1

1

]� [x

2

; x

1

2

],

�

�

�

�

 � f

[y

2

]

(x

1

)�  � f

[x

1

2

]

(x

1

)

�

�

�

 � f

[y

2

]

(x

0

1

)�  � f

[x

1

2

]

(x

0

1

)

�

�

�

�

� h

0

� h=2;

et donc, 8x

1

2 [x

0

1

; x

1

1

]; 8y

2

; z

2

2 [x

2

; x

1

2

],

�

�

�

�

 � f

[y

2

]

(x

1

)�  � f

[z

2

]

(x

1

)

�

�

�

 � f

[y

2

]

(x

0

1

)�  � f

[z

2

]

(x

0

1

)

�

�

�

�

� 2h

0

� h:

Ce processus revient �a a�ner l'espace d'�etude de la zone gris�ee de la �gure 7.16, exprim�ee

sous forme de pointill�es dans la �gure 7.17, �a la zone gris�ee dans cette derni�ere.

X

1

 � f

[x

0

2

]

(x

1

)

 � f

[x

1

2

]

(x

1

)

R

x

1

1

x

0

1

h

00

h

0

 � f

[x

2

]

(x

1

)

Fig. 7.17: A�nement de la zone gris�ee.

En poursuivant le processus, on peut construire un suite de transformations telle que

la variation de hauteur entre deux courbes quelconques est toujours inf�erieure �a h=2

p

,
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et ce, quel que soit p 2 N . On voit donc que la compos�ee de f par ces transformations

se rapproche de plus en plus d'une fonction additive.

Le lemme 7.3, bien qu'utilisant peu d'axiomes d'�elimination (ind�ependance, condi-

tion de Thomsen et condition de Reidemeister) n'est toutefois pas optimal car la condi-

tion de Reidemeister peut se d�eduire des autres axiomes, comme le montre le lemme

suivant :

Lemme 7.4 Soit X un produit cart�esien bidimensionnel muni d'un pr�eordre large

total % sur X satisfaisant l'ind�ependance (cf. page 23) et la condition de Thomsen

(cf. page 24). Supposons que les deux composants de X v�eri�ent la solvabilit�e res-

treinte, l'essentialit�e et l'axiome archim�edien. Alors % v�eri�e aussi la condition de

Reidemeister.

On peut donc en d�eduire le corollaire suivant :

Corollaire 7.4 Soit X un produit cart�esien bidimensionnel muni d'un pr�eordre

large total % sur X v�eri�ant l'ind�ependance (cf. page 23) et la condition de Thomsen

(cf. page 24). Supposons que la solvabilit�e restreinte (cf. page 41), l'essentialit�e (cf.

page 43) et l'axiome archim�edien (cf. page 38) soient v�eri��es par les deux composants

de X. Alors % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive. De plus, cette

fonction est unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es.

7.3 Solvabilit�e restreinte \locale" sur deux composants

Le but de cette section est de montrer que, grâce au travail d�evelopp�e dans les

sections pr�ec�edentes de ce chapitre, on peut g�en�eraliser sans trop de di�cult�es les th�eo-

r�emes d'existence classiques. Pour cela, consid�erons un produit cart�esien bidimensionnel

X et % un pr�eordre large total sur X v�eri�ant l'axiome d'ind�ependance et la condition

de Thomsen. Supposons que P soit un ensemble, �ni ou in�ni, d'entiers cons�ecutifs.

Supposons de plus que X se pr�esente sous la forme suivante :

X = X

1

�

[

i2P

[x

i

2

; y

i

2

], y

i

2

�

2

x

i

2

;

et que la solvabilit�e restreinte soit v�eri��ee surX

1

et les [x

i

2

; y

i

2

]. Dans ce cas, les th�eor�emes

classiques permettent de garantir l'existence de fonctions d'utilit�es additives sur les

ensembles du type X

1

� [x

i

2

; y

i

2

], mais pas surX car ce dernier ne v�eri�e pas la solvabilit�e

restreinte par rapport �a ses deux composants (cf. les \trous" qui existent entre y

i

2

et

x

i+1

2

. En fait, si l'on veut propager la structure additive au del�a des trous, il faut utiliser,

comme nous l'avions fait dans la section pr�ec�edente, la condition de Reidemeister. Il est

alors relativement ais�e de montrer le th�eor�eme suivant :
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Th�eor�eme 7.2 Soit X = X

1

�X

2

, o�u X

2

=

[

i2P

[x

i

2

; y

i

2

] un produit cart�esien bidimen-

sionnel. Soit % un pr�eordre large total sur X v�eri�ant la condition de Reidemeister et

la condition archim�edienne par rapport aux deux composants sur X. Supposons que

% v�eri�e aussi l'ind�ependance et la condition de Thomsen sur les produits cart�esiens

X

1

� [x

i

2

; y

i

2

], que X

1

et les [x

i

2

; y

i

2

] v�eri�ent la solvabilit�e restreinte et l'essentialit�e, et

que, 8i 2 P , 6 9 x

1

; y

1

2 X

1

, (x

1

; x

i+1

2

) � (y

1

; y

i

2

. Alors % est repr�esentable sur X par

une fonction d'utilit�e additive. De plus, cette fonction est unique �a une transformation

a�ne strictement positive pr�es sur les produits cart�esiens X

1

� [x

i

2

; y

i

2

].

Je ne pr�esenterai pas dans cette section d'autres th�eor�emes d'existence. Cependant,

je pense que l'utilisation de la condition de Reidemeister devrait permettre d'obtenir

des r�esultats bien plus g�en�eraux que le th�eor�eme ci-dessus, en particulier sur des sous-

ensembles de produits cart�esiens.

7.4 D�emonstrations

D�emonstration du lemme 7.1 : Soit X

2

= fa

2

; b

2

g. Si x

1

�

1

y

1

8x

1

; y

1

2 X

1

, alors

le lemme est trivialement d�emontr�e. De même, si a

2

�

2

b

2

, alors le lemme est aussi

d�emontr�e. Donc, sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que b

2

�

2

a

2

. D�esignons

par

~

X

1

l'ensemble des classes d'indi��erence de X

1

par �. L'existence d'une fonction

d'utilit�e f repr�esentant % sur X

1

�fa

2

; b

2

g est �equivalente �a l'existence d'une utilit�e f

�

repr�esentant %

�

sur

~

X

1

� fa

2

; b

2

g, o�u %

�

est d�e�nie de la mani�ere suivante :

( ~x

1

; x

2

) %

�

( ~y

1

; y

2

), [9 x

1

2 ~x

1

;9 y

1

2 ~y

1

tels que (x

1

; x

2

) % (y

1

; y

2

)]:

L'avantage de

~

X

1

sur X

1

est que les restrictions de f

�

�a

~

X

1

�fa

2

g et

~

X

1

�fb

2

g sont des

bijections. Dans toute la suite de la d�emonstration, nous allons travailler dans l'espace

~

X

1

�fa

2

; b

2

g. Pour all�eger les notations, je ne vais supprimer le caract�ere \*" appos�e �a

f et %.

Par hypoth�ese du lemme, % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e f . Notons

f

[a

2

]

(�) = f(�; a

2

) et f

[b

2

]

(�) = f(�; b

2

), comme sugg�er�e dans le chapitre pr�ec�edent. Pour

prouver qu'une utilit�e additive existe, il est su�sant de montrer qu'il existe une fonction

strictement croissante ' transformant f en une fonction additive. En d'autres termes,

8x

1

2

~

X

1

, ' � f

[b

2

]

(x

1

) = ' � f

[a

2

]

(x

1

) + �, pour un � 2 R

�

+

: (7.5)

Supposons que, 8x

1

; y

1

2

~

X

1

, (x

1

; a

2

) � (y

1

; b

2

). Alors, puisque f est une fonction

d'utilit�e repr�esentant %, f

[a

2

]

(

~

X

1

) \ f

[b

2

]

(

~

X

1

) = �. Dans ce cas, soit ' d�e�nie par :

'(x) =

(

arctan(x) si x 2 f

[a

2

]

(

~

X

1

);

arctan(f

[a

2

]

(f

�1

[b

2

]

(x))) + � si x 2 f

[b

2

]

(

~

X

1

):

Il est clair que ' � f est une fonction d'utilit�e additive repr�esentant % sur X.

Supposons maintenant que f

[a

2

]

(

~

X

1

)\f

[b

2

]

(

~

X

1

) 6= �. (7.5) est �equivalente �a l'�equation

suivante :

' � (f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

)(x) = '(x) + �, 8x 2 f

[a

2

]

(

~

X

1

): (7.6)
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Remarquons que la valeur de � n'est pas importante, tant qu'elle reste strictement

positive. En e�et, si on substituait � par � > 0, ' serait remplac�ee par

�

�

'. Soit

x

0

2 f

[a

2

]

(

~

X

1

). La valeur de '(x

0

) peut être choisie arbitrairement car cela n'a�ecte en

aucun cas (7.6).

Dans le reste de la d�emonstration, nous allons construire une fonction ' v�eri�ant (7.6).

D�e�nissons d'abord ' sur [x

0

; f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

(x

0

)] de la mani�ere suivante :

'(x) =

�(x� x

0

)

f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

(x

0

)� x

0

+ '(x

0

), 8x 2 [x

0

; f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

(x

0

)]: (7.7)

On doit maintenant �etendre le domaine de d�e�nition de '. Or 8x 2 [x

0

; f

[b

2

]

�

f

�1

[a

2

]

(x

0

)] \ f

[a

2

]

(

~

X

1

), on peut appliquer (7.6) sur x.

Soit x

1

= supfx : x 2 [x

0

; f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

(x

0

)] \ f

[a

2

]

(

~

X

1

)g:

En utilisant (7.6) sur [x

0

; x

1

[ si x

1

n'est pas atteint ou [x

0

; x

1

] sinon, on d�e�nit ' sur

{

�

f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

(x

0

);

�

f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

�

2

(x

0

)

�

\ f(

~

X

1

;X

2

) si x

1

n'est pas atteint,

{

�

f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

(x

0

);

�

f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

�

2

(x

0

)

�

\ f(

~

X

1

;X

2

) sinon.

' est alors strictement croissante car, d'apr�es l'axiome d'ind�ependance, f

[b

2

]

�f

�1

[a

2

]

(x) > x

8x 2 f

[a

2

]

(

~

X

1

) et � > 0.

Maintenant deux cas peuvent se produire :

{ si x

1

= f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

(x

0

) mais x

1

62 f

[a

2

]

(

~

X

1

), ou x

1

< f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

(x

0

) :

Alors, s'il existe y 2

~

X

1

tel que f

[a

2

]

(y) � x

1

, d'apr�es la d�e�nition de x

1

, f

[a

2

]

(y) >

f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

(x

0

), ce qui implique que (y; a

2

) % (f

�1

[a

2

]

(x

0

); b

2

) % (f

�1

[a

2

]

(x

0

); a

2

), et

donc, par solvabilit�e restreinte, il existe z 2

~

X

1

tel que f

[a

2

]

(z) = f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

(x

0

),

ce qui contredit l'hypoth�ese de d�epart. Par cons�equent, il n'existe aucun �el�ement

y tel que f

[a

2

]

(y) � x

1

, et donc ' a �et�e bien d�e�nie sur fx 2 f(

~

X

1

;X

2

) : x � x

0

g.

{ si x

1

= f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

(x

0

) et x

1

2 f

[a

2

]

(

~

X

1

) :

Alors ' a �et�e d�e�nie sur [x

0

; (f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

)

2

(x

0

)] \ f(

~

X

1

;X

2

).

Soit x

2

= supfx : x 2 [x

0

; (f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

)

2

(x

0

)] \ f

[a

2

]

(

~

X

1

)g:

On peut alors r�eutiliser le proc�ed�e d�ecrit ci-dessus, mais, cette fois, avec l'ensemble

[x

1

; x

2

] au lieu de [x

0

; x

1

]. En it�erant le proc�ed�e, on construit une suite de points

(x

i

)

n

i=0

, o�u n est soit un entier �ni, soit +1. ' est alors d�e�nie sur [x

0

; x

n

] \

f(

~

X

1

;X

2

) si n est �ni, ou sur [x

0

; x

n

[\f(

~

X

1

;X

2

) si n est in�ni.

Si n est �ni, alors, d'apr�es la solvabilit�e restreinte, ' a �et�e d�e�nie sur l'ensemble

fx 2 f(

~

X

1

;X

2

) : x

0

� xg.
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Si n est in�ni, alors ' a �et�e d�e�nie sur [x

0

; (f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

)

n

(x

0

)[\f(

~

X

1

;X

2

). Mainte-

nant, supposons qu'il existe x 2 f(

~

X

1

;X

2

) tel que, 8i 2 N , (f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

)

i

(x

0

) < x.

Par construction, '((f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

)

i

(x

0

)) = '(x

0

) + i� ; par cons�equent, cela devrait

tendre vers +1 lorsque i tend vers +1. Mais alors '(x) ne peut pas être �ni, et

donc ' ne peut pas être d�e�nie sur f(

~

X

1

;X

2

). Montrons que ce cas de �gure ne

peut pas arriver.

8i; i + 1 � 0, x

i+1

= f

[b

2

]

� f

�1

[a

2

]

(x

i

), et, durant le processus de construction,

x

i

; x

i+1

2 f

[a

2

]

(

~

X

1

). Par cons�equent, on peut construire une suite d'�el�ements

de X

1

, appelons-la (y

i

)

i�0

2

~

X

1

, telle que, 8i 2 N , x

i

= f

[a

2

]

(y

i

). Mais alors

f

[a

2

]

(y

i+1

) = f

[b

2

]

(y

i

), ou, en termes de relations d'indi��erence, (y

i+1

; a

2

) � (y

i

; b

2

).

Ainsi, (y

i

) est une s�equence standard in�nie mais born�ee par x. L'axiome archi-

m�edien ne peut donc pas être v�eri��e, ce qui est contraire aux hypoth�eses. Par

cons�equent, le cas de �gure d�ecrit ci-dessus ne peut pas arriver, et donc ' a bien

�et�e d�e�nie sur fx 2 f(

~

X

1

;X

2

) : x

0

� xg.

En utilisant (7.6) en sens inverse, on peut construire ' sur fx 2 f(

~

X

1

;X

2

) : x

0

�

xg. Et, bien entendu, �a l'instar de ce qui a �et�e montr�e ci-dessus, ' est strictement

croissante. Par cons�equent, il existe bien ' sur f(

~

X

1

;X

2

). Remarquons que ' n'est pas

unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es puisqu'elle peut être d�e�nie

arbitrairement dans (7.7). �

D�emonstration du corollaire 7.1 : Trivial d'apr�es le lemme 7.1 et le th�eor�eme de

Debreu (1964). �

D�emonstration du corollaire 7.2 : Supposons qu'il existe une fonction d'utilit�e re-

pr�esentant % sur X. Consid�erons des �el�ements arbitraires i; i + 1 2 N . D'apr�es le

lemme 7.1, il existe une fonction d'utilit�e additive f repr�esentant % sur X

1

�fx

i

2

; x

i+1

2

g.

Ceci signi�e qu'il existe une constante � telle que f(�; x

i+1

2

) = f(�; x

i

2

) + �. Supposons

que i+ 2 2 N .

Soit A

1

= fy

1

2 X

1

: 9 x

1

2 X

1

tel que (y

1

; x

i+1

2

) � (x

1

; x

i

2

)g:

(7.4) d�e�nit f(�; x

i+2

2

) sur A

1

car

(x

1

; x

i

2

) � (y

1

; x

i+1

2

) , f(x

1

; x

i

2

) = f(y

1

; x

i

2

) + �

, (x

1

; x

i+1

2

) � (y

1

; x

i+2

2

)

, f(y

1

; x

i+2

2

) = f(x

1

; x

i

2

) + � = f(y

1

; x

i

2

) + 2�:

D'apr�es la solvabilit�e restreinte, il est �evident qu'il n'existe aucun �el�ement z

1

2 X

1

tel

que, 8x

1

2 A

1

, z

1

�

1

x

1

. Il reste donc �a �etendre f(�; x

i+1

2

) sur B

1

= fx

1

2 X

1

: 8y

1

2 A

1

,

x

1

�

1

y

1

g. Mais 8x

1

2 B

1

et 8y

1

2 X

1

, (x

1

; x

i+2

2

) � (y

1

; x

i+1

2

). Donc f(�; x

i+2

2

), d�e�ni

comme f(�; x

i+1

2

)+� convient pour être une fonction d'utilit�e (puisque elle est sup�erieure

ou �egale �a max

x

1

2A

1

f(x

1

; x

i+1

2

) + �).

Par cons�equent, il existe une fonction d'utilit�e additive sur X

1

� fx

i

2

; x

i+1

2

; x

i+2

2

g.

Par r�ecurrence, on construit la fonction d'utilit�e sur X

1

� fx

j

2

: j 2 N et j � ig. Avec



Section 7.4. D�emonstrations 145

un proc�ed�e similaire, on construit aussi f sur X

1

� fx

j

2

: j 2 N et j � ig. Remarquons

que la suite (x

j

2

) est une s�equence standard. D'apr�es l'axiome archim�edien, on a donc

bien construit une fonction d'utilit�e additive repr�esentant % sur X. L'unicit�e d�ecoule

directement de l'unicit�e du lemme 7.1. �

D�emonstration du corollaire 7.3 : Trivial d'apr�es le corollaire 7.2 et le th�eor�eme

de Debreu (1964). �

Lemme 7.5 Soit X un produit cart�esien bidimensionnel muni d'un pr�eordre large

total % v�eri�ant l'axiome d'ind�ependance. Supposons que les deux composants de X

v�eri�ent l'essentialit�e et la solvabilit�e restreinte. S'il existe x; y 2 X tels que x

1

�

1

y

1

et x

2

�

2

y

2

, alors il existe a; b 2 X tels que

x - a � b - y; a

1

�

1

b

1

; a

2

�

2

b

2

; (a

1

; b

2

) � (b

1

; a

2

):

D�emonstration du lemme 7.5 : Deux cas peuvent se pr�esenter :

{ Si (y

1

; x

2

) - (x

1

; y

2

), alors (y

1

; x

2

) - (x

1

; y

2

) � (y

1

; y

2

) ; donc, par solvabilit�e

restreinte par rapport au deuxi�eme composant, il existe z

2

2 [x

2

; y

2

[ tel que

(y

1

; z

2

) � (x

1

; y

2

). Par cons�equent, a = (x

1

; z

2

) et b = (y

1

; y

2

) satisfont le lemme.

{ Si (y

1

; x

2

) � (x

1

; y

2

), alors (x

1

; y

2

) � (y

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

) ; donc, par solvabilit�e

restreinte par rapport au premier composant, il existe z

1

2]x

1

; y

1

[ tel que (z

1

; y

2

) �

(y

1

; x

2

). Par cons�equent, a = (z

1

; x

2

) et b = (y

1

; y

2

) satisfont le lemme.

�

D�emonstration du lemme 7.2 : La d�emonstration consiste �a montrer que les hy-

poth�eses du lemme 7.2 assurent que l'on est dans les conditions d'application du fameux

th�eor�eme de Debreu (th�eor�eme 7.1). Pour cela, la d�emonstration est organis�ee en deux

�etapes :

{ 1

�ere

�etape : on montre, d'une part, qu'il existe x; y 2 X tels que x

1

�

1

y

1

, x

2

�

2

y

2

, et (x

1

; y

2

) � (y

1

; x

2

), et, d'autre part, qu'il existe un ensemble d�enombrable

Y � [x; y] tel que ([x; y]; Y;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu

(cf. page 129).

{ 2

�eme

�etape : grâce �a l'ensemble Y , et en utilisant certaines s�equences standards,

on montre qu'il existe un ensemble Z � X d�enombrable tel que (X;Z;%) v�eri�e

la condition de repr�esentabilit�e de Debreu. On peut alors utiliser le th�eor�eme de

Debreu, qui stipule qu'il existe une utilit�e additive repr�esentant % sur X.

1

�ere

�etape :

Supposons qu'il existe z; t 2 X tels que z � t et tels qu'il existe un ensemble

d�enombrable Y � [z; t] tel que ([z; t]; Y;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de
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Debreu. Dans ce cas, on sait que soit z

1

�

1

t

1

, soit z

2

�

2

t

2

. Par sym�etrie, on ne

traitera que le premier cas. Si, en plus de z

1

�

1

t

1

, on a aussi z

2

�

2

t

2

, alors, d'apr�es le

lemme 7.5, il existe x; y 2 [z; t] tels que x

1

�

1

y

1

, x

2

�

2

y

2

et tels que (x

1

; y

2

) � (y

1

; x

2

).

Soit Y

0

= Y \ [x; y] ; il est clair que ([x; y]; Y

0

;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e

de Debreu.

Supposons maintenant que z

2

�

2

t

2

. Alors, comme le second composant est essentiel,

il existe x

2

2 X

2

tel que Non(x

2

�

2

t

2

). Supposons donc que x

2

�

2

t

2

(la d�emonstration

suit le même principe lorsque x

2

�

2

t

2

). Deux cas peuvent se pr�esenter : si (z

1

; x

2

) %

(t

1

; t

2

), alors, par solvabilit�e par rapport au deuxi�eme composant, il existe y

2

2]t

2

; x

2

] tel

que (z

1

; y

2

) � (t

1

; t

2

). Dans ce cas, s'il existe r

2

2]t

2

; y

2

[ alors, par solvabilit�e restreinte

par rapport au premier composant, (z

1

; r

2

) � (z

1

; y

2

) � (t

1

; t

2

) � (t

1

; r2) implique qu'il

existe r

1

2]z

1

; t

1

[ tel que (r

1

; r

2

) � (t

1

; t

2

). Mais alors (z

1

; z

2

) � (r

1

; r

2

), z

1

�

1

r

1

et

z

2

�

2

r

2

. Donc, comme Y � [z; t] = [z; r], on peut se ramener au cas du paragraphe

pr�ec�edent. S'il n'existe pas de r

2

dans ]t

2

; y

2

[, alors par solvabilit�e restreinte, il n'existe

pas non plus de r

1

dans ]z

1

; t

1

[. Par cons�equent, ([z; (t

1

; y

2

)]; fz; t; (z

1

; y

2

); (t

1

; y

2

)g;%)

v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu ainsi que les propri�et�es recherch�ees

dans la premi�ere �etape. Si on avait eu (z

1

; x

2

) � (t

1

; t

2

), alors, on aurait eu (z

1

; t

2

) �

(z

1

; x

2

) � (t

1

; t

2

). Par solvabilit�e par rapport au premier composant, il existerait donc

x

1

2]z

1

; t

1

[ tel que (x

1

; t

2

) � (t

1

; t

2

). Alors ([z; x]; Y \ [z; x];%) v�eri�erait les propri�et�es

recherch�ees.

En�n, le dernier cas �a envisager : si t

2

�

2

z

2

. Dans ce cas, (z

1

; t

2

) � (z

1

; z

2

) � (t

1

; t

2

).

Par cons�equent, d'apres la solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, il

existe x

1

2]z

1

; t

1

[ tel que (z

1

; z

2

) � (x

1

; t

2

). Par cons�equent, (x

1

; t

2

) � (t

1

; t

2

) et x

1

�

1

t

1

.

On peut donc se ramener au paragraphe pr�ec�edent.

Conclusion : dans tous les cas, s'il existe z; t 2 X tels que z � t et tels qu'il existe

un ensemble d�enombrable Y � [z; t] tel que ([z; t]; Y;%) v�eri�ant la condition de repr�e-

sentabilit�e de Debreu, alors il existe x; y 2 X tels que x

1

�

1

y

1

, x

2

�

2

y

2

et tels que

(x

1

; y

2

) � (y

1

; x

2

), et il existe un ensemble d�enombrable Y

0

� [x; y] tels que ([x; y]; Y

0

;%)

v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu.

Supposons maintenant que, 8x; y 2 X tels que x � y, il n'existe aucun ensemble

d�enombrable Y � [x; y] tel que ([x; y]; Y;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de

Debreu. Dans ce cas, 8x; y 2 X tels que x � y, 9 z 2 X tel que x � z � y ; en e�et,

dans le cas contraire, il existerait x; y 2 X tels que fz 2 X : x � z � yg = �, ce qui

contredirait l'hypoth�ese car cela entrâ�nerait que ([x; y]; fx; yg;%) v�eri�e la condition de

repr�esentabilit�e de Debreu. Puisque les deux composants de X sont essentiels, il existe

donc (y

1

; y

2

) 2 X et (t

1

; t

2

) 2 X tels que y

1

�

1

t

1

et y

2

�

2

t

2

. D'apr�es le lemme 7.5, il

existe x

0

; x

1

2 [x; y] tels que x

0

1

�

1

x

1

1

, x

0

2

�

2

x

1

2

et (x

0

1

; x

1

2

) � (x

1

1

; x

0

2

). Bien entendu,

8x; y 2 [x

0

1

; x

1

1

]� [x

0

2

; x

1

2

] tels que x � y, 9 z 2 [x

0

1

; x

1

1

]� [x

0

2

; x

1

2

] tel que x � z � y ;

en e�et, on sait qu'il existe z 2 X tel que x � z � y. Or (x

0

1

; x

0

2

) - x; y - (x

1

1

; x

1

2

) ; donc

(x

0

1

; x

0

2

) - z - (x

1

1

; x

1

2

). De plus, (x

0

1

; x

1

2

) � (x

1

1

; x

0

2

), donc soit (x

0

1

; x

0

2

) - z - (x

1

1

; x

0

2

),

soit (x

0

1

; x

1

2

) - z - (x

1

1

; x

1

2

), ce qui, d'apr�es la solvabilit�e restreinte par rapport au

deuxi�eme ou au premier composant assure l'existence d'un �el�ement indi��erent �a z dans

[x

0

1

; x

1

1

]� [x

0

2

; x

1

2

].
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Nous allons montrer par construction qu'il existe un ensemble d�enombrable Y �

[x

0

1

; x

1

1

]�[x

0

2

; x

1

2

] et tel que ([x

0

1

; x

1

1

]�[x

0

2

; x

1

2

]; Y;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e

de Debreu. Pour cela, on remarque que

8z 2 [x

0

1

; x

1

1

]� [x

0

2

; x

1

2

] tel que z - (x

1

1

; x

0

2

), (x

0

1

; x

0

2

) - z - (x

1

1

; x

0

2

);

ce qui implique par solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant qu'il existe

t

1

2 [x

0

1

; x

1

1

] tel que z � (t

1

; x

0

2

) ; de même, 8z 2 [x

0

1

; x

1

1

]� [x

0

2

; x

1

2

] tel que z % (x

1

1

; x

0

2

) �

(x

0

1

; x

1

2

), (x

0

1

; x

1

2

) - z - (x

1

1

; x

1

2

), ce qui implique par solvabilit�e restreinte par rapport

au premier composant qu'il existe t

1

2 [x

0

1

; x

1

1

] tel que z � (t

1

; x

1

2

). Autrement dit, pour

montrer l'existence de Y , il su�t de montrer qu'il existe Y

1

� [x

0

1

; x

1

1

] d�enombrable et

tel que ([x

0

1

; x

1

1

]; Y

1

;%

1

) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu.

Pour montrer l'existence de Y

1

, il su�t de construire une suite d'ensembles (Y

i

1

)

i2N

,

tous �nis, telle que Y

1

=

S

i2N

Y

i

1

soit dense dans [x

0

1

; x

1

1

] ; en e�et, toute r�eunion

d�enombrable d'ensembles �nis est d�enombrable ; de plus, si Y

1

est dense dans [x

0

1

; x

1

1

],

on a bien :

8x

1

; x

0

1

2 [x

0

1

; x

1

1

] tels que x

1

�

1

x

0

1

, 9 y

1

; y

0

1

2 Y

1

tels que x

1

-

1

y

1

�

1

y

0

1

-

1

x

0

1

:

Soit Y

0

1

= fx

0

1

; x

1

1

g. On sait qu'il existe z 2 [x

0

1

; x

1

1

] � [x

0

2

; x

1

2

] tel que (x

0

1

; x

0

2

) �

z � (x

1

1

; x

0

2

). Donc, par solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, 9 t

0

1

2

]x

0

1

; x

1

1

[ tel que z � (t

0

1

; x

0

2

). Or (x

0

1

; x

1

2

) � (x

1

1

; x

0

2

) ; donc (x

0

1

; x

0

2

) � z � (x

0

1

; x

1

2

). Par

cons�equent, par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant, 9 t

2

2]x

0

2

; x

1

2

[

tel que z � (x

0

1

; t

2

). Constituons maintenant sur [x

0

1

; x

1

1

] la s�equence standard (t

k

1

) de

base fx

0

2

; t

2

g et la s�equence standard (y

k

1

) de base ft

2

; x

1

2

g telle que y

0

1

= x

0

1

. Soit Y

1

1

l'ensemble des points de la s�equence standard de cardinal le plus �elev�e. D'apr�es l'axiome

archim�edien, Y

1

1

est de cardinal �ni. De plus, celui-ci est sup�erieur ou �egal �a 3 ; en e�et,

on sait d�ej�a que (t

k

1

) admet deux �el�ements : t

�1

1

= x

0

1

et t

0

1

. x

0

1

= y

0

1

appartient aussi �a

(y

k

1

). Or (y

k

1

) admet pour base ft

2

; x

1

2

g et x

0

2

�

2

t

2

�

2

x

1

2

, donc

(x

0

1

; t

2

) � (x

0

1

; x

1

2

) � (x

1

1

; x

0

2

) � (x

1

1

; t

2

):

Ainsi, d'apr�es la solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, 9 y

1

1

2]x

0

1

; x

1

1

[

tel que (x

0

1

; x

1

2

) � (y

1

1

; t

2

). Deux cas peuvent alors se pr�esenter :

{ Si t

0

1

-

1

y

1

1

alors

(x

0

1

; x

0

2

) � (t

0

1

; t

2

) - (y

1

1

; t

2

) � (x

1

1

; x

0

2

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant,

qu'il existe t

1

1

2]x

0

1

; x

1

1

] tel que (t

0

1

; t

2

) � (t

1

1

; x

0

2

), et donc, (t

k

1

) est de cardinal

sup�erieur ou �egal �a 3.

{ Si t

0

1

�

1

y

1

1

alors, d'apr�es la condition de Thomsen,

h

(x

1

1

; x

0

2

) � (x

0

1

; x

1

2

) et (x

0

1

; t

2

) � (t

0

1

; x

0

2

)

i

) (t

0

1

; x

1

2

) � (x

1

1

; t

2

) ;

par cons�equent,

(y

1

1

; t

2

) � (y

1

1

; x

1

2

) � (t

0

1

; x

1

2

) � (x

1

1

; t

2

);
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ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, qu'il

existe y

2

1

2]y

1

1

; x

1

1

[ tel que (y

2

1

; t

2

) � (y

1

1

; x

1

2

), et donc, (y

k

1

) est de cardinal sup�erieur

ou �egal �a 3.

On peut maintenant construire Y

2

1

�a partir de Y

1

1

. Si la s�equence standard formant

Y

1

1

est (t

k

1

), alors on remarque que

t

�1

1

�

1

t

0

1

, x

0

2

�

2

t

2

, (t

0

1

; x

0

2

) � (t

�1

1

; t

2

) ;

autrement dit, t

�1

1

joue maintenant le rôle tenu pr�ec�edemment par x

0

1

, t

0

1

joue celui de

x

1

1

, et t

2

joue le rôle tenu pr�ec�edemment par x

1

2

. A l'instar des paragraphes pr�ec�edents,

on peut donc trouver t

0

2

2]x

0

2

; t

2

[ et constituer deux s�equences standards de bases respec-

tives fx

0

2

; t

0

2

g et ft

0

2

; t

2

g. Les deux s�equences vont varier, comme dans les paragraphes

pr�ec�edents entre x

0

1

et x

1

1

. On d�e�nit alors Y

2

1

comme l'ensemble des �el�ements de la

s�equence standard de cardinal le plus �elev�e. L�a encore, l'axiome archim�edien garantit

que Y

2

1

est de cardinal �ni ; de plus, Card(Y

2

1

) � Card(Y

1

1

) + 1 ; en e�et,

{ Si la s�equence standard constituant Y

2

1

est (z

k

1

) de base fx

0

2

; t

0

2

g, alors, grâce �a une

d�emonstration similaire �a celle des paragraphes pr�ec�edents, il existe z

0

1

; z

1

1

; : : : ; z

p

1

2

[t

�1

1

; t

0

1

], p � 2 ; puisque z

p

1

-

1

t

0

1

et t

0

2

�

2

t

2

, on a (z

p

1

; t

0

2

) � (t

0

1

; t

2

), d'o�u

(z

p

1

; x

0

2

) � (z

p

1

; t

0

2

) � (t

0

1

; t

2

) � (t

1

1

; x

0

2

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, qu'il

existe z

p+1

1

2 [t

0

1

; t

1

1

] tel que (z

p+1

1

; x

0

2

) � (z

p

1

; t

0

2

). On sait que z

p

1

, z

p�1

1

et z

p�2

1

appartiennent �a [t

�1

1

; t

0

1

] car, d'apr�es les paragraphes ci-dessus, (z

k

1

) a au moins

trois �el�ements dans [t

�1

1

; t

0

1

]. Ainsi,

(t

�1

1

; x

0

2

) � (z

p

1

; x

0

2

) � (t

0

1

; x

0

2

) � (t

�1

1

; t

2

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant qu'il

existe t

00

2

tel que (z

p

1

; x

0

2

) � (t

�1

1

; t

00

2

). Mais alors

(z

p�2

2

; x

0

2

) � (z

p

1

; x

0

2

) � (t

�1

1

; t

00

2

) - (z

p�2

2

; t

00

2

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant qu'il

existe t

000

2

2]x

0

2

; t

00

2

] tel que (z

p�2

1

; t

000

2

) � (z

p

1

; x

0

2

). Par cons�equent, on a aussi

(z

p�2

1

; t

000

2

) � (z

p

1

; x

0

2

) et (z

p�1

1

; x

0

2

) � (z

p�2

2

; t

0

2

);

ce qui implique d'apr�es la condition de Thomsen que (z

p

1

; t

0

2

) � (z

p�1

1

; t

000

2

). Or

(z

p

1

; t

0

2

) � (z

p+1

1

; x

0

2

). On a donc :

(z

p�1

1

; t

000

2

) � (z

p+1

1

; x

0

2

) et (z

p

1

; x

0

2

) � (z

p�1

1

; t

0

2

);

ce qui implique d'apr�es la condition de Thomsen que (z

p+1

1

; t

0

2

) � (z

p

1

; t

000

2

). Or

z

p

1

-

1

t

0

1

et t

000

2

� t

2

; donc (z

p+1

1

; t

0

2

) � (t

0

1

; t

2

). Par cons�equent, puisque z

p+1

1

%

1

t

0

1

et (t

0

1

; t

2

) � (t

1

1

; x

0

2

), on a

(t

0

1

; x

0

2

) � (z

p+1

1

; t

0

2

) � (t

1

1

; x

0

2

);
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ce qui implique, par solvabilit�e restreinte qu'il existe z

p+2

1

2]t

0

1

; t

1

1

[ tel que (z

p+2

1

; x

0

2

)

� (z

p+1

1

; t

0

2

). Autrement dit, entre t

0

1

et t

1

1

la s�equence standard (z

k

1

) a au moins

deux �el�ements. On peut recommencer ce processus pour montrer qu'en fait, 8i, la

s�equence (z

k

1

) poss�ede toujours au moins deux �el�ements entre t

i

1

et t

i+1

1

. Puisqu'elle

en poss�ede 3 entre t

�1

1

et t

0

1

, il est clair que Card(Y

2

1

) � Card(Y

1

1

) + 1.

{ Si la s�equence standard constituant Y

2

1

est (z

k

1

) de base ft

0

2

; t

2

g, alors, grâce �a une

d�emonstration similaire �a celle des paragraphes pr�ec�edents, il existe z

0

1

; z

1

1

; : : : ; z

p

1

2

[t

�1

1

; t

0

1

], p � 2 ; puisque z

p

1

-

1

t

0

1

, on a

(z

p

1

; t

0

2

) � (z

p

1

; t

2

) � (t

0

1

; t

2

) � (t

1

1

; x

0

2

) � (t

1

1

; t

0

2

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, qu'il

existe z

p+1

1

2 [t

0

1

; t

1

1

] tel que (z

p+1

1

; t

2

) � (z

p

1

; t

0

2

). On sait que z

p

1

, z

p�1

1

et z

p�2

1

appartiennent �a [t

�1

1

; t

0

1

] car, d'apr�es les paragraphes ci-dessus, (z

k

1

) a au moins

trois �el�ements dans [t

�1

1

; t

0

1

]. Or

(z

p

1

; x

0

2

) - (t

0

1

; x

0

2

) � (t

�1

1

; t

2

) - (z

p�2

1

; t

2

) � (z

p

1

; t

2

) ;

donc, par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant, il existe t

000

2

2

[x

0

2

; t

2

[ tel que (z

p

1

; t

000

2

) � (z

p�2

1

; t

2

). Or (z

p�2

1

; t

2

) � (z

p�1

1

; t

0

2

), donc (z

p�1

1

; t

0

2

) �

(z

p

1

; t

000

2

) ; de plus (z

p

1

; t

2

) � (z

p+1

1

; t

0

2

) ; donc, d'apr�es la condition de Thomsen,

(z

p+1

1

; t

000

2

) � (z

p�1

1

; t

2

). De plus, puisque t

000

2

2 [x

0

2

; t

2

[,

(z

p

1

; t

000

2

) � (z

p

1

; t

2

) - (t

0

1

; t

2

) � (t

1

1

; x

0

2

) - (t

1

1

; t

000

2

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, qu'il

existe z

p+2

1

2 [t

0

1

; t

1

1

] tel que (z

p

1

; t

2

) � (z

p+2

1

; t

000

2

). D'apr�es la condition de Thomsen,

(z

p

1

; t

2

) � (z

p+2

1

; t

000

2

) et (z

p+1

1

; t

000

2

) � (z

p

1

; t

0

2

)

impliquent que (z

p+2

1

; t

0

2

) � (z

p+1

1

; t

2

) ; z

p+2

1

est donc bien un �el�ement de la s�equence

standard (z

k

1

). On a donc construit deux �el�ements de la s�equence standard entre

t

0

1

et t

1

1

. On peut donc conclure par r�ecurrence, comme dans le cas pr�ec�edent, que

Card(Y

2

1

) � Card(Y

1

1

) + 1.

Dans le cas o�u la s�equence standard formant Y

1

1

serait (y

k

1

), une d�emonstration

similaire s'appliquerait. En fait on pourrait même montrer que Card(Y

2

1

) � 2Card(Y

1

1

)�

1.

D'une mani�ere g�en�erale, pour obtenir Y

k+1

1

�a partir de Y

k

1

, on repartira toujours d'un

rectangle d�elimit�e par deux points cons�ecutifs de la s�equence standard d�e�nissant Y

k

1

, et

on construira deux s�equences standards allant de x

0

1

jusqu'�a x

1

1

. L'axiome archim�edien

garantit que celles-ci sont �nies. De plus, en utilisant le même argument que celui ci-

dessus, Card(Y

k+1

1

) � Card(Y

k

1

) + 1 8k 2 N .

Ainsi, Y

1

=

S

i2N

Y

i

1

est un ensemble d�enombrable (puisque c'est une r�eunion d�enom-

brable d'ensembles �nis) contenant des s�equences standard de cardinal aussi �elev�e que
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l'on veut. Soient deux �el�ements x

1

; y

1

2 [x

0

1

; x

1

1

] tels que x

1

�

1

y

1

. Supposons qu'il

n'existe aucun z

1

; t

1

2 Y

1

tels que

x

1

-

1

z

1

�

1

t

1

-

1

y

1

;

c'est-�a-dire que ([x

0

1

; x

1

1

]; Y

1

;%

1

) ne v�eri�e pas la condition de repr�esentabilit�e de Debreu.

Dans ce cas, consid�erons la s�equence standard (z

i

1

) admettant x

1

; y

1

comme �el�ements

cons�ecutifs ; nous supposerons qu'elle admet pour base fx

0

2

; z

2

g. D'apr�es l'axiome archi-

m�edien, cette s�equence est de cardinal �ni, disons m ; on supposera les indices variant

de 0 �a m� 1. Posons x

1

= z

p

1

et y

1

= z

p+1

1

. Or on sait qu'il existe dans Y

1

une s�equence

standard (t

i

1

)

q�1

i=0

, de base fx

0

2

; t

2

g et de cardinal q sup�erieur ou �egal �a m + 2. Soit r

l'indice tel que

t

r

1

�

1

z

p

1

= x

1

� z

p+1

1

= y

1

�

1

t

r+1

1

:

On a alors

(t

r

1

; z

2

) � (z

p

1

; z

2

) � (z

p+1

1

; x

0

2

) � (t

r+1

1

; x

0

2

) � (t

r

1

; t

2

);

ce qui implique par transitivit�e que z

2

�

2

t

2

. Supposons qu'il existe des indices i; j tels

que

z

i

1

-

1

t

j

1

�

1

t

j+1

1

-

1

z

i+1

1

:

Alors, puisque (t

i

1

) est une s�equence standard de base fx

0

2

; t

2

g,

(z

i

1

; z

2

) - (t

j

1

; z

2

) � (t

j

1

; t

2

) � (t

j+1

1

; x

0

2

) - (z

i+1

1

; x

0

2

);

ce qui entrâ�ne par transitivit�e que (z

i

1

; z

2

) � (z

i+1

1

; x

0

2

), et donc que z

i

1

et z

i+1

1

n'ap-

partiennent pas �a une s�equence standard de base fx

0

2

; z

2

g, d'o�u une contradiction avec

les hypoth�eses. Autrement dit, 8i, entre z

i

1

et z

i+1

1

il y a au plus un �el�ement t

j

1

. Par

cons�equent, puisqu'il n'y a aucun t

j

1

entre z

p

1

et z

p+1

1

, il y a entre z

0

1

et z

m

1

au plus m�2

�el�ements t

i

1

.

Supposons maintenant qu'il y ait au moins deux �el�ements cons�ecutifs t

i

1

et t

i+1

1

dans

[x

0

1

; z

0

1

]. Si (x

0

1

; z

2

) - (z

0

1

; x

0

2

) alors, puisque (z

0

1

; x

0

2

) � (z

0

1

; z

2

), par solvabilit�e restreinte

par rapport au premier composant, il existerait z

�1

1

2 [x

0

1

; z

0

1

] tel que (z

�1

1

; z

2

) � (z

0

1

; x

0

2

),

et donc la suite (z

k

1

) ne serait pas de cardinal m. Par cons�equent,

(x

0

1

; z

2

) % (z

0

1

; x

0

2

): (7.8)

Puisqu'il existe t

i

1

et t

i+1

1

entre x

0

1

et z

0

1

,

(x

0

1

; z

2

) - (t

i

1

; z

2

) � (t

i

1

; t

2

) � (t

i+1

1

; x

0

2

) - (z

0

1

; x

0

2

);

ce qui implique par transitivit�e que (x

0

1

; z

2

) � (z

0

1

; x

0

2

), contredisant ainsi (7.8). Par

cons�equent, il peut y avoir au plus 1 �el�ement t

i

1

dans [x

0

1

; z

0

1

]. On montrerait de la même

mani�ere qu'il ne peut y avoir deux �el�ements t

i

1

dans [z

m�1

1

; x

1

1

]. En conclusion, (t

i

1

) et

une s�equence standard de cardinal inf�erieur ou �egal �a m + 1, ce qui contredit notre

hypoth�ese de d�epart qui �etait que (t

i

1

) est de cardinal sup�erieur ou �egal �a m + 2. En

conclusion, il est impossible qu'il n'existe aucun �el�ement Y

1

entre x

1

et y

1

.

Par cons�equent ([x

0

1

; x

1

1

]; Y

1

;%

1

) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu,

et donc il existe un ensemble d�enombrable Y � [x

0

1

; x

1

1

] � [x

0

2

; x

1

2

] tel que ([x

0

1

; x

1

1

] �

[x

0

2

; x

1

2

]; Y;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu. Ceci clôt la premi�ere

�etape. Il s'agit maintenant d'�etendre cette propri�et�e �a la totalit�e de X.
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2

�eme

�etape :

On a vu qu'il existe un ensemble d�enombrable Y

1

� [x

0

1

; x

1

1

] tel que ([x

0

1

; x

1

1

]; Y

1

;%

1

)

v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu. De plus, d'apr�es leur d�e�nition,

les �el�ements x

0

2

et x

1

2

sont des �el�ements cons�ecutifs d'une s�equence standard de base

fx

0

1

; x

1

1

g. Supposons qu'il existe x

2

2

tel que (x

0

1

; x

2

2

) � (x

1

1

; x

1

2

). Consid�erons alors l'en-

semble [x

0

1

; x

1

1

]� [x

1

1

; x

2

1

].

8a 2 [x

0

1

; x

1

1

]� [x

1

2

; x

2

2

] tel que a - (x

1

1

; x

1

2

), on a

(x

0

1

; x

1

2

) - a - (x

1

1

; x

1

2

);

ce qui implique par solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant qu'il existe

y

1

2 [x

0

1

; x

1

1

] tel que a � (y

1

; x

1

2

). De même, 8b 2 [x

0

1

; x

1

1

] � [x

1

2

; x

2

2

] tel que b % (x

1

1

; x

1

2

),

on a

(x

0

1

; x

2

2

) � (x

1

1

; x

1

2

) - b - (x

1

1

; x

2

2

);

ce qui implique par solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant qu'il existe

z

1

2 [x

0

1

; x

1

1

] tel que b � (z

1

; x

2

2

). Par cons�equent, puisque ([x

0

1

; x

1

1

]; Y

1

;%

1

) v�eri�e la

condition de repr�esentabilit�e de Debreu, il existe un ensemble Y

0

tel que ([x

0

1

; x

1

1

] �

[x

1

2

; x

2

2

]; Y

0

;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu.

De même, s'il existe x

2

1

tel que (x

2

1

; x

0

2

) � (x

1

1

; x

1

2

), consid�erons l'ensemble [x

1

1

; x

2

1

]�

[x

0

2

; x

1

2

]. 8a 2 [x

1

1

; x

2

1

]� [x

0

2

; x

1

2

] tel que a - (x

1

1

; x

1

2

), on a

(x

1

1

; x

0

2

) - a - (x

1

1

; x

1

2

);

ce qui implique par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant qu'il existe

y

2

2 [x

0

2

; x

1

2

] tel que a � (x

1

1

; y

2

). Or

(x

0

1

; x

1

2

) � (x

1

1

; x

0

2

) - (x

1

1

; y

2

) - (x

1

1

; x

1

2

);

ce qui implique par solvabilit�e restreinte qu'il existe y

1

2 [x

0

1

; x

1

1

] tel que a � (y

1

; x

1

2

).

De même, 8y

1

2 [x

0

1

; x

1

1

], 9 x

1

2 [x

1

1

; x

2

1

] tel que (y

1

; x

1

2

) � (x

1

; x

0

2

). Soit Y

0

1

= fx

1

2

[x

1

1

; x

2

1

] tels que 9 y

1

2 Y

1

tel que (y

1

; x

1

2

) � (x

1

; x

0

2

)g. Y

0

1

�etant en bijection avec Y

1

,

il est d�enombrable. Maintenant, 8a; b 2 [x

1

1

; x

2

1

] � [x

0

2

; x

1

2

] tels que a � b - (x

1

1

; x

1

2

),

9 z

1

; t

1

2 Y

1

tels que a - (z

1

; x

1

2

) � (t

1

; x

1

2

) - b. Donc 8a; b 2 [x

1

1

; x

2

1

] � [x

0

2

; x

1

2

] tels

que a � b - (x

1

1

; x

1

2

), 9 z

1

; t

1

2 Y

0

1

tels que a - (z

1

; x

0

2

) � (t

1

; x

0

2

) - b. De même,

8b 2 [x

1

1

; x

2

1

]� [x

0

2

; x

1

2

] tel que b % (x

1

1

; x

1

2

), on a

(x

2

1

; x

0

2

) - b - (x

2

1

; x

1

2

);

ce qui implique par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant qu'il existe

z

2

2 [x

0

2

; x

1

2

] tel que b � (x

2

1

; z

2

) ; et puisque

(x

1

1

; x

1

2

) � (x

2

1

; x

0

2

) - (x

2

1

; z

2

) - (x

2

1

; x

2

2

);

il existe z

1

2 [x

1

1

; x

2

1

] tel que b � (z

1

; x

0

2

). Donc, puisque ([x

1

1

; x

2

1

]; Y

0

1

; %

1

) v�eri�e la

condition de repr�esentabilit�e de Debreu, il existe un ensemble Y

0

tel que ([x

1

1

; x

2

1

] �

[x

0

2

; x

1

2

]; Y

0

;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu.
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On peut r�eutiliser le processus d�ecrit ci-dessus pour d�eduire que pour tout en-

semble [x

i

1

; x

i+1

1

]� [x

j

2

; x

j+1

2

] il existe un ensemble d�enombrable Y

[i;j]

tel que ([x

i

1

; x

i+1

1

]�

[x

j

2

; x

j+1

2

]; Y

[i;j]

;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de Debreu. De plus, le proces-

sus de construction garantit que tous les Y

[i;j]

sont idempotents �a l'ensemble Y trouv�e

dans la premi�ere �etape, c'est-�a-dire qu'il existe une bijection entre Y et Y

[i;j]

. Il se peut

que les s�equences standards (x

i

1

) et (x

j

2

) soient born�ees ; dans ce cas, par abus de nota-

tion, on va encore d�esigner les ensembles d�enombrables correspondants par Y

[i;j]

. Il est

assez ais�e de voir que, dans ce cas, il existe, non plus une bijection, mais une surjection

de Y dans Y

[i;j]

. En fait, dans tous les cas, quel que soient i; j, il existe une surjection

de Y vers Y

[i;j]

. On peut donc construire une fonction

f : N � N � Y ! X

f(i; j; x) = y 2 Y

[i;j]

Consid�erons maintenant l'ensemble T = N � N � Y . Etant un produit �ni d'ensembles

d�enombrables, T est d�enombrable. Or f est une surjection de T dans

S

i;j

Y

[i;j]

; il est

donc clair que

S

i;j

Y

[i;j]

est d�enombrable. Il reste tout de même encore un petit probl�eme

�a r�egler avant de conclure que (X;

S

i;j

Y

[i;j]

;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de

Debreu : se peut-il que le processus de construction n'ait pas pris en compte certaines

r�egions de X ? En termes plus math�ematiques, se peut-il qu'il existe par exemple z 2 X

tel que 8i; j, (x

i

1

; x

j

2

) � z ? L'axiome archim�edien nous dit qu'un tel cas est impossible ;

de même, il est impossible qu'il existe z 2 X tel que 8i; j, (x

i

1

; x

j

2

) � z. Ainsi, on

peut r�eellement conclure que (X;

S

i;j

Y

[i;j]

;%) v�eri�e la condition de repr�esentabilit�e de

Debreu. % est donc repr�esentable par une fonction d'utilit�e sur X. �

D�emonstration du th�eor�eme 7.2 : D'apr�es les th�eor�emes classiques d'existence

d'utilit�es additives (cf. Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1971)), on sait que, 8i, il

existe des utilit�es additives uniques �a une transformation a�ne strictement positives

pr�es sur les X

1

� [x

i

2

; y

i

2

]. Ainsi, soient f

1

+ f

2

et g

1

+ g

2

les fonctions d'utilit�e additives

repr�esentant % respectivement sur X

1

� [x

i

2

; y

i

2

] et X

1

� [x

i+1

2

; y

i+1

2

]. Puisque f

1

et g

1

repr�esentent %

1

sur X

1

, g

1

est une transform�ee strictement croissante de f

1

et donc,

pour toute constante �, il existe une fonction strictement croissante ' telle que

' � (g

1

(x

1

) + g

2

(x

i+1

2

)) = f

1

(x

1

) + f

2

(x

i

2

) + �, 8x

1

2 X

1

: (7.9)

Premi�ere �etape : ' � g est additive sur X

1

� [x

i+1

2

; y

i+1

2

] :

Soit � une constante arbitraire. Montrons que ' � g est une utilit�e additive sur

X

1

� [x

i+1

2

; y

i+1

2

]. Le fait que ce soit une utilit�e est �evident puisque g est une utilit�e

et ' une fonction strictement croissante. Le premier composant est essentiel, donc il

existe x

1

�

1

x

0

1

. Si (x

1

; y

i+1

2

) % (x

0

1

; x

i+1

2

), alors par solvabilit�e restreinte, il existe

x

2

2 [x

i+1

2

; y

i+1

2

] tel que (x

1

; x

2

) � (x

0

1

; x

i+1

2

) ; sinon, (x

1

; y

i+1

2

) � (x

0

1

; x

i+1

2

) � (x

0

1

; y

i+1

2

),

auquel cas il existe z

1

2 X

1

tel que (z

1

; y

i+1

2

) � (x

0

1

; x

i+1

2

). Dans les deux cas, on a montr�e

qu'il existe (y

1

; y

2

) 2]x

1

; x

0

1

[�[x

i+1

2

; y

i+1

2

] tel que (y

1

; y

2

) � (x

0

1

; x

i+1

2

) et y

1

�

1

x

0

1

.

S'il n'existe pas x

2

2 [x

i

2

; y

i

2

] tel que (y

1

; x

2

) � (x

0

1

; x

i

2

), alors, d'apr�es la solvabilit�e

restreinte par rapport au deuxi�eme composant sur [x

i

2

; y

i

2

], (x

0

1

; x

i

2

) � (y

1

; y

i

2

), mais
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dans ce cas, par solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, il existe z

1

tel

que y

1

�

1

z

1

�

1

x

0

1

et (x

0

1

; x

i

2

) � (z

1

; y

i

2

). Dans tous les cas, on a montr�e qu'il existe

(y

0

1

; y

0

2

) 2 X

1

� [x

i

2

; y

i

2

] tel que (y

0

1

; y

0

2

) � (x

0

1

; x

i

2

) et y

1

-

1

y

0

1

�

1

x

0

1

. Si Non(y

0

1

� y

1

),

par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant sur [x

i+1

2

; y

i+1

2

], il existe

y

00

2

tel que (y

0

1

; y

00

2

) � (x

0

1

; x

i+1

2

).

En r�esum�e, dans les deux paragraphes pr�ec�edents, on a montr�e qu'il existe x

1

; y

1

2

X

1

, x

2

2 [x

i

2

; y

i

2

] et y

2

2 [x

i+1

2

; y

i+1

2

] tels que

(y

1

; x

2

) � (x

1

; x

i

2

) et f

1

(y

1

) + f

2

(x

2

) = f

1

(x

1

) + f

2

(x

i

2

);

(y

1

; y

2

) � (x

1

; x

i+1

2

) et ' � (g

1

(y

1

) + g

2

(y

2

)) = ' � (g

1

(x

1

) + g

2

(x

i+1

2

))

= f

1

(x

1

) + f

2

(x

i

2

) + �;

= f

1

(y

1

) + f

2

(x

2

) + �:

Maintenant, d'apr�es la condition de Reidemeister, 8x

0

1

; y

0

1

tels que (y

0

1

; x

2

) � (x

0

1

; x

i

2

),

on a

(y

0

1

; y

2

) � (x

0

1

; x

i+1

2

) et ' � (g

1

(y

0

1

) + g

2

(y

2

)) = ' � (g

1

(x

0

1

) + g

2

(x

i+1

2

))

= f

1

(x

0

1

) + f

2

(x

i

2

) + �

= f

1

(y

0

1

) + f

2

(x

2

) + �:

Autrement dit, grâce �a la condition Reidemeister, ' est telle que ' � g est additive sur

l'ensemble

f(y

1

; y

2

) : y

1

2 X

1

, y

2

2 [x

i+1

2

; y

i+1

2

], tels que 9 x

1

2 X

1

tel que (y

1

; y

2

) � (x

1

; x

i+1

2

)g:

Il est facile d'�etendre cette propri�et�e �a tout X

1

� [x

i+1

2

; y

i+1

2

] ; en e�et, �a partir du

moment o�u (y

1

; y

2

) n'appartient pas �a l'ensemble ci-dessus, il n'existe aucun x

1

tel que

(y

1

; y

2

) � (x

1

; x

i+1

2

) ; mais alors, en termes de fonctions d'utilit�e, cela veut dire que

g

1

(y

1

) + g

2

(y

2

) � sup

x

1

2X

1

fg

1

(x

1

) + g

2

(x

i+1

2

)g;

et donc ' n'a pas encore �et�e d�e�nie sur cette r�egion de R par (7.9). Ceci dit, il n'est

pas di�cile de voir comment �etendre ' ; il su�t de red�e�nir ' de la mani�ere suivante :

pour x

2

tel que (x

0

1

; x

2

) � (x

00

1

; x

i+1

2

),

' � (g

1

(x

1

) + g

2

(x

2

)) = f

1

(x

1

) + f

2

(x

i

2

) + �, 8x

1

2 X

1

;

o�u � = � + f

1

(x

00

1

) � f

1

(x

0

1

). Il est ais�e de voir que cette nouvelle d�e�nition de ' est

compatible avec l'ancienne et l'�etend de mani�ere �a ce que, sur l'ensemble o�u elle est

maintenant d�e�nie, '�g soit encore additive. On peut alors constituer la s�equence stan-

dard croissante ayant pour �el�ements cons�ecutifs x

i+1

2

et x

2

et recommencer le processus

sur tous ses �el�ements. L'axiome archim�edien garantit que le processus d�ecrit ci-dessus

forme une utilit�e additive sur X

1

� [x

i+1

2

; y

i+1

2

]. On voit ainsi qu'on a r�eussi �a �etendre

la d�e�nition de f

1

+ f

2

pour que f

1

+ f

2

soit une utilit�e additive sur X

1

� [x

i

2

; y

i

2

]

et sur X

1

� [x

i+1

2

; y

i+1

2

]. Il reste maintenant �a montrer que c'est aussi une utilit�e sur

X

1

�

�

[x

i

2

; y

i

2

] [ [x

i+1

2

; y

i+1

2

]

�

.
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f est une utilit�e sur X

1

�

�

[x

i

2

; y

i

2

] [ [x

i+1

2

; y

i+1

2

]

�

:

Par hypoth�ese, @ x

1

; y

1

2 X

1

tels que (x

1

; x

i+1

2

) � (y

1

; y

i

2

) :

Dans ce cas, puisque (x

1

; y

i

2

) � (x

1

; x

i+1

2

), et d'apr�es la solvabilit�e restreinte,

8x

1

; y

1

2 X

1

, (x

1

; y

i

2

) � (y

1

; x

i+1

2

):

Supposons que f

1

n'admette pas de borne sup�erieure. Dans ce cas, 8y 2 R , 9x

1

2 X

1

tel

que f

1

(x

1

) � y. Soit x

0

1

un �el�ement arbitraire de X

1

. Puisque f n'admet pas de borne

sup�erieure, on sait qu'il existe x

1

2 X

1

tel que

f

1

(x

1

) + f

2

(x

i

2

) � f

1

(x

0

1

) + f

2

(y

i

2

):

Or on sait, d'apr�es l'axiome d'ind�ependance que

f

1

(x

0

1

) + f

2

(y

i

2

) > f

1

(x

0

1

) + f

2

(x

i

2

):

Donc, d'apr�es la solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, il existe x

1

1

2

X

1

tel que

f

1

(x

1

1

) + f

2

(x

i

2

) = f

1

(x

0

1

) + f

2

(y

i

2

):

Remarquons que, puisque f est une utilit�e sur X

1

� [x

i

2

; y

i

2

], l'�egalit�e ci-dessus est �equi-

valente �a (x

1

1

; x

i

2

) � (x

0

1

; y

i

2

). On peut recommencer ce processus et trouver x

2

1

2 X

1

tel

que

f

1

(x

2

1

) + f

2

(x

i

2

) = f

1

(x

1

1

) + f

2

(y

i

2

):

On peut alors r�eit�erer le processus et cr�eer une s�equence (x

k

1

)

k2N

telle que, 8k 2 N ,

(x

k+1

1

; x

i

2

) � (x

k

1

; y

i

2

). On a donc cr�e�e une s�equence standard croissante et in�nie. Or,

par hypoth�ese, cette s�equence est born�ee par (x

0

1

; x

i+1

2

), d'o�u une contradiction avec

l'axiome archim�edien. Par cons�equent, f

1

admet forc�ement une borne sup�erieure : f

max

,

c'est-�a-dire

8x

1

2 X

1

, f

1

(x

1

) � f

max

:

De même, si f n'admet pas de borne inf�erieure, on peut cr�eer une s�equence standard

d�ecroissante in�nie de base fx

i+1

2

; x

i

2

g. Autrement dit,

8k 2 N , (x

k+1

1

; x

i

2

) � (x

k

1

; x

i+1

2

), ou encore f

1

(x

k+1

1

) + f

2

(x

i

2

) = f

1

(x

k

1

) + f

2

(x

i+1

2

):

ce qui entrâ�ne qu'il existe une s�equence standard (x

k

1

) d�ecroissante, in�nie et born�ee :

(x

0

1

; y

i

2

) � (x

k

1

; x

i+1

2

), ce qui contredit l'axiome archim�edien. Par cons�equent, f doit bien

admettre une borne inf�erieure f

min

.

Maintenant, il est clair que les deux in�egalit�es suivantes sont des conditions n�eces-

saires et su�santes pour que f repr�esente % sur X

1

�

�

[x

i

2

; y

i

2

] [ [x

i+1

2

; y

i+1

2

]

�

:

f

2

(x

i+1

2

) > f

2

(y

i

2

) + f

max

� f

min

si f

min

et f

max

sont atteints.

f

2

(x

i+1

2

) � f

2

(y

i

2

) + f

max

� f

min

sinon.

(7.10)

En�n, pour �nir, puisque f

2

est forc�ement born�ee sur tous les ensembles [x

i

2

; y

i

2

],

par r�ecurrence, on obtient bien une utilit�e additive sur X. L'unicit�e de cette fonction

provient directement de (7.10) et du fait que les utilit�es additives sont cardinales sur les

ensembles X

1

� [x

i

2

; y

i

2

]. �
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7.5 R�esum�e

Dans ce chapitre, nous avons �etudi�e des th�eor�emes d'existence d'utilit�es additives sur

des produits cart�esiens de dimension 2 ayant des hypoth�eses de solvabilit�e plus ou moins

fortes. D'une mani�ere g�en�erale, il est illusoire de vouloir trouver une axiomatique testable

assurant l'existence de telles fonctions lorsque moins de deux composants v�eri�ent la

solvabilit�e. Cependant, cette axiomatique existe dans certains cas particuliers, dont celui

ci-dessous :

Si

{ X = X

1

�X

2

, o�u X

2

= fx

i

2

; i 2 Ng et N est un ensemble d'entiers cons�ecutifs, �ni

ou in�ni mais de cardinal sup�erieur ou �egal �a 2, et o�u, 8i; i+ 1 2 N , x

i+1

2

�

2

x

i

2

,

{ si Card(N) � 3 alors 8x

1

; y

1

2 X

1

, (x

1

; x

i

2

) � (y

1

; x

i+1

2

), (x

1

; x

i+1

2

) � (y

1

; x

i+2

2

),

{ X

1

v�eri�e la solvabilit�e restreinte,

{ tous les composants sont essentiels et v�eri�ent l'axiome archim�edien,

{ % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e,

alors

{ % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive ;

{ l'unicit�e de cette fonction se situe entre une propri�et�e ordinale et une propri�et�e

cardinale.

Lorsque deux composants v�eri�ent la solvabilit�e, on peut montrer sans utiliser ni

alg�ebre, ni topologie, que :

Si

{ X = X

1

�X

2

est muni d'un pr�eordre large total %,

{ % v�eri�e l'ind�ependance et la condition de Thomsen,

{ les 2 composants de X v�eri�ent la solvabilit�e restreinte et l'axiome archim�edien,

alors

{ % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive ;

{ cette fonction est cardinale.

En fait, on peut g�en�eraliser ces th�eor�emes car en rajoutant la condition de Reidemeis-

ter, une sous partie de l'axiome d'�elimination d'ordre 3, on peut obtenir des th�eor�emes

d'existence sur des produits cart�esiens (et, pourquoi pas, sur des sous-ensembles de pro-

duits cart�esiens ?) ayant des \trous", c'est-�a-dire des ruptures de solvabilit�e sur certaines

r�egions.
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Chapitre 8

Pr�ef�erences en dimensions

sup�erieures ou �egales �a 3

J'esp�ere que vous n'avez pas pris ma th�eorie pour de

l'argent comptant. Je ne suis pas en train de mettre

l'univers en ordre.

Umberto Eco

C

e chapitre se propose d'�etudier des ensembles X de dimensions sup�erieures �a

3. Nous avons vu en d�etail dans les chapitres pr�ec�edents qu'a�n d'�eviter de

tester tous les axiomes d'�elimination, on est oblig�e de poser des hypoth�eses

structurelles surX. Dans le chapitre 3, on avait ainsi suppos�e que % v�eri�ait la

solvabilit�e (restreinte ou non) par rapport �a tous les composants de X ; cette supposition

est toutefois particuli�erement restrictive ; consid�erons en e�et l'exemple suivant :

Exemple 8.1 Ayant eu un accident derni�erement, monsieur Guy Nipigue doit rem-

placer son ancienne voiture, d�esormais impropre �a la circulation, par un v�ehicule

en �etat de marche. Apr�es une br�eve introspection, il d�ecide de fonder son choix

sur les crit�eres suivants :

{ le prix du v�ehicule,

{ sa qualit�e (performances, s�ecurit�e (freins ABS,. . . )),

{ son confort,

{ sa marque,

{ sa couleur,

{ le fait qu'il soit neuf ou d'occasion.

Le prix peut assur�ement être assimil�e �a une variable continue ; il en est de même

pour la qualit�e et le confort (que l'on peut �evaluer sur une �echelle continue), ainsi

157
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que de la couleur (son spectre est aussi continu). Cependant, il semble di�cile

d'assimiler la marque, ou le fait que la voiture soit neuve ou d'occasion, �a une

variable continue ; cela n'aurait absolument aucun sens. Il semblerait plus logique

que ces variables soient discr�etes, voire même �nies. Et dans ce cas, la solvabilit�e,

même restreinte, ne peut être v�eri��ee par tous les composants. �

Il semble donc que les limites impos�ees par la solvabilit�e restreinte et, plus encore, par

la solvabilit�e non restreinte, soient particuli�erement drastiques et empêchent l'utilisation

des utilit�es additives, et ce même dans des cas tr�es simples comme celui d�ecrit ci-dessus.

C'est pourquoi, dans ce chapitre, nous allons, si vous le voulez bien, essayer d'a�aiblir

les hypoth�eses de solvabilit�e (restreinte et non restreinte) en ne les supposant v�eri��ees

que par deux, voire trois composants.

Le chapitre est s�epar�e en 5 sections. Dans la premi�ere, l'�etude porte sur des produits

cart�esiens de dimensions quelconques dont au moins deux composants v�eri�ent la sol-

vabilit�e non restreinte. On montre alors que la repr�esentabilit�e additive sur le produit

cart�esien des composants solvables s'�etend �a la totalit�e de X. A l'instar des th�eor�emes

d'existence classiques (cf. chapitres 3 et 4), la repr�esentation ainsi cr�e�ee est unique �a

une transformation a�ne strictement positive pr�es.

Dans la deuxi�eme section, nous nous penchons sur le cas de produits cart�esiens

dont au moins deux composants v�eri�ent la solvabilit�e restreinte. L�a, les r�esultats sont

moins idylliques. En e�et, lorsque X poss�ede 3 composants, l'obtention de th�eor�emes

d'existence d'utilit�es additives n�ecessite, outre les axiomes n�ecessaires classiques (ind�e-

pendance, condition de Thomsen, axiome archim�edien), un axiome, dit \de conservation

d'�echelle", qui est en fait une sous-partie de (C

2

). Pour d�eriver des th�eor�emes sur des

produits cart�esiens de dimensions sup�erieures �a 3, on verra que l'on doit encore rajouter

quelques conditions. Quant �a l'unicit�e des utilit�es, elle est assez surprenante puisque,

contrairement aux utilit�es additives des th�eor�emes classiques, elle n'est plus �a une trans-

formation a�ne strictement positive pr�es. Pour être exact, l'unicit�e se situe entre une

propri�et�e ordinale et une propri�et�e cardinale.

Les troisi�eme, quatri�eme et cinqui�eme section sont respectivement r�eserv�ees aux

d�emonstrations, �a un r�esum�e et �a la bibliographie du chapitre.

8.1 Solvabilit�e non restreinte

Dans toute cette section, on se place dans le cadre de produits cart�esiens �a n com-

posants (n � 3) dont au moins deux v�eri�ent la solvabilit�e non restreinte. Sans perte de

g�en�eralit�e et dans le but d'all�eger les notations, on suppose que les composants X

i

sont

class�es de telle sorte que ceux v�eri�ant la solvabilit�e non restreinte sont les premiers.

Le but que nous recherchons ici est de montrer que, pour structurer l'espace X a�n

de ne plus utiliser les axiomes d'�elimination d'ordre sup�erieur �a 2, il n'est nullement

besoin de requ�erir la propri�et�e de solvabilit�e non restreinte sur tous les composants.

En e�et, d'apr�es Gonzales (1996a) et Gonzales (1997), le produit cart�esien engendr�e

par deux composants solvables est su�samment riche pour que la repr�esentabilit�e addi-

tive s'�etende sur tout produit cart�esien le contenant. Cette propri�et�e est �enonc�ee d'une
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mani�ere un peu plus rigoureuse dans le th�eor�eme 8.1.

Th�eor�eme 8.1 Soient X un produit cart�esien de dimension n et % un pr�eordre large

total sur X v�eri�ant l'ind�ependance (cf. page 23). Supposons que les deux premiers

composants X

i

v�eri�ent la solvabilit�e non restreinte (cf. page 41) et que %

12

soit

repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive. Alors % admet aussi une repr�esen-

tation additive. De plus, celle-ci est unique �a une transformation a�ne strictement

positive pr�es.

Ceci sugg�ere le principe de construction d'une telle utilit�e :

{ d'abord, �xer les composants non solvables �a une valeur arbitraire x

0

i

, et consid�erer

le sous-ensemble de X : Y = X

1

�X

2

�

Q

n

i=3

fx

0

i

g ;

{ construire une fonction d'utilit�e additive sur Y | c'est une construction classique

puisque, dans cet espace, tous les composants sont solvables ;

{ en�n, �etendre la construction en restaurant, un par un, les domaines initiaux des

composants non solvables, c'est-�a-dire �etendre la fonction d'utilit�e sur X

1

�X

2

�

X

3

�

Q

n

i=4

fx

0

i

g, puis sur X

1

�X

2

�X

3

�X

4

�

Q

n

i=5

fx

0

i

g, et ainsi de suite.

Les deux premi�eres �etapes sont relativement classiques et ne posent donc pas de

probl�eme majeur. La derni�ere quant �a elle m�erite qu'on lui accorde quelques instants et la

�gure 8.1. Consid�erons que l'on a construit une fonction d'utilit�e additive f sur X

1

�X

2

.

C

D

E

A

F

J

B

H

I

G

X

1

x

1

y

1

X

1

X

2

X

2

X

2

z

1

X

1

Plan z

3

Plan x

3

Plan x

0

3

Fig. 8.1: Extension de la fonction d'utilit�e repr�esentant %

12

.

Il est clair que la fonction g : X

1

�X

2

�fx

0

3

g ! R telle que g(x

1

; x

2

; x

0

3

) = f(x

1

; x

2

) est

une fonction d'utilit�e additive sur X

1

�X

2

�fx

0

3

g (ensemble qui correspond au carr�e au

centre de la �gure 8.1). Choisissons maintenant un �el�ement quelconque x

3

de X

3

. Si l'on

d�e�nit g(x

1

; x

2

; x

3

) = g(x

1

; x

2

; x

0

3

) + constante, d'apr�es l'ind�ependance, g est additive

et repr�esente % sur X

1

�X

2

� fx

0

3

g et sur X

1

�X

2

� fx

3

g. Le probl�eme est de savoir

si g repr�esente aussi % sur X

1

� X

2

� fx

0

3

; x

3

g. Or, par solvabilit�e non restreinte par

rapport au premier composant, on sait qu'il existe y

1

2 X

1

tel que A = (x

1

; x

2

; x

3

) �

B = (y

1

; x

2

; x

0

3

). La constante �a rajouter est donc maintenant impos�ee :

g(x

1

; x

2

; x

3

) = g(x

1

; x

2

; x

0

3

) +

�

g(y

1

; x

2

; x

0

3

)� g(x

1

; x

2

; x

0

3

)

�

;
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mais, d'apr�es l'axiome d'ind�ependance, tout �el�ement sur la droite verticale d'abscisse

x

1

, par exemple D = (x

1

; y

2

; x

3

), est indi��erent �a l'�el�ement intersection de la droite

horizontale issue de ce point et de la droite verticale d'abscisse y

1

, ici E = (y

1

; y

2

; x

0

3

).

Puisque g est additive sur X

1

�X

2

� fx

0

3

g et sur X

1

�X

2

� fx

3

g, on a

g(x

1

; y

2

; x

3

) = g

1

(x

1

) + g

2

(y

2

) + g

3

(x

3

)

= g(x

1

; x

2

; x

3

) + g

2

(y

2

)� g

2

(x

2

)

= g(y

1

; x

2

; x

0

3

) + g

2

(y

2

)� g

2

(x

2

)

= g(y

1

; y

2

; x

0

3

):

Maintenant, par solvabilit�e non restreinte par rapport au deuxi�eme composant, tout

point du plan x

3

, disons par exemple C, est indi��erent �a un point de la droite verticale

d'abscisse x

1

; ainsi C � D, et puisque g repr�esente % sur X

1

� X

2

� fx

3

g, on a

g(C) = g(D). D'apr�es ce qui pr�ec�ede on a aussi D � E et g(D) = g(E) ; par cons�equent

C � E et g(C) = g(E).

On peut recommencer la même op�eration avec le plan z

3

: tout point de la droite

verticale d'abscisse y

1

, par exemple F , est indi��erent �a un point d'abscisse z

1

et de

même ordonn�ee, ici G. Pour tout point H du plan z

3

, il existe alors un point I qui lui

est indi��erent sur la droite verticale d'abscisse z

1

, et g(H) = g(I). Or par un proc�ed�e

similaire au paragraphe pr�ec�edent, I � J et g(I) = g(J). Par cons�equent, H � J et

g(H) = g(J).

Lorsque l'on veut comparer deux points quelconques, C et H, de deux plans quel-

conques, x

3

et z

3

, on sait trouver deux points E et J du même plan x

0

3

qui leur sont

indi��erents et tels que g(C) = g(E) et g(H) = g(J). Mais comme g repr�esente % dans

le plan x

0

3

, g(E) � g(J), E % J et g(E) � g(J), E - J . autrement dit,

g(C) � g(H), C % H et g(C) � g(H), C - H:

Par cons�equent, g repr�esente bien X

1

� X

2

� fx

3

; x

0

3

g. x

3

et z

3

�etant arbitraires, en

utilisant le même proc�ed�e avec tous les autres plans, on voit bien qu'on obtient une

fonction additive et repr�esentant % sur X

1

�X

2

�X

3

. En fait, le proc�ed�e reste encore

valable lorsque l'on travaille sur des espaces de dimensions sup�erieures �a 3.

Le th�eor�eme 8.1 g�en�eralise les th�eor�emes classiques dans la mesure o�u il a�aiblit

l'hypoth�ese tr�es forte selon laquelle tous les composants v�eri�ent la solvabilit�e non res-

treinte. Il est particuli�erement int�eressant pour d�eriver des utilit�es additives lorsque

certains composants du produit cart�esien appartiennent �a des ensembles �nis ne pou-

vant être �etendus �a des intervalles.

Toutefois, sous sa forme actuelle, le th�eor�eme 8.1 n'est pas tr�es pratique �a utiliser

car il suppose l'existence d'une utilit�e additive repr�esentant %

12

. Aussi, nous allons le

\raccrocher" aux th�eor�emes de la partie pr�ec�edente. Plus sp�eci�quement, nous allons

inclure des conditions sous lesquelles nous connaissons l'existence d'une utilit�e additi-

vement s�eparable repr�esentant %

12

. Ceci nous am�ene �a formuler les corollaires 8.1 et

8.2.
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Corollaire 8.1 Soient X un produit cart�esien de dimension n et % un pr�eordre large

total v�eri�ant l'ind�ependance (cf. page 23). Supposons que les deux premiers compo-

sants de X v�eri�ent la solvabilit�e non restreinte (cf. page 35), l'axiome archim�edien

(cf. page 38) ainsi que la condition de Thomsen (cf. page 24). Alors, % est repr�esen-

table par une fonction d'utilit�e additivement s�eparable. De plus, cette repr�esentation

est unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es.

D'un point de vue op�erationnel, la condition de Thomsen est beaucoup plus di�-

cile �a tester que l'axiome d'ind�ependance. Or, dans les th�eor�emes classiques, pour des

produits cart�esiens de dimensions sup�erieures ou �egales �a 3, la condition de Thomsen

est engendr�ee par l'ind�ependance et la solvabilit�e non restreinte. Nous pouvons donc en

d�eduire le corollaire suivant :

Corollaire 8.2 Soient X un produit cart�esien de dimension n et % un pr�eordre large

total v�eri�ant l'ind�ependance (cf. page 23). Supposons que les trois premiers compo-

sants de X v�eri�ent la solvabilit�e non restreinte (cf. page 35) et l'axiome archim�edien

(cf. page 38). Alors, % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additivement s�epa-

rable. De plus, cette repr�esentation est unique �a une transformation a�ne strictement

positive pr�es.

Notons que dans le corollaire 8.1, la condition de Thomsen ne peut être d�eduite des

autres axiomes, comme nous l'avions vu dans la section 6.3.

8.2 Solvabilit�e restreinte

La section pr�ec�edente, bien que g�en�eralisant certains th�eor�emes d'existence, a tou-

tefois un inconv�enient majeur : toutes les fonctions d'utilit�e additives d�e�nies sur des

espaces ayant des composants v�eri�ant la solvabilit�e non restreinte varient de �1 �a +1

(sauf bien sûr le cas trivial o�u aucun composant n'est essentiel, mais, dans un tel cas la

Th�eorie de la D�ecision n'est pas utile �a proprement parler). Cette propri�et�e est �evidem-

ment tr�es restrictive ; pour pallier ce manque de souplesse, nous allons nous int�eresser

dans cette section �a des produits cart�esiens de dimensions quelconques dont au moins 2

composants v�eri�ent la solvabilit�e restreinte. Dans un premier temps, nous allons �etu-

dier un certain nombre d'axiomes qui nous permettront, dans la deuxi�eme sous-section,

d'en d�eduire des th�eor�emes d'existence d'utilit�es additives sur des produits cart�esiens

dans lesquels certains composants ne v�eri�ent pas la solvabilit�e restreinte. Cette section

s'inspire surtout de Gonzales (1996b).

8.2.1 Axiomatique

L'axiomatique d�evelopp�ee ici est de deux types : d'une part, on va enrichir l'ind�e-

pendance et la condition de Thomsen grâce �a l'axiome de conservation d'�echelle, une

sous-partie de l'axiome d'�elimination du second ordre, et l'on va modi�er l'axiome ar-

chim�edien pour prendre en compte les composants non solvables ; autrement dit, on va

adapter les axiomes n�ecessaires �a l'existence d'utilit�es additives. D'autre part, on va
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a�aiblir l'hypoth�ese structurelle de solvabilit�e restreinte en introduisant les i-liens. Cet

a�aiblissement nous permettra d'�etendre le champ d'application des utilit�es additives,

tout en conservant un minimum de structure.

i-liens

La solvabilit�e restreinte et l'essentialit�e par rapport �a deux composants de X permet

indubitablement de structurer l'espace X ; mais cette structure est-elle su�samment

forte pour garantir que l'axiome d'�elimination globale, (C), est induit par des axiomes

d'�elimination d'ordre faible (rappelons que (C) est un axiome n�ecessaire �a l'existence de

toute fonction d'utilit�e additive) ? La r�eponse �a cette question est fournie par l'exemple

suivant, qui est une variation de l'exemple 6.6, page 89.

Exemple 8.2 Soit m un nombre impair sup�erieur ou �egal �a 3. Consid�erons la rela-

tion de pr�ef�erence % sur X = [0;

1

8

] � [0;

1

8

] � f0; 1; : : : ;m

2

g � f0; 2(m � 1); 2mg,

repr�esentable par la fonction d'utilit�e suivante :

f(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) =

8

>

<

>

:

x

1

+ x

2

+ x

3

+ x

4

si x

4

< 2m;

x

1

+ x

2

+ x

3

+m

2

+ 2m� 2:5 si x

4

= 2m et x

3

est pair,

x

1

+ x

2

+ x

3

+m

2

+ 2m� 3 si x

4

= 2m et x

3

est impair.

La solvabilit�e restreinte et l'essentialit�e par rapport aux deux premiers composants

sont v�eri��ees. L'ind�ependance et la condition de Thomsen par rapport aux deux

premiers composants sont aussi v�eri��ees car %

12

est visiblement repr�esentable par

la fonction additive x

1

+x

2

. Plus g�en�eralement, on peut montrer le lemme suivant :

Lemme 8.1 % v�eri�e l'axiome d'�elimination sym�etrique d'ordre (m+ 1).

Cependant, % ne v�eri�e pas l'axiome sym�etrique d'ordre (m+ 2) car

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

(0; 0; 2(m � 1) + 1; 0) � (0; 0; 1; 2(m � 1))

(0; 0; 4(m � 1) + 1; 0) � (0; 0; 2(m � 1) + 1; 2(m � 1))

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(0; 0; (m + 1)(m� 1) + 1; 0) � (0; 0; (m � 1)(m� 1) + 1; 2(m� 1))

(0; 0; 1; 2m) � (0; 0; (m + 1)(m� 1) + 1; 2(m� 1))

(0; 0; 0; 2(m � 1)) � (0; 0; 2(m � 1); 0)

(0; 0; 2(m � 1); 2(m � 1)) � (0; 0; 4(m � 1); 0)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(0; 0; (m � 1)(m � 1); 2(m � 1)) � (0; 0; (m + 1)(m� 1); 0)

(0; 0; (m + 1)(m � 1); 2(m � 1)) � (0; 0; 0; 2m)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

�

Notons que l'exemple ci-dessus est g�en�erique : pour tout entier impair m, on peut

trouver des relations de pr�ef�erence satisfaisant l'axiome d'�elimination d'ordre (m + 1)

mais pas l'axiome d'�elimination d'ordre (m+2). Par cons�equent, la solvabilit�e restreinte



Section 8.2. Solvabilit�e restreinte 163

pas rapport �a deux composants n'est pas su�samment forte pour nous �eviter de tes-

ter une multitude d'axiomes d'�elimination (tout du moins dans le cas o�u le produit

cart�esien X est de dimension sup�erieure ou �egale �a 4). On peut se demander pour-

quoi

Q

4

i=1

X

i

n'est pas proprement structur�e quand X

1

�X

2

l'est si bien. L'explication

peut être d�eriv�ee directement de la remarque suivante : dans l'exemple ci-dessus, on

ne peut pas compenser une variation sur les deux derniers composants grâce �a une

variation sur les composants solvables (c'est-�a-dire que si (x

3

; x

4

) �

34

(y

3

; y

4

), alors

f(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) � f(x

1

; x

2

; y

3

; y

4

) � :5 8x

1

; x

2

, de telle sorte que (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) �

(y

1

; y

2

; y

3

; y

4

) 8x

1

; y

1

; x

2

; y

2

). Ceci signi�e que % est un ordre lexicographique dans

lequel les composants non solvables (c'est-�a-dire les deux derniers composants) sont

discriminants, et les composants solvables sont pris en compte uniquement lorsque les

composants non solvables sont indi��erents. Ainsi, les composants solvables sont trop

\faibles" pour propager leur structure �a X tout entier.

Est-ce que la recherche d'hypoth�eses structurelles plus faibles que la solvabilit�e res-

treinte, mais n�eanmoins su�samment fortes pour que (C) puisse être d�eduit d'axiomes

d'�elimination d'ordres peu �elev�es, est alors sans espoir ? L'analyse de l'exemple pr�ec�e-

dent sugg�ere que les variations des composants non solvables puissent être compens�ees

par des variations sur les composants solvables ; d'o�u la d�e�nition suivante :

D�e�nition 8.1 (i-reli�e) Soit i 2 f3; : : : ; ng. x

i

et z

i

sont i-reli�es, ce que l'on notera

de la mani�ere suivante : x

i

O

i

z

i

, s'il existe une suite (y

k

i

)

p

k=0

d'�el�ements de X

i

telle

que

{ y

0

i

= x

i

,

{ y

p

i

= z

i

,

{ 8k 2 f0; 1; : : : ; p� 1g, 9 a

k+1

; b

k

2

Q

i�1

j=1

X

j

tels que (a

k+1

; y

k+1

i

) �

1:::i

(b

k

; y

k

i

).

Remarquons que, 8i 2 f3; : : : ; ng, O

i

est une relation d'�equivalence ; en e�et, 8x

i

2

X

i

, x

i

O

i

x

i

| x

i

est i-reli�e avec lui-même | la relation est sym�etrique (si x

i

est i-reli�e

avec z

i

grâce �a une suite (y

k

i

)

p

k=0

, alors (y

k

i

)

0

k=p

, la suite obtenue �a partir de la pr�ec�edente

en inversant l'ordre des indices, i-relie z

i

et x

i

) et transitive (si (y

k

i

)

p

k=0

i-relie x

i

et z

i

,

et si (y

k

i

)

q

k=p+1

i-relie z

i

et t

i

, alors (y

k

i

)

q

k=0

i-relie x

i

et t

i

).

La relation de \i-lien" est illustr�ee par la �gure 8.2, dans laquelle les i-liens sont

repr�esent�es par des �eches : soit X = [0; 1]

2

� f1; 2; 3; 4g � f0; 78g, muni d'une relation

de pr�ef�erence % repr�esentable par la fonction d'utilit�e suivante :

f(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) = [2 + x

1

+ x

2

]

x

3

+ x

4

:

Alors tous les x

3

; y

3

sont i-reli�es car :

A = (1; 1; 1; 0) � B = (0; 0; 2; 0);

C = (1; 1; 2; 0) � D = (

1

4

; 2

3

p

2�

9

4

; 3; 0) � E = (0; 0; 4; 0);
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x

4

= 78

x

4

= 0

x

3

= 3x

3

= 1 x

3

= 4

x

3

= 3x

3

= 1 x

3

= 4

x

3

= 2

C

A

B

D

E

F

G

H

I

J

K

L

M

x

3

= 2

X

2

X

2

X

1

X

1

X

1

X

1

Fig. 8.2: Les i-liens.

ou parce que

H = (1; 1; 1; 1) � I = (0; 0; 2; 1);

J = (1; 2

p

3� 3; 2; 1) � K = (0;

3

p

12� 2; 3; 1);

L = (

3

4

;

3

4

; 3; 1) � M = (

1

4

;

4

q

343

8

�

9

4

; 4; 1):

x

4

= 0 et x

4

= 78 sont aussi i-reli�es car F = (

1

2

;

1

2

; 4; 0) � G = (0; 1; 1; 78).

Les i-liens peuvent aussi être explicit�es en termes de fonctions d'utilit�e : consid�erons,

dans l'exemple ci-dessus, les images des hyperplans fx

3

= constante, x

4

=constanteg

par la fonction d'utilit�e f , c'est-�a-dire ff(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) : x

1

2 [0; 1], x

2

2 [0; 1], x

3

=

constante, x

4

= constanteg. Ces ensembles | qui sont bien entendu des intervalles de la

droite r�eelle puisque x

1

et x

2

appartiennent �a [0; 1] | sont repr�esent�es dans la �gure 8.3

par des droites horizontales. Par exemple, ff(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) : x

1

2 [0; 1], x

2

2 [0; 1],

x

3

= 1, x

4

= 0g = f2 + x

1

+ x

2

: x

1

2 [0; 1], x

2

2 [0; 1]g = [2; 4] est repr�esent�e

par la droite horizontale la plus basse. Deux points sont alors i-reli�es s'ils peuvent

être joints par un chemin en forme d'escalier (par exemple, A ! B ! C ! E !

G) : les parties horizontales de cet escalier repr�esentent des d�eplacements �a l'int�erieur

des hyperplans fx

3

= constante, x

4

= constanteg, tandis que les parties verticales

de l'escalier repr�esentent des d�eplacements sur les liens ; en d'autres termes, la suite

(H

k

)

p

k=0

compos�ee des hyperplans fx

3

= constante, x

4

= constanteg contenant chacun

un des points y

k

i

de la d�e�nition 8.1 est telle que, 8k, f(H

k

) \ f(H

k+1

) 6= �, o�u

f(H

k

) = ff(x) : x 2 H

k

g.

Remarquons que si % v�eri�e l'axiome d'ind�ependance, les i-liens par rapport au i

�eme

composant ne d�ependent pas des composants i + 1 �a n. L'int�erêt des i-liens est qu'ils

forment des sortes de canalisations par lesquelles la structure induite par les composants

solvables peut se propager sur tout l'espace X. Si n'importe quel couple d'�el�ements non

solvables est i-reli�e, et si l'ind�ependance est v�eri��ee, ainsi que la solvabilit�e restreinte,
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2

4

16

8

x

3

= 3

x

3

= 2

x

3

= 1

x

3

= 3

x

3

= 2

x

3

= 1

x

3

= 4

x

3

= 4

x

4

= 78

x

4

= 0

valeur des

composants non solvables

D

C

A

E

B

64

80 86 94

fonction d'utilit�e

H

J

K

L

M

I

F

G

valeur de la

Fig. 8.3: Les i-liens en termes de fonctions d'utilit�e.

l'essentialit�e et la condition de Thomsen par rapport �a deux composants, on peut mon-

trer que l'axiome d'�elimination du second ordre implique l'axiome d'�elimination globale.

Par cons�equent, pour prouver l'existence d'utilit�es additives, il parâ�t relativement lo-

gique de recourir �a l'hypoth�ese structurelle suivante :

Axiome 8.1 (I-lien) 8x

i

; z

i

2 X

i

, i 2 f3; : : : ; n � 1g, x

i

et z

i

sont i-reli�es,

c'est-�a-dire que x

i

O

i

z

i

.

La solvabilit�e restreinte par rapport aux deux premiers composants implique que

s'il existe une utilit�e additive repr�esentant %

12

, alors celle-ci est cardinale, c'est-�a-dire

que toute autre utilit�e additive en est une transform�ee a�ne strictement positive. Par

cons�equent, si l'axiome 8.1 est v�eri��e, et s'il existe une fonction d'utilit�e additive re-

pr�esentant %

123

, alors celle-ci est cardinale ; cette propri�et�e est relativement imm�e-

diate : si f

1

(�) + f

2

(�) + f

3

(�) et g

1

(�) + g

2

(�) + g

3

(�) repr�esentent %

123

, alors f

1

(�) + f

2

(�)

et g

1

(�) + g

2

(�) repr�esentent %

12

, de telle sorte qu'il existe des constantes � > 0 et

�

1

; �

2

2 R telles que g

1

(�) = �f

1

(�) + �

1

et g

2

(�) = �f

2

(�) + �

2

; pour un �el�ement arbi-

traire x

0

3

2 X

3

, il existe aussi une constante �

3

telle que g

3

(x

0

3

) = �f

3

(x

0

3

) + �

3

; d'apr�es

l'axiome 8.1, pour tout x

3

2 X

3

, x

0

3

et x

3

sont i-reli�es par une suite (y

k

3

)

p

k=0

; par d�e�ni-

tion, pour tout indice k de cette suite, il existe (a

k+1

1

; a

k+1

2

); (b

k

1

; b

k

2

) 2 X

1

�X

2

tel que

(a

k+1

1

; a

k+1

2

; y

k+1

3

) �

123

(b

k

1

; b

k

2

; y

k

3

), ou, d'une mani�ere tout �a fait �equivalente,

f

1

(a

k+1

1

) + f

2

(a

k+1

2

) + f

3

(y

k+1

3

) = f

1

(b

k

1

) + f

2

(b

k

2

) + f

3

(y

k

3

);

g

1

(a

k+1

1

) + g

2

(a

k+1

2

) + g

3

(y

k+1

3

) = g

1

(b

k

1

) + g

2

(b

k

2

) + g

3

(y

k

3

):

La combinaison de ces deux �egalit�es nous am�ene �a celle ci-dessous :

g

3

(y

k+1

3

)� g

3

(y

k

3

) = �

h

f

3

(y

k+1

3

)� f

3

(y

k

3

)

i

;

ce qui, par r�ecurrence, et d'apr�es g

3

(x

0

3

) = �f

3

(x

0

3

)+�

3

, implique que g

3

(x

3

) = �f

3

(x

3

)+

�

3

. En fait, l'axiome 8.1 garantit par r�ecurrence que s'il existe une utilit�e additive

repr�esentant %

1:::n�1

, alors celle-ci est cardinale.
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Avez vous remarqu�e ? J'ai bien dit \s'il existe une utilit�e additive repr�esentant

%

1:::n�1

" ; eh oui, l'axiome d'i-lien ne concerne que les n � 1 premiers composants, de

telle sorte que rien ne garantit que la fonction f

n

soit cardinale. Et en e�et, l'exemple

suivant illustre bien cette particularit�e :

Exemple 8.3 Soit X = [0; 1]� [0; 1]�f0; 4; 9g muni d'un pr�eordre total % repr�esen-

table sur X par la fonction f(x

1

; x

2

; x

3

) = x

1

+x

2

+x

3

. Cette utilit�e est additive,

mais

g(x

1

; x

2

; x

3

) =

8

>

<

>

:

x

1

+ x

2

si x

3

= 0;

x

1

+ x

2

+ 10 si x

3

= 4;

x

1

+ x

2

+ 100 si x

3

= 9;

est aussi une fonction d'utilit�e additive repr�esentant % ; pourtant g n'est pas une

transform�ee a�ne de f . Cette propri�et�e r�esulte de l'impossibilit�e de compenser

une variation sur le troisi�eme composant par une variation sur les deux premiers.

Par cons�equent, tant que g(1; 1; 0) < g(0; 0; 4) et g(1; 1; 4) < g(0; 0; 9), g n'a pas

besoin d'être une transform�ee a�ne de f pour repr�esenter %. Au contraire, si l'on

avait (0; 0; 4) - (1; 1; 0) et (0; 0; 9) - (1; 1; 4), alors la solvabilit�e restreinte des

deux premiers composants imposerait que tout couple d'�el�ements du troisi�eme

composant soient i-reli�es, et, ainsi, toute utilit�e additive serait obligatoirement

une transform�ee a�ne de f . �

Conservation d'�echelle

J'ai mentionn�e plus haut que si deux composants v�eri�ent la solvabilit�e restreinte

ainsi que l'essentialit�e, on peut d�eduire l'axiome d'�elimination globale, (C), de l'axiome

d'�elimination du second ordre. Or, dans le contexte classique o�u la solvabilit�e restreinte

est v�eri��ee par tous les composants, il est bien connu que (C) est entrâ�n�e par l'ind�e-

pendance et la condition de Thomsen. Il est donc l�egitime de se demander si ces deux

derniers axiomes sont encore su�sants pour induire (C) dans le contexte actuel, c'est-�a-

dire lorsque deux composants seulement v�eri�ent la solvabilit�e restreinte. Cette question

revient �a savoir si la condition de Thomsen par rapport �a deux composants solvables et

l'ind�ependance impliquent l'axiome d'�elimination du second ordre. Malheureusement,

l'exemple suivant montre que cette propri�et�e n'est pas vraie :

Exemple 8.4 Soit X = [1; 2] � [1; 2] � f1; 2g muni du pr�eordre large total % repr�e-

sentable par la fonction d'utilit�e suivante :

f(x

1

; x

2

; x

3

) = [

7

8

(x

1

+ x

2

)]

x

3

:

L'ind�ependance est visiblement v�eri��ee. %

12

est repr�esentable par une fonction

d'utilit�e f

1

+ f

2

, de telle sorte que la condition de Thomsen est v�eri��ee par rap-

port aux deux premiers composants. Cependant, l'axiome d'�elimination du second
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ordre n'est pas v�eri��e car

(1:5; 2; 1) � (1; 1; 2);

(1; 4

q

2

7

� 1; 2) � (2; 2; 1);

mais Non((2; 2; 1) � (1:5; 4

q

2

7

� 1; 1)):

(8.1)

La �gure 8.4 peut contribuer �a comprendre pourquoi une telle violation de l'axiome

d'�elimination du second ordre peut exister. Sur les espaces o�u la solvabilit�e res-

treinte est v�eri��ee c'est-�a-dire [1; 2] � [1; 2] � f1g et [1; 2] � [1; 2] � f2g, l'axiome

d'�elimination globale est entrâ�n�e par l'ind�ependance et la condition de Thom-

sen. Donc une violation d'un axiome d'�elimination ne peut arriver que lorsque

l'on compare des �el�ements dont les composants non solvables sont distincts (dans

notre exemple, on a compar�e des �el�ements du plan fx

3

= 1g avec des �el�ements

du plan fx

3

= 2g). Remarquons que, dans ce cas, la condition de Thomsen par

rapport aux composants solvables ne nous est d'aucune utilit�e puisqu'elle est d�e�-

nie pour les composants 3 �a n �x�es. Donc seule l'ind�ependance pourrait empêcher

(8.1).

La �gure 8.4 repr�esente les courbes d'indi��erence dans les plansfx

3

= 1g et

1:75

1:14

1:5

2

1

1:751:5

1 1:14

2

1:75

1:5

1:5 21:75

2

1:25

1

1 1:25

X

2

X

2

Plan x

3

= f1g Plan x

3

= f2g

X

1

X

1

Fig. 8.4: L'ine�cacit�e de l'axiome d'ind�ependance.

fx

3

= 2g ; les parties gris�ees repr�esentent les �el�ements de chaque plan indi��erents �a

certains �el�ements de l'autre plan. On remarque que lorsque (x

1

; x

2

; 0) � (y

1

; y

2

; 1),

x

1

et x

2

sont sup�erieurs ou �egaux �a 1:5 tandis que y

1

et y

2

sont inf�erieurs ou

�egaux �a 4

q

2

7

� 1 � 1:14, de telle sorte que l'ind�ependance ne peut être utilis�ee

avec des relations d'indi��erence. Or les d�eductions engendr�ees par l'ind�ependance

�a travers des pr�ef�erences strictes sont beaucoup plus faibles que celles induites �a

travers des relations d'indi��erence car elles autorisent un certain degr�e de libert�e :

par exemple, les relations d'ind�ependance d�eduites de (x

1

; x

2

; 1) � (x

1

; y

2

; 2) ou

de (x

1

; x

2

; 1) � (y

1

; x

2

; 2), 8x

1

; x

2

; y

1

; y

2

2 [1; 2], ne peuvent en aucun cas donner

d'indication sur l'existence �eventuelle d'�el�ements x

1

; x

2

; y

1

; y

2

tels que (x

1

; x

2

; 0) �

(y

1

; y

2

; 1). Ce degr�e de libert�e est responsable, dans le pr�esent exemple, de la

violation de l'axiome d'�elimination du second ordre. �
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Par cons�equent, a�n d'�eviter de tester l'axiome d'�elimination du second ordre, il

est int�eressant d'�etudier quand l'ind�ependance peut être utilis�ee �a travers des relations

d'indi��erence, c'est-�a-dire quand, pour (x

3

; : : : ; x

n

) et (y

3

; : : : ; y

n

) �x�es, il existe

{ soit c

1

; x

2

; y

2

tels que (c

1

; x

2

; x

3

; : : : ; x

n

) � (c

1

; y

2

; y

3

; : : : ; y

n

),

{ soit x

1

; y

1

; c

2

tels que (x

1

; c

2

; x

3

; : : : ; x

n

) � (y

1

; c

2

; y

3

; : : : ; y

n

).

Dans de tels cas, on dira que (x

3

; : : : ; x

n

) et (y

3

; : : : ; y

n

) sont des �el�ements directement-

unidimensionnellement-joignables ; n�eologisme certes tr�es peu esth�etique (que l'Acad�e-

mie Fran�caise me pardonne) et nettement moins savoureux que son �equivalent anglais

(directly-single-dimensionally-matched elements), mais qui permet de bien illustrer la

propri�et�e ci-dessus.

D�e�nition 8.2 (directement-unidimensionnellement-joignable) Soient a; b 2

Q

n

j=3

X

j

. S'il existe x

1

; y

1

2 X

1

et c

2

2 X

2

tels que (x

1

; c

2

; a) � (y

1

; c

2

; b), ou bien

s'il existe x

2

; y

2

2 X

2

et c

1

2 X

1

tels que (c

1

; x

2

; a) � (c

1

; y

2

; b), alors a et b sont dits

directement-unidimensionnellement-joignables.

En d'autres termes, une variation du premier composant de x

1

jusqu'�a y

1

, ou bien

une variation du deuxi�eme composant de x

2

jusqu'�a y

2

, compense une variation a �a b.

Lorsque a et b sont directement-unidimensionnellement-joignables, une variation de a

jusqu'�a b, ou de b jusqu'�a a, peut être compens�ee par les composants solvables.

La d�e�nition 8.2 est assez attractive car on peut montrer que si tous les compo-

sants non solvables sont directement-unidimensionnellement-joignables, si la solvabilit�e

restreinte est v�eri��ee par au moins deux composants, si la condition de Thomsen est

v�eri��ee par ces composants, et si l'ind�ependance est v�eri��ee, alors l'axiome d'�elimination

globale est aussi v�eri��e. De plus, �a premi�ere vue, le fait que tous les composants non

solvables soient directement-unidimensionnellement-joignables parâ�t plus g�en�eral que

la solvabilit�e restreinte par rapport �a tous les composants, comme le montre l'exemple

suivant :

Exemple 8.5 Soit % une relation de pr�ef�erence sur X = [0; 2] � [0; 2] � f0; 1g, re-

pr�esentable par la fonction d'utilit�e f(x

1

; x

2

; x

3

) = x

1

+ x

2

+ x

3

. Alors tous les

x

3

; y

3

2 X

3

sont directement-unidimensionnellement-joignables ; mais la solvabi-

lit�e restreinte n'est pas v�eri��ee par rapport au troisi�eme composant. �

Consid�erons maintenant l'exemple suivant :

Exemple 8.6 Soit % la relation de pr�ef�erence sur X = [0; 1]� [0; 1]� [0; 3] repr�esen-

table par la fonction d'utilit�e f(x

1

; x

2

; x

3

) = x

1

+x

2

+x

3

. Alors la solvabilit�e res-

treinte est v�eri��ee par rapport au troisi�eme composant, mais tous les �el�ements de

X

3

ne sont pas directement-unidimensionnellement-joignables ; en e�et, il n'existe

pas d'�el�ements x

1

; x

2

; y

1

; y

2

tels que (x

1

; x

2

; 0) � (y

1

; y

2

; 3). �

La notion de \directement-unidimensionnellement-joignable" est donc trop restric-

tive pour permettre une g�en�eralisation int�eressante des th�eor�emes classiques d'existence



Section 8.2. Solvabilit�e restreinte 169

d'utilit�es additives. Cependant, les arguments ci-dessus sugg�erent une extension natu-

relle de la notion de \directement-unidimensionnellement-joignable" : celle-ci est trop

restrictive car elle requiert que n'importe quelle variation des composants non solvables

puisse être compens�ee par les composants solvables, tandis que si les composants non

solvables ne peuvent prendre que deux valeurs, c'est une condition tr�es attractive car

elle repr�esente une relaxation de la solvabilit�e restreinte. Il parâ�t donc naturel d'�etendre

cette notion par la notion d'\unidimensionnellement-joignable".

D�e�nition 8.3 (unidimensionnellement-joignable) Soient a; b 2

Q

n

j=3

X

j

. a

et b sont dits unidimensionnellement-joignables s'il existe une suite (y

k

)

p

k=0

d'�el�e-

ments de

Q

n

j=3

X

j

telle que y

0

= a, y

p

= b et, 8k 2 f0; : : : ; p � 1g, y

k

et y

k+1

sont

directement-unidimensionnellement-joignables.

La �gure 8.5 fournit une interpr�etation graphique de cette d�e�nition : consid�erons

une relation de pr�ef�erence % sur X = [0; 10] � [0; 10] � f0; 6; 14; 17g repr�esentable

par la fonction d'utilit�e x

1

+ x

2

+ x

3

. x

3

= 0 et x

3

= 17 ne sont pas directement-

X

1

X

1

X

1

X

1

9

A

B

C

2

8

0

10

100

0

X

2

x

3

= 0 x

3

= 6

10

1

4

7

E F

x

3

= 14
x

3

= 17

D

Fig. 8.5: 0 et 17 sont unidimensionnellement-joignables.

unidimensionnellement-joignables. Cependant, ces points sont unidimensionnellement-

joignables car la suite y

0

= 0, y

1

= 6, y

2

= 14 et y

3

= 17 v�eri�e les exigences de la

d�e�nition 8.3 ; en e�et, (8; x

2

; 0) � (2; x

2

; 6), et ce quelque soit x

2

2 [0; 10] ; cette pro-

pri�et�e est illustr�ee sur la �gure 8.5 par le fait que les points d'intersection de n'importe

quelle droite horizontale avec les droites en pointill�es | tels que A et B| appartiennent

�a la même classe d'indi��erence. De même, (x

1

; 9; 6) � (x

1

; 1; 14) 8x

1

2 [0; 10] | par

exemple C � D | et (7; x

2

; 14) � (4; x

2

; 17) | par exemple E � F .

La d�e�nition 8.3 peut être per�cue comme une relaxation de la solvabilit�e restreinte :

en e�et, soit % une relation de pr�ef�erence surX = X

1

�X

2

�X

3

satisfaisant la solvabilit�e

restreinte par rapport �a tous les composants. Consid�erons deux �el�ements quelconques
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de X

3

: x

3

; y

3

. S'il existe x

1

; x

2

; y

2

tels que (x

1

; x

2

; x

3

) � (x

1

; y

2

; y

3

), alors x

3

et y

3

sont unidimensionnellement-joignables. Sinon, sans perte de g�en�eralit�e, supposons que

x

3

�

3

y

3

; d'apr�es l'essentialit�e, il existe x

2

�

2

y

2

; mais alors, quel que soit x

1

2 X

1

,

(x

1

; x

2

; x

3

) � (x

1

; y

2

; x

3

) � (x

1

; x

2

; y

3

). La s�equence standard par rapport au troisi�eme

composant de base f(x

1

; x

2

); (x

1

; y

2

)g est croissante et born�ee par (x

1

; x

2

; y

3

) ; donc,

d'apr�es l'axiome archim�edien, cette s�equence est �nie ; elle satisfait donc aux exigences

de la d�e�nition 8.3 ; donc x

3

et y

3

sont unidimensionnellement-joignables.

Comme on le montrera dans les d�emonstrations, si, 8a; b 2

Q

n

j=3

X

j

, a et b sont

unidimensionnellement-joignables, alors l'ind�ependance et la condition de Thomsen par

rapport aux deux premiers composants solvables impliquent l'axiome d'�elimination du

second ordre. Remarquons que si a et b sont unidimensionnellement-joignables, alors ils

sont aussi i-reli�es ; par cons�equent, si, 8a; b 2

Q

n

j=3

X

j

, a et b sont unidimensionnellement-

joignables, alors l'ind�ependance et la condition de Thomsen par rapport aux deux pre-

miers composants solvables impliquent l'axiome d'�elimination globale.

Mais qu'arriverait-il s'il existait deux �el�ements a et b non unidimensionnellement-

joignables ? Aurait-on absolument besoin de tester l'axiome d'�elimination du second

ordre sur tout X ? Et bien, en fait non : on peut montrer que l'axiome suivant (qui

repr�esente un gros a�aiblissement de l'axiome d'�elimination du second ordre) , l'ind�e-

pendance et la condition de Thomsen induisent l'axiome d'�elimination du second ordre.

Axiome 8.2 (conservation d'�echelle) Soient a; b 2

Q

n

j=3

X

j

. Si a et b ne sont

pas unidimensionnellement-joignables, alors, 8x

1

; y

1

; z

1

2 X

1

et 8x

2

; y

2

; z

2

2 X

2

, la

propri�et�e suivante doit être vraie :

(z

1

; x

2

; a) � (x

1

; z

2

; b)

(z

1

; y

2

; a) � (y

1

; z

2

; b)

)

) (x

1

; y

2

; a) � (y

1

; x

2

; a): (8.2)

L'�equation (8.2) repr�esente une petite sous-partie de l'axiome d'�elimination du se-

cond ordre. Elle est illustr�ee par la �gure 8.6 : si D � C et B � A, alors E � F .

(z

1

; x

2

; a) � (x

1

; z

2

; b) et (z

1

; y

2

; a) � (y

1

; z

2

; b) peuvent être interpr�et�es (voir �gure 8.7)

X

1

y

1

z

1

x

1

D

A

X

2

b

X

3

a

z

2

y

2

x

2

B

F

C

E

Fig. 8.6: L'axiome de conservation d'�echelle.
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de la mani�ere suivante : varier de x

2

jusqu'�a y

2

dans l'hyperplan a est tout �a fait �equi-

X

2

X

1

z

1

y

1

x

1

z

2

x

2

y

2

Fig. 8.7: Une variation de x

1

jusqu'�a y

1

est �equivalente �a une variation de x

2

jusqu'�a

y

2

.

valent �a varier de x

1

jusqu'�a y

1

dans l'hyperplan b. L'axiome de conservation d'�echelle

sugg�ere que cette derni�ere variation est �equivalente �a la variation de x

1

jusqu'�a y

1

dans

l'hyperplan a ; en d'autres termes, lorsqu'il compare des variations sur les composants

solvables, le d�ecideur ne prend pas en compte le niveau des composants non solvables.

Si les deux premiers composants v�eri�ent la solvabilit�e restreinte, tous les composants

des ensembles X

1

�X

2

�fag et X

1

�X

2

�fbg la v�eri�ent aussi, si bien que les th�eor�emes

d'existence classiques tels que Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1971) garantissent

l'existence de fonctions d'utilit�e additives cardinales repr�esentant % sur ces ensembles.

Par cons�equent, s'il existe une fonction d'utilit�e repr�esentant % surX = X

1

�X

2

�fa; bg,

il existe des fonctions F : X ! R , f

1

: X

1

! R , f

2

: X

2

! R et ' : R ! R telles que F

repr�esente % sur X et

F (x

1

; x

2

; a) = f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

);

F (x

1

; x

2

; b) = ' (f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

)) :

Ainsi, l'�equation (8.2) se traduit-elle de la mani�ere suivante :

F (z

1

; x

2

; a) = F (x

1

; z

2

; b)

F (z

1

; y

2

; a) = F (y

1

; z

2

; b)

)

) F (x

1

; y

2

; a) = F (y

1

; x

2

; a);

ou encore :

f

1

(z

1

) + f

2

(x

2

) = ' (f

1

(x

1

) + f

2

(z

2

))

f

1

(z

1

) + f

2

(y

2

) = ' (f

1

(y

1

) + f

2

(z

2

))

| {z }

(i)

(ii)

+

f

1

(x

1

) + f

2

(y

2

) = f

1

(y

1

) + f

2

(x

2

) (iii)

En soustrayant la premi�ere �egalit�e �a la deuxi�eme, on obtient :

(ii) � (i) : f

2

(y

2

)� f

2

(x

2

) = '(f

1

(y

1

) + f

2

(z

2

))� '(f

1

(x

1

) + f

2

(z

2

)):

De plus, la troisi�eme �egalit�e pouvait s'�ecrire :

f

1

(y

1

)� f

1

(x

1

) = f

2

(y

2

)� f

2

(x

2

):
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L'�equation (8.2) implique donc que

f

2

(y

2

)�f

2

(x

2

) = '(f

1

(y

1

)+f

2

(z

2

))�'(f

1

(x

1

)+f

2

(z

2

))) f

1

(y

1

)�f

1

(x

1

) = f

2

(y

2

)�f

2

(x

2

)

Par cons�equent,

'(f

1

(y

1

) + f

2

(z

2

))� '(f

1

(x

1

) + f

2

(z

2

)) = (f

1

(y

1

) + f

2

(z

2

))� (f

1

(x

1

) + f

2

(z

2

)): (8.3)

En utilisant des s�equences standards, il n'est pas tr�es di�cile de montrer que la

derni�ere �egalit�e ne d�epend pas de z

2

, x

1

ou y

1

. Par cons�equent, ', qui peut être assimil�ee

�a une mesure de comparaison de la force des pr�ef�erences entre les hyperplans a et b,

doit être �egale, �a une constante pr�es, �a la fonction identit�e. A cet �egard, l'axiome 8.2

peut être appel�e axiome de \conservation d'�echelle" car si F (x; a) � F (y; a) = � dans

l'hyperplan a, alors F (x; b)� F (y; b) = � dans l'hyperplan b : le taux de variation de F

est identique dans tous les hyperplans.

Exemple 8.7 Consid�erons deux relations de pr�ef�erence % et %

�

sur X = [1; 2] �

[1; 2] � f1; 2g, respectivement repr�esentables par

f(x

1

; x

2

; x

3

) = x

1

+ x

2

+ x

3

et f

�

(x

1

; x

2

; x

3

) = [

7

8

(x

1

+ x

2

)]

x

3

:

Etant repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive, % v�eri�e l'axiome d'�elimi-

nation globale, et, par cons�equent, l'axiome de conservation d'�echelle. Remarquons

que, comme expliqu�e ci-dessus, 8x

1

; x

2

; y

1

; y

2

,

f(x

1

; x

2

; 1) � f(y

1

; y

2

; 1) = f(x

1

; x

2

; 2) � f(y

1

; y

2

; 2):

Au contraire, %

�

| qui correspond �a l'exemple de la page 166 | ne v�eri�e pas

l'axiome de conservation d'�echelle car x

3

= 1 et x

3

= 2 ne sont pas unidimension-

nellement-joignables et (1:5; 2; 1) � (1; 1; 2), (1; 4

q

2

7

�1; 2) � (2; 2; 1) et cependant

Non((2; 2; 1) � (1:5; 4

q

2

7

�1; 1)). Une autre explication est que le taux de variation

de la fonction d'utilit�e n'est pas le même dans tous les plans fx

3

= constanteg :

il est en e�et lin�eaire pour x

3

= 1, c'est-�a-dire que f

�

(x

1

; x

2

; x

3

) =

7

8

(x

1

+ x

2

), et

quadratique pour x

3

= 2, c'est-�a-dire que f

�

(x

1

; x

2

; x

3

) = [

7

8

(x

1

+ x

2

)]

2

. �

A premi�ere vue, l'axiome de conservation d'�echelle semble di�cile �a tester car on

doit v�eri�er si a et b sont unidimensionnellement-joignables (c'est-�a-dire qu'on doit re-

chercher l'existence d'une suite (y

k

) de la d�e�nition 8.3), et, s'il s'av�ere qu'aucune suite

n'existe, on doit examiner si l'�equation (8.2) est v�eri��ee ou non. Pour le dernier argu-

ment, je mentionnerais juste le fait que cette �equation est une sous-partie de l'axiome

d'�elimination du second ordre, et donc, qu'elle n'est pas extrêmement di�cile �a tester

(bien qu'elle soit pourtant plus di�cile �a tester que l'axiome d'ind�ependance). Quant

au premier argument, l'existence de la suite est �etudi�ee durant le processus de construc-

tion de la fonction d'utilit�e. Par exemple, supposons que l'utilit�e a �et�e construite sur

X

1

�X

2

�fag. Maintenant, pour essayer d'�etendre cette fonction �a X

1

�X

2

�fa; bg, on

commence par �etudier si a et b sont directement-unidimensionnellement-joignables. Si



Section 8.2. Solvabilit�e restreinte 173

c'est le cas, a et b sont aussi unidimensionnellement-joignables. Sinon, on doit essayer

de construire une suite y

k

d'�el�ements directement-unidimensionnellement-joignables, en

partant de y

0

= a. On essaye alors de trouver un �el�ement y

1

dans

Q

n

i=3

X

i

tel que y

0

et

y

1

sont directement-unidimensionnellement-joignables. S'il n'existe pas un tel �el�ement,

a et b ne sont pas unidimensionnellement-joignables. Sinon, on poursuit le processus de

construction de la suite jusqu'�a ce que l'on atteigne b ou que l'on ait prouv�e que a et b

ne sont pas unidimensionnellement-joignables. Ainsi, pendant que l'on teste si l'axiome

de conservation d'�echelle est v�eri��e, on construit la fonction d'utilit�e ; la v�eri�cation

n'est donc pas une perte de temps.

Propri�et�e archim�edienne

Lorsque certains composants ne v�eri�ent pas la solvabilit�e restreinte, l'axiome ar-

chim�edien classique n'est pas tr�es puissant car les s�equences standards qu'il utilise sont

d�e�nies en termes de relations d'indi��erence, d�e�nition en �etroite relation avec la solva-

bilit�e restreinte. C'est pourquoi cet axiome ne garantit pas forc�ement l'existence d'uti-

lit�es additives lorsque la solvabilit�e restreinte n'est pas v�eri��ee par tous les composants.

L'exemple suivant en est d'ailleurs une bonne illustration :

Exemple 8.8 Soit X = [0; 1]� [0; 1]�N un produit cart�esien muni d'une relation de

pr�ef�erence % tel que

% est repr�esentable par f(x

1

; x

2

; x

3

) = x

1

+ x

2

+ 2

x

3

sur [0; 1] � [0; 1] � N

�

;

% est repr�esentable par f(x

1

; x

2

) = x

1

+ x

2

sur [0; 1] � [0; 1] � f0g;

(x

1

; x

2

; 0) � (y

1

; y

2

; y

3

) 8x

1

; x

2

; y

1

; y

2

2 [0; 1] et 8y

3

6= 0:

Il est clair que % est un pr�eordre large total v�eri�ant l'ind�ependance. La condi-

tion de Thomsen est v�eri��ee sur X

1

�X

2

car %

12

est repr�esentable par f

1

+ f

2

.

Pour la même raison, l'axiome archim�edien classique (celui d�e�ni page 38) est

v�eri��e par les deux premiers composants. Il est aussi v�eri��e par rapport au troi-

si�eme composant parce qu'�etant donn�e que 8(x

3

; y

3

) 6= (1; 2), il n'existe aucun

x

1

; y

1

; x

2

; y

2

2 [0; 1] tels que (x

1

; x

2

; x

3

) � (y

1

; y

2

; y

3

), toute s�equence standard

par rapport au troisi�eme composant est �nie. Cependant, l'axiome archim�edien

ne permet pas de garantir l'existence d'une utilit�e additive car si une telle utilit�e

existait, appelons la g, alors, il est clair que l'in�egalit�e suivante serait vraie :

g

3

(k + 1) � g

3

(k) + [g

1

(1) � g

1

(0) + g

2

(1) � g

2

(0)] 8k 6= 0;

ce qui impliquerait que

g

3

(k + 1) � g

3

(1) + k[g

1

(1)� g

1

(0) + g

2

(1)� g

2

(0)] 8k 6= 0;

ce qui, �a son tour, imposerait g

3

(0) = +1, empêchant ainsi g d'être bien d�e�nie

sur la totalit�e de l'ensemble X. �

A la lumi�ere de cet exemple, l'axiome archim�edien classique n'est pas su�samment

puissant pour induire l'existence d'une utilit�e additive car il ne parvient pas �a capter la
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topologie des espaces non solvables : �etant d�e�ni en termes de s�equences standards, il ne

peut être utilis�e que si des suites de relations d'indi��erence du type (x

k+1

1

; x

0

2

) � (x

k

1

; x

0

2

)

existent ; cependant, dans les espaces non solvables, � n'est pas assez exible pour

permettre l'existence de telles suites. Donc, pour prendre en compte les composants

non solvables, l'axiome archim�edien doit être red�e�ni d'une mani�ere plus exible, par

exemple en rempla�cant les � par des % (ce qui laisserait un certain degr�e de libert�e

dans la constitution des s�equences).

Par exemple, soit X = X

1

� R , o�u X

1

� R . Supposons que % est repr�esentable

sur X par une fonction d'utilit�e additive f , et consid�erons des �el�ements arbitraires

x

0

1

2 X

1

et x

0

2

; x

1

2

2 R tels que x

1

2

�

2

x

0

2

. Posons � = f

2

(x

1

2

) � f

2

(x

0

2

). S'il existait

une s�equence standard croissante, (x

k

1

), on aurait, 8k, (x

k+1

1

; x

0

2

) � (x

k

1

; x

1

2

), ou, d'une

mani�ere �equivalente,

f

1

(x

k+1

1

) = f

1

(x

k

1

) + �; (8.4)

ce qui impliquerait que f

1

(x

k

1

) = f

1

(x

0

1

) + k�, qui, �a son tour, impliquerait que lorsque

k tend vers +1, f

1

(x

k

1

) tend aussi vers +1 car � > 0. Ce qui est important pour

atteindre cette conclusion n'est pas vraiment que (8.4) soit une �egalit�e, mais plutôt que

f

1

(x

k+1

1

) est sup�erieur ou �egal �a f

1

(x

k

1

) + une constante strictement positive. Donc, si

l'on rempla�cait la s�equence satisfaisant (8.4), par une s�equence (y

k

1

) telle que y

0

1

= x

0

1

,

et 8k,

f

1

(y

k+1

1

) � f

1

(y

k

1

) + �; (8.5)

on obtiendrait exactement la même conclusion : lorsque k tend vers +1, f

1

(y

k

1

) tend

aussi vers +1. Mais (8.5) est �equivalent �a (y

k+1

1

; x

0

2

) % (y

k

1

; x

1

2

). Donc, en conservant

l'esprit de l'axiome archim�edien classique, on peut conclure que toute s�equence (y

k

1

) telle

que (y

k+1

1

; x

0

2

) % (y

k

1

; x

1

2

) 8k, et telle que x

1

2

�

2

x

0

2

, si elle est en plus born�ee (c'est-�a-dire

s'il existe z; t 2 X tels que z est pr�ef�er�e �a tout �el�ement de la s�equence, qui, �a son tour

est pr�ef�er�e �a t), est �nie. Dor�enavant, j'appellerai ce type de s�equence une s�equence

sur-standard. C'est ce qu'illustre la �gure 8.8.

......

z

X

2

x

0

1

x

0

2

x

1

2

x

1

1

y

1

1

y

k+1

1

X

1

y

2

1

y

3

1

y

k

1

Fig. 8.8: Le nouvel axiome archim�edien.
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D�e�nition 8.4 (s�equence sur-standard par rapport au 1

er

composant) Pour

tout ensemble N d'entiers cons�ecutifs, l'ensemble fx

k

1

tel que x

k

1

2 X

1

; k 2 Ng est

une s�equence sur-standard par rapport au premier composant si et seulement si l'une

des deux propri�et�es suivantes est v�eri��ee :

{ (x

0

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) � (x

0

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

) et

(x

k+1

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) % (x

k

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

) 8k; k + 1 2 N ;

{ (x

0

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) � (x

0

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

) et

(x

k+1

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) - (x

k

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

) 8k; k + 1 2 N .

Des d�e�nitions similaires seraient valables pour les autres composants.

Axiome 8.3 (Nouvel axiome archim�edien par rapport au i

�eme

compo-

sant) Toute s�equence sur-standard par rapport au i

�eme

composant born�ee est

�nie ; c'est-�a-dire que si fx

k

i

2 X

i

; k 2 Ng est une s�equence sur-standard de base

f(x

0

1

; : : : ; x

0

i�1

; x

0

i+1

; : : : ; x

0

n

); (x

1

1

; : : : ; x

1

i�1

; x

1

i+1

; : : : ; x

1

n

)g, et s'il existe y; z 2 X tels

que, 8k 2 N , y - (x

0

1

; : : : ; x

0

i�1

; x

k

i

; x

0

i+1

; : : : ; x

0

n

) - z, alors N est �ni.

Notons qu'une s�equence standard est un cas particulier de s�equence sur-standard.

Par cons�equent, l'axiome ci-dessus peut parâ�tre plus restrictif que l'axiome archim�edien

classique. Cependant, lorsque la solvabilit�e restreinte est v�eri��ee par tous les composants,

pour toute s�equence sur-standard, on peut cr�eer une s�equence standard croissant ou d�e-

croissant de la même mani�ere. Il est alors relativement ais�e de montrer que la �nitude

de la s�equence standard implique celle de la s�equence sur-standard, et r�eciproquement.

Ainsi, dans le contexte traditionnel o�u tous les composants v�eri�ent la solvabilit�e res-

treinte, l'axiome archim�edien ci-dessus n'est pas plus restrictif que l'axiome classique.

8.2.2 Th�eor�emes d'existence

repr�esentation sur des produits cart�esiens de dimension 3

Il est maintenant grand temps d'exploiter les axiomes d�ecrits avec moulte d�etails

dans la sous-section pr�ec�edente. Le th�eor�eme ci-dessous, par exemple, montre comment

le th�eor�eme classique d'existence d'utilit�es additives de Krantz, Luce, Suppes, et Tversky

(1971) peut être �etendu �a des espaces tridimensionnels dont le troisi�eme composant ne

v�eri�e pas la solvabilit�e restreinte.

Th�eor�eme 8.2 Soit X = X

1

�X

2

�X

3

un produit cart�esien muni d'un pr�eordre large

total % satisfaisant l'ind�ependance (cf. page 23), l'axiome de conservation d'�echelle

(cf. page 170) et le nouvel axiome archim�edien. Supposons que les deux premiers

composants de X v�eri�ent la solvabilit�e restreinte et l'essentialit�e, et que la condition

de Thomsen soit v�eri��ee sur X

1

� X

2

. Alors il existe des fonctions f

1

: X

1

! R ,

f

2

: X

2

! R et f

3

: X

3

! R telles que :

8x; y 2 X, x - y ,

3

X

i=1

f

i

(x

i

) �

3

X

i=1

f

i

(y

i

): (8.6)
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Ce th�eor�eme �enonce simplement le fait que la repr�esentabilit�e additive sur l'espace

o�u la solvabilit�e restreinte est v�eri��ee, c'est-�a-dire X

1

� X

2

, peut être �etendue �a l'en-

semble de X. Remarquons que l'axiome 8.1 (i-lien) n'est pas requis | cet axiome n'est

utile que pour des espaces de dimensions strictement sup�erieures �a 3. Lorsque la solva-

bilit�e restreinte est v�eri��ee par les trois composants, l'ind�ependance implique l'axiome

d'�elimination du second ordre ; par cons�equent, dans ce cas, la condition de Thomsen

et l'axiome de conservation d'�echelle n'ont pas besoin d'être requis.

intuitions du th�eor�eme

L'intuition du th�eor�eme est similaire �a celle du th�eor�eme 8.1 : d'apr�es les hypoth�eses,

%

12

est repr�esentable par une fonction d'utilit�e f . Il ne reste plus maintenant qu'�a

�etendre cette propri�et�e au troisi�eme composant de X. Soient a

3

et b

3

deux �el�ements

quelconques de X

3

; sans perte de g�en�eralit�e, on supposera dans la suite que a

3

�

3

b

3

.

Il est clair que pour n'importe quels r�eels f

3

(a

3

) et f

3

(b

3

), f

1

+ f

2

+ f

3

est une utilit�e

additive sur X

1

�X

2

�fa

3

g et sur X

1

�X

2

�fb

3

g. Mais peut-on trouver des r�eels f

3

(a

3

)

et f

3

(b

3

) tels que ce soit aussi une utilit�e additive sur X

1

�X

2

�fa

3

; b

3

g ? Contrairement

au th�eor�eme 8.1, ici l'on n'est pas certain qu'il existe A = (a

1

1

; a

2

; a

3

) � B = (b

1

1

; a

2

; b

3

).

Cependant, lorsque ces deux �el�ements existent, ils imposent une relation sur f

3

:

f

3

(b

3

) = f

3

(a

3

) +

h

f

1

(a

1

1

)� f

1

(b

1

1

)

i

: (8.7)

Lorsque cette relation est v�eri��ee, f est une utilit�e sur la r�egion de la �gure 8.9. En

...... ......

a

2

1

a

p

1

a

p�1

1

b

p+1

1

b

p

1

b

p�1

1

b

2

1

b

1

1

a

p+1

1

hyperplan x

3

= a

3

hyperplan x

3

= b

3

X

1

X

1

a

1

1

C

E

A

X

2

X

2

F
B

D

P

S

Q

R

T

Fig. 8.9: Construction lorsque A et B existent.

e�et, tous les points de cette r�egion de l'hyperplan a

3

ont un point qui leur est indi��erent

sur la droite verticale d'abscisse a

1

1

et tous les points de cette r�egion de l'hyperplan b

3

ont un point qui leur est indi��erent sur la droite verticale d'abscisse b

1

1

. Or, d'apr�es

l'axiome d'ind�ependance, tout point (a

1

1

; x

2

; a

3

) est indi��erent �a (b

1

1

; x

2

; b

3

), et, d'apr�es

(8.7), on a bien

f

1

(a

1

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(b

1

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(b

3

):

Pour comparer deux points quelconques P et Q, il su�t donc de trouver l'�el�ement R

indi��erent �a P sur la droite verticale d'abscisse a

1

1

de l'hyperplan a

3

. On sait que, par
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d�e�nition, f(P ) = f(R). D'apr�es ce qui pr�ec�ede, R � S et f(R) = f(S). Donc P � S

et f(P ) = f(S). Or, dans l'hyperplan b

3

, f repr�esente % ; par cons�equent, S % Q ,

f(S) � f(Q) et S - Q , f(S) � f(Q). On a donc bien P % Q , f(P ) � f(Q) et

P - Q, f(P ) � f(Q). Donc f repr�esente bien % dans la zone .

Mais, sur ce dessin, et d'apr�es l'axiome d'ind�ependance, si A � B, alors C � D ; en

se d�epla�cant sur les courbes d'indi��erence passant par C et D, on d�eduit que E � F .

On peut alors recommencer le processus d�ecrit ci-dessus. Par r�ecurrence on montre que

f repr�esente bien les zones et . Il se peut que le produit cart�esien soit born�e ;

par exemple, sur la �gure 8.9, il se peut que a

p+1

1

soit l'�el�ement pr�ef�er�e de X

1

. La �gure

montre que le processus est encore valable dans ce cas ; cela correspond �a la zone .

Remarquons que les suites a

1

1

; a

2

1

; : : : ; a

p

1

et b

1

1

; b

2

1

; : : : ; b

p

1

sont des s�equences standards.

L'axiome archim�edien su�t alors pour d�eduire que tous les points de X

1

�X

2

� fa

3

g

indi��erents �a des points de X

1

�X

2

�fb

3

g peuvent être atteints par le processus. Quant

aux points de X

1

�X

2

�fa

3

g qui ne sont indi��erents �a aucun point de X

1

�X

2

�fb

3

g,

comme le point T , ils sont forc�ement non pr�ef�er�es aux �el�ements des zones gris�ees de

l'hyperplan a

3

, et, donc leur image par f est strictement inf�erieure �a celle des points

des zones gris�ees. De même, l'image par f des points de X

1

� X

2

� fb

3

g qui ne sont

indi��erents �a aucun point de X

1

�X

2

�fa

3

g est forc�ement strictement sup�erieure �a celle

des points des zones gris�ees de l'hyperplanX

1

�X

2

�fb

3

g. En conclusion, l'�equation (8.7)

garantit que f repr�esente % sur X

1

�X

2

� fa

3

; b

3

g.

Cependant, il se peut qu'il n'existe aucun point A = (a

1

1

; a

2

; a

3

) indi��erent �a un point

B = (b

1

1

; a

2

; b

3

). Dans ce cas, s'il existe (a

1

; a

1

2

; a

3

) � (a

1

; b

1

2

; b

3

), on peut recommencer

le travail d�ecrit ci-dessus en inversant les rôles des deux premiers composants. Le cas

contraire a deux causes possibles :

1. il existe (a

1

; a

2

; a

3

) � (b

1

; b

2

; b

3

) mais, malheureusement, a

1

�

1

b

1

et a

2

�

2

b

2

.

2. aucun �el�ement de X

1

�X

2

�fa

3

g n'est indi��erent �a un �el�ement de X

1

�X

2

�fb

3

g.

Dans le premier cas, l'�egalit�e suivante est une condition n�ecessaire pour que f repr�esente

la relation de pr�ef�erence % :

f

3

(b

3

) = f

3

(a

3

) + [f

1

(a

1

)� f

1

(b

1

)] + [f

2

(a

2

)� f

2

(b

2

)] : (8.8)

La �gure 8.10 illustre grâce aux zones gris�ees les �el�ements de X

1

�X

2

�fa

3

g indi��erents

�a des �el�ements de X

1

�X

2

�fb

3

g. On remarque la ressemblance avec la �gure 8.4 de la

page 167. Eh oui, c'est bien l'axiome de conservation d'�echelle qui permet d'a�rmer ici

que l'�equation (8.8) est su�sante pour que f soit additive.

Le deuxi�eme cas est lui-même subdivis�e en deux sous cas :

2.1. soit il existe une suite d'�el�ements de X

3

, appelons-la (y

k

3

)

p

k=0

, i-reliant a

3

et b

3

,

2.2. soit a

3

et b

3

ne sont pas i-reli�es.

Dans le premier sous-cas, par d�e�nition des suites i-reliantes, 8k, 9 a

k

1

; a

k

2

; b

k+1

1

; b

k+1

2

tels que (a

k

1

; a

k

2

; y

k

3

) � (b

k+1

1

; b

k+1

2

; y

k+1

3

) ; par cons�equent, le travail d�ecrit ci-dessus s'ap-

plique �a y

k

3

et y

k+1

3

. On peut alors calculer des valeurs de f

3

(y

k

3

) et de f

3

(y

k+1

3

) de
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a

1

b

1

a

1

b

1

hyperplan a

3

hyperplan b

3

b

2

a

2

X

2

X

1

Fig. 8.10: Les �el�ements de X

1

�X

2

�fa

3

g indi��erents �a des �el�ements de X

1

�X

2

�fb

3

g.

mani�ere �a ce que f repr�esente % sur X

1

�X

2

� fy

k

3

; y

k+1

3

g. En fait, il est alors relati-

vement ais�e de voir que la construction assure, par transitivit�e, que f repr�esente % sur

X

1

�X

2

�fy

0

3

= a

3

; y

1

3

; : : : ; y

p

3

= b

3

g. Le sous-cas 2.1 montre donc qu'�a l'int�erieur d'une

même classe d'�equivalence de O

3

, une fonction f additive existe, qui repr�esente %.

Dans le sous-cas 2.2, par d�e�nition des i-liens, les classes d'�equivalence de O

3

conte-

nant a

3

et b

3

sont distinctes. Il existe alors un nombre �ni de classes d'�equivalence de

O

3

entre celle contenant a

3

et celle contenant b

3

; en e�et, dans le cas contraire, on

peut construire une suite (z

k

3

) in�nie, croissante ou d�ecroissante, constitu�ee d'�el�ements

de X

3

appartenant chacun �a une classe d'�equivalence de O

3

distincte. Supposons la

suite croissante. Par d�e�nition de O

3

, quels que soient x

1

�

1

y

1

et x

2

�

2

y

2

, on a

(y

1

; y

2

; z

k

3

) � (x

1

; x

2

; z

k+1

3

). Par cons�equent, (z

k

3

) est une s�equence sur-standard in�nie

et born�ee par a

3

et b

3

, ce qui contredit le nouvel axiome archim�edien. Conclusion : entre

la classe d'�equivalence contenant a

3

et celle contenant b

3

, il y a un nombre �ni, m� 1,

de classes d'�equivalence de O

3

. On peut donc constituer une suite �nie (z

k

3

)

m

i=0

telle que

z

0

3

= a

3

, z

m

3

= b

3

et telle que, 8k 2 f0; : : : ;m� 1g, Non(z

k

3

O

3

z

k+1

3

) et z

k

3

�

3

z

k+1

3

.

Il est alors facile de montrer que f

1

et f

2

doivent être born�ees ; dans le cas contraire,

on peut constituer une s�equence standard in�nie par rapport au premier ou au deuxi�eme

composant. Si cette s�equence est croissante, elle l'est en particulier dans l'hyperplan

z

0

3

, hyperplan dans lequel elle est born�ee sup�erieurement par n'importe quel �el�ement

(x

1

; x

2

; z

m

3

) ; si la s�equence est d�ecroissante, elle l'est en particulier dans l'hyperplan

z

m

3

, hyperplan dans lequel elle est born�ee inf�erieurement par n'importe quel �el�ement

(x

1

; x

2

; z

0

3

). Dans les deux cas, cela contredit le nouvel axiome archim�edien. De même,

en utilisant des s�equences sur-standards, on montre ais�ement que la fonction f

3

est

{ born�ee sup�erieurement sur la classe d'�equivalence de O

3

contenant z

0

3

= a

3

;

{ born�ee sur les classes d'�equivalence de O

3

contenant les z

k

3

, k 2 f1; : : : ;m� 1g,

{ born�ee inf�erieurement sur la classe d'�equivalence de O

3

contenant z

m

3

= b

3

.

Il devient alors clair qu'une condition n�ecessaire et su�sante pour que f repr�esente %
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est que, 8k 2 f0; : : : ;m� 1g

sup

x

1

2X

1

f

1

(x

1

)+ sup

x

2

2X

2

f

2

(x

2

)+ sup

x

3

O

3

z

k

3

f

3

(x

3

) � inf

x

1

2X

1

f

1

(x

1

)+ inf

x

2

2X

2

f

2

(x

2

)+ inf

x

3

O

3

z

k+1

3

f

3

(x

3

)

(8.9)

lorsqu'au moins un des inf ou des sup n'est pas atteint, et que

sup

x

1

2X

1

f

1

(x

1

)+ sup

x

2

2X

2

f

2

(x

2

)+ sup

x

3

O

3

z

k

3

f

3

(x

3

) < inf

x

1

2X

1

f

1

(x

1

)+ inf

x

2

2X

2

f

2

(x

2

)+ inf

x

3

O

3

z

k+1

3

f

3

(x

3

)

(8.10)

lorsque tous les inf et tous les sup sont atteints. Par cons�equent, on peut bien construire

une fonction d'utilit�e additive repr�esentant %.

repr�esentation sur des produits cart�esiens de dimension n

Le th�eor�eme 8.2 ne peut pas être �etendu directement �a des ensembles de dimensions

quelconques ; en e�et, consid�erons l'exemple suivant :

Exemple 8.9 Soit X = [0; 1] � [0; 1] � f0; 1; 2; 3g � f0; 1; 2; 3g un produit cart�esien

muni d'une relation de pr�ef�erence % repr�esent�ee par la fonction f(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) =

x

1

+ x

2

+ g(x

3

; x

4

), o�u g est d�e�nie d'apr�es le tableau suivant :

x

1

nx

2

0 1 2 3

0 0 3 6 9

1 6 9 12 18

2 15 21 24 27

3 24 30 33 36

Le nouvel axiome archim�edien est v�eri��e pour les deux premiers composants

puisque x

1

+ x

2

est additif, et par rapport aux autres composants car x

3

et x

4

ne

peuvent prendre qu'un nombre �ni de valeurs. La solvabilit�e restreinte ne permet

pas de compenser des changements en x

3

et en x

4

par des changements en x

1

et

x

2

. Par cons�equent, on n'a besoin de s'assurer que l'axiome d'ind�ependance est

v�eri��e que par rapport aux composants x

3

et x

4

.

Dans le tableau ci-dessus, on remarque que les nombres augmentent stricte-

ment de la gauche vers la droite, et du haut vers le bas. Par cons�equent, l'axiome

d'ind�ependance est v�eri��e. Même l'axiome d'�elimination du second ordre est sa-

tisfait ; pour s'en rendre compte, il su�t, grâce au th�eor�eme 6.1, de v�eri�er que la

condition de Thomsen est satisfaite. Or c'est �evident d'apr�es la �gure 8.11. Dans

cette derni�ere, j'ai trac�e des courbes d'indi��erences pour que le lecteur puisse

mieux rep�erer les hexagones de la condition de Thomsen.

Puisque l'axiome de conservation d'�echelle est un cas particulier de (C

2

), il est

aussi v�eri��e. Bien entendu, chaque composant est essentiel, et % est un pr�eordre

large total puisque f le repr�esente. Par cons�equent, nous sommes dans les condi-

tions d'application du th�eor�eme 8.1. Cependant, il n'existe pas de repr�esentation
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0

1

2

3

210 3

X

4

X

3

Fig. 8.11: Le plan fx

3

� x

4

g

additive sur X car

f(0; 0; 0; 3) = f(0; 0; 1; 1) = 9;

f(0; 0; 1; 0) = (0; 0; 0; 2) = 6;

f(0; 0; 2; 2) = f(0; 0; 3; 0) = 24;

f(0; 0; 3; 1) = 30 > f(0; 0; 2; 3) = 27;

contredisant ainsi l'axiome d'�elimination d'ordre 3. �

Les violations possibles de certains axiomes d'�elimination nous obligent donc �a uti-

liser l'axiome d'i-lien dans les th�eor�emes d'existence d'utilit�es additives en dimensions

strictement sup�erieures �a 3. Ceci nous am�ene �a formuler le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 8.3 Soit X un produit cart�esien de dimension n muni d'un pr�eordre large

total % satisfaisant l'ind�ependance (cf. page 23), l'axiome de conservation d'�echelle

(cf. page 170), l'axiome d'i-lien (cf. page 165) et le nouvel axiome archim�edien (cf.

page 175). Supposons que les deux premiers composants de X v�eri�ent l'essentialit�e

et la solvabilit�e restreinte, et que la condition de Thomsen soit v�eri��ee sur X

1

�X

2

.

Alors il existe des fonctions f

i

: X

i

! R , i = 1; : : : ; n, telles que :

8x; y 2 X, x - y ,

n

X

i=1

f

i

(x

i

) �

n

X

i=1

f

i

(y

i

): (8.11)

L'intuition du th�eor�eme ci-dessus est identique �a celle du th�eor�eme 8.2. En fait, sa

d�emonstration est relativement simple car l'axiome d'i-lien garantit que les relations

d'�equivalence O

3

; : : : ;O

n�1

n'ont qu'une seule classe, c'est-�a-dire que l'on se retrouve

toujours dans le cas trait�e par les �gures 8.9 ou 8.10. Seule O

n

poss�ede plusieurs classes

d'�equivalence. La construction d'une fonction d'utilit�e additive f repr�esentant % s'e�ec-

tue alors s�epar�ement sur chacune des classes d'�equivalence de O

n

; on peut alors montrer
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que sur chacune des classes, f est unique �a une transformation a�ne strictement po-

sitive pr�es. Il ne reste plus qu'�a raccorder les fonctions de chacune des classes par des

�equations similaires �a (8.9) et (8.10).

8.2.3 Propri�et�es d'unicit�e

Dans un premier temps, consid�erons que X est un ensemble de dimension trois.

L'exemple suivant devrait permettre de comprendre les m�ecanismes sous-jacents des

propri�et�es d'unicit�e :

Exemple 8.10 Soit X = [0; 1]� [0; 1]�f0; 1; 2; 5; 10g un produit cart�esien tridimen-

sionnel muni du pr�eordre large total % repr�esentable surX par la fonction d'utilit�e

f(x

1

; x

2

; x

3

) = x

1

+x

2

+x

3

. Soit g = g

1

+g

2

+g

3

une autre fonction d'utilit�e additive

repr�esentant %. Par d�e�nition, f

1

+ f

2

et g

1

+ g

2

sont des utilit�es additives repr�e-

sentant %

12

sur [0; 1] � [0; 1]. Or la solvabilit�e restreinte est v�eri��ee par rapport

aux deux premiers composants ; ainsi, d'apr�es Krantz, Luce, Suppes, et Tversky

(1971), il existe des constantes � > 0 et �

1

; �

2

2 R telles que, 8x

1

; x

2

2 [0; 1],

g

1

(x

1

) = �f

1

(x

1

)+�

1

= �x

1

+�

1

et g

2

(x

2

) = �f

2

(x

2

)+�

2

= �x

2

+�

2

. Par cons�e-

quent, les fonctions d'utilit�e correspondant aux composants solvables sont uniques

�a une transformation a�ne strictement positive pr�es (propri�et�e cardinale).

Quant au troisi�eme composant, l'unicit�e est moins �evidente. La �gure 8.12

montre l'image par f de [0; 1] � [0; 1] en fonction de x

3

(par exemple, la droite

horizontale la plus basse correspond �a l'ensemble ff(x

1

; x

2

; 0) : x

1

; x

2

2 [0; 1]g =

[0; 2]). Sur cette �gure, il est notable que l'�etendue de f(X

1

;X

2

; 0), c'est-�a-dire

2 7 10 12

10

5

2
1
0
0 1 3 4 5

x

3

f(X

1

; X

2

; x

3

)

Fig. 8.12: Etendue de f(X

1

;X

2

; x

3

) en fonction de x

3

.

[0; 2], est d'intersection non nulle avec celle de f(X

1

;X

2

; 1), c'est-�a-dire [1; 3]. Ceci

signi�e qu'il existe y

1

; z

1

2 X

1

et y

2

; z

2

2 X

2

tels que

f(y

1

; y

2

; 0) = f(z

1

; z

2

; 1):

Puisque g repr�esente aussi %, l'�egalit�e suivante doit être vraie :

g

1

(y

1

) + g

2

(y

2

) + g

3

(0) = g

1

(z

1

) + g

2

(z

2

) + g

3

(1):
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L'unicit�e de g

1

et de g

2

implique clairement que si �

0

est tel que g

3

(0) = �f

3

(0)+

�

0

, alors

g

3

(1) = �f

3

(1) + �

0

:

La même propri�et�e est vraie entre (x

3

= 1) et (x

3

= 2), c'est-�a-dire que g

3

(2) =

�f

3

(2) + �

0

. Remarquons que, par d�e�nition, (x

3

= 0) O

3

(x

3

= 1) O

3

(x

3

= 2).

Par cons�equent, �a l'int�erieur des classes d'�equivalence de O

3

, f

3

est cardinale.

Consid�erons maintenant x

3

= 2 et x

3

= 5. Il est clair que f(X

1

;X

2

; 2) n'in-

tersecte pas f(X

1

;X

2

; 5). En termes de relations de pr�ef�erence, cela signi�e que

8x

1

; x

2

; y

1

; y

2

2 [0; 1], (x

1

; x

2

; 2) � (y

1

; y

2

; 5), ou encore, que Non((x

3

= 2)O

3

(x

3

=

5)). Pour que g repr�esente %, il su�t que g(1; 1; 2) < g(0; 0; 5). En d'autres termes,

seule l'in�egalit�e suivante doit être v�eri��ee :

g

3

(5) > �f

3

(2) + �

0

+ �[f

1

(1) + f

2

(1)]� �[f

1

(0) + f

2

(0)]:

Par cons�equent, pour avoir g

3

(5) = �f

3

(5) + �

1

, tout

�

1

> �

0

+ �[f

1

(1) + f

2

(1) + f

3

(2)] � �[f

1

(0) + f

2

(0) + f

3

(5)]

convient. Un argument similaire s'appliquerait au couple (x

3

= 5; x

3

= 10). �

Cet exemple sugg�ere la propri�et�e d'unicit�e d�ecrite dans le th�eor�eme ci-dessous :

Th�eor�eme 8.4 Soit X = X

1

� X

2

� X

3

muni d'un pr�eordre large total % repr�e-

sentable par une fonction d'utilit�e additive

P

3

i=1

f

i

, et tel que la solvabilit�e restreinte

soit v�eri��ee par rapport aux deux premiers composants. Alors il existe un ensemble N

d'entiers cons�ecutifs | �ni ou in�ni | et une suite d'�el�ements de X

3

, (x

i

3

)

i2N

, tels

que

{ 8x

3

2 X

3

, 9 i 2 N tel que x

3

O

3

x

i

3

,

{ 8i; i+ 1 2 N (si Card(N) > 1), x

i+1

3

�

3

x

i

3

et Non(x

i

3

O

3

x

i+1

3

).

Si g = g

1

+ g

2

+ g

3

repr�esente aussi %, alors il existe des constantes � > 0, �

1

, �

2

et

�

i

, i 2 N , telles que :

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

8x 2 X

1

, g

1

(x

1

) = � � f

1

(x

1

) + �

1

8x 2 X

2

, g

2

(x

2

) = � � f

2

(x

2

) + �

2

8x

3

O

3

x

i

3

, g

3

(x

3

) = � � f

3

(x

3

) + �

i

o�u

�

i+1

� �

i

+ � � [sup

x

1

;x

2

ff

1

(x

1

) + f

2

(x

2

)g+ sup

y

3

O

3

x

i

3

f

3

(y

3

)]

� � � [inf

x

1

;x

2

ff

1

(x

1

) + f

2

(x

2

)g+ inf

y

3

O

3

x

i+1

3

f

3

(y

3

)]

avec une �egalit�e seulement si l' inf et/ou le sup n'est pas atteint.

De plus, si Card(N) > 1, alors f

1

et f

2

sont born�ees.

Dans le dernier exemple, la suite x

i

3

du th�eor�eme 8.4 serait x

0

3

= 0, 1 ou 2 | car 0

est i-reli�e avec 1, et 1 avec 2 | x

1

3

= 5 et x

2

3

= 10.
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L'intuition de ce th�eor�eme est intimement li�ee �a celle du th�eor�eme 8.2 ; en e�et, dans

les page 176 �a 179, on a montr�e qu'une fonction d'utilit�e additive existait en la construi-

sant. Dans le processus de construction, on s'est aper�cu qu'�a l'int�erieur des classes

d'�equivalence de O

3

, les suites i-reliant les di��erents �el�ements imposent des relations

d'�egalit�e sur f

3

(cf. les �equations (8.7) et (8.8)) ; celles-ci, conjugu�ees �a la \classique"

unicit�e cardinale de f

1

et f

2

, impliquent une unicit�e cardinale �a l'int�erieur des classes

d'�equivalence de O

3

. Par contre, comme le montrent les in�egalit�es (8.9) et (8.10), entre

deux classes d'�equivalence distinctes, il n'y a plus unicit�e �a une transformation a�ne

strictement positive pr�es.

Passons maintenant �a des produits cart�esiens de dimensions quelconques. On va

alors d�ecrire l'unicit�e des utilit�es additives du th�eor�eme 8.3. Ici, l'axiome d'i-lien assure

que les fonctions f

i

, pour i 2 f1; : : : ; n � 1g, sont uniques �a une transformation a�ne

strictement positive pr�es. En fait, seule f

n

peut ne pas être cardinale. Ceci nous am�ene

�a formuler le dernier th�eor�eme de ce chapitre :

Th�eor�eme 8.5 Soit X un produit cart�esien de dimension n sup�erieure ou �egale �a 3

muni d'une relation de pr�ef�erence % repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive

P

n

i=1

f

i

. Supposons que l'axiome d'i-lien (cf. page 165) est v�eri��e, ainsi que la solva-

bilit�e restreinte par rapport aux deux premiers composants. Alors il existe un ensemble

N d'entiers cons�ecutifs | �ni ou in�ni | et une suite d'�el�ements de X

n

, (x

i

n

)

i2N

,

telle que

{ 8x

n

2 X

n

, 9 i 2 N tel que x

n

O

n

x

i

n

,

{ 8i; i+ 1 2 N (si Card(N) > 1), x

i+1

n

�

n

x

i

n

et Non(x

i

n

O

n

x

i+1

n

).

Si g = g

1

+ � � � + g

n

repr�esente aussi %, alors il existe des constantes � > 0,

�

1

; : : : ; �

n�1

2 R et �

i

2 R, i 2 N , telles que :

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

8x 2 X

i

, i < n; g

i

(x

i

) = � � f

i

(x

i

) + �

i

8x

n

O

n

x

i

n

; g

n

(x

n

) = � � f

n

(x

n

) + �

i

o�u

�

i+1

� �

i

+ � �

"

sup

x

1

;:::;x

n�1

(

n�1

X

i=1

f

i

(x

i

)

)

+ sup

y

n

O

n

x

i

n

f

n

(y

n

)

#

� � �

"

inf

x

1

;:::;x

n�1

(

n�1

X

i=1

f

i

(x

i

)

)

+ inf

y

n

O

n

x

i+1

n

f

n

(y

n

)

#

avec une �egalit�e seulement si l' inf et/ou le sup n'est pas atteint.

De plus, si Card(N) > 1, alors les fonctions f

i

, i = 1; : : : ; n� 1, sont born�ees.

8.3 D�emonstrations

D�emonstration du th�eor�eme 8.1 : Consid�erons un �el�ement arbitraire de

Q

n

i=3

X

i

,

(x

0

3

; : : : ; x

0

n

). On sait que pour tous x

1

; y

1

2 X

1

, x

2

; y

2

2 X

2

(x

1

; x

2

) -

12

(y

1

; y

2

), (x

1

; x

2

; x

0

3

; : : : ; x

0

n

) - (y

1

; y

2

; x

0

3

; : : : ; x

0

n

):
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Or par hypoth�ese, %

12

est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive ; il existe

donc des fonctions, f

1

: X

1

! R et f

2

: X

2

! R , telles que :

(x

1

; x

2

; x

0

3

; : : : ; x

0

n

) - (y

1

; y

2

; x

0

3

; : : : ; x

0

n

), f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

): (8.12)

Maintenant, pour tout i = 3; 4; : : : ; n, soient f

i

(x

0

i

) des nombres r�eels arbitraires. Il

est clair que

(x

1

; x

2

; x

0

3

; : : : ; x

0

n

) - (y

1

; y

2

; x

0

3

; : : : ; x

0

n

)

, f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) +

n

X

i=3

f

i

(x

0

i

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) +

n

X

i=3

f

i

(x

0

i

):

Par solvabilit�e non restreinte par rapport au premier composant,

8y

i

2 X

i

, 9 x

1

(y

i

) 2 X

1

tel que (x

1

(y

i

); x

0

2

; : : : ; x

0

n

) � (x

0

1

; : : : ; x

0

i�1

; y

i

; x

0

i+1

; : : : ; x

0

n

):

On d�e�nit

f

i

(y

i

) = f

1

(x

1

(y

i

))� f

1

(x

0

1

) + f

i

(x

0

i

) (8.13)

Remarquons que x

1

(x

0

i

) = x

0

1

, et, donc, f

i

(x

0

i

) est bien d�e�ni. Nous allons montrer

par r�ecurrence que les fonctions f

i

, d�e�nies par (8.13), forment une fonction d'utilit�e

additive.

Les f

i

�etant d�e�nis comme dans (8.13), supposons que dans

Q

k

i=1

X

i

�

Q

n

i=k+1

fx

0

i

g,

(x

1

; : : : ; x

k

; x

0

k+1

; : : : ; x

0

n

) - (y

1

; : : : ; y

k

; x

0

k+1

; : : : ; x

0

n

)

,

k

X

i=1

f

i

(x

i

) +

n

X

i=k+1

f

i

(x

0

i

) �

k

X

i=1

f

i

(y

i

) +

n

X

i=k+1

f

i

(x

0

i

):

(8.14)

Consid�erons un �el�ement arbitraire y = (y

1

; : : : ; y

k+1

; x

0

k+2

; : : : ; x

0

n

) du produit cart�esien

Q

k+1

i=1

X

i

�

Q

n

i=k+2

fx

0

i

g. Par solvabilit�e non restreinte par rapport au second composant,

9 y

0

2

2 X

2

tel que (y

1

; y

2

; y

3

; : : : ; y

k

; x

0

k+1

; : : : ; x

0

n

) � (x

0

1

; y

0

2

; x

0

3

; : : : ; x

0

n

) ;

or, d'apr�es (8.14),

k

X

i=1

f

i

(y

i

) = f

1

(x

0

1

) + f

2

(y

0

2

) +

k

X

i=3

f

i

(x

0

i

):

On a donc forc�ement

y � (x

0

1

; y

0

2

; x

0

3

; : : : ; x

0

k

; y

k+1

; x

0

k+1

; : : : ; x

0

n

):

Mais, d'apr�es (8.13), il existe x

1

(y

k+1

) dans X

1

tel que

(x

1

(y

k+1

); x

0

2

; : : : ; x

0

n

) � (x

0

1

; :::; x

0

k

; y

k+1

; x

0

k+2

; :::; x

0

n

) et

f

k+1

(y

k+1

) = f

1

(x

1

(y

k+1

))� f

1

(x

0

1

) + f

k+1

(x

0

k+1

):

Par cons�equent, d'apr�es l'axiome d'ind�ependance,

y � (x

1

(y

k+1

); y

0

2

; x

0

3

; : : : ; x

0

n

) et

k+1

X

i=1

f

i

(y

i

) = f

1

(x

1

(y

1

)) + f

2

(y

0

2

) +

k+1

X

i=3

f

i

(x

0

i

):
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Donc, tout �el�ement de

Q

k+1

i=1

X

i

�

Q

n

i=k+2

fx

0

i

g poss�ede un �equivalent dans X

1

�X

2

�

Q

n

i=3

fx

0

i

g, et leurs utilit�es sont �egales. Ainsi, dans

Q

k+1

i=1

X

i

�

Q

n

i=k+2

fx

0

i

g,

(x

1

; : : : ; x

k+1

; x

0

k+2

; : : : ; x

0

n

) - (y

1

; : : : ; y

k+1

; x

0

k+2

; : : : ; x

0

n

)

,

k+1

X

i=1

f

i

(x

i

) +

n

X

i=k+2

f

i

(x

0

i

) �

k+1

X

i=1

f

i

(y

i

) +

n

X

i=k+2

f

i

(x

0

i

):

Puisque cette propri�et�e est vraie pour k = 2, par r�ecurrence, c'est aussi vrai pour tout

k 2 f2; : : : ; ng. Il existe Donc une fonction d'utilit�e additive repr�esentant %.

Pour achever la d�emonstration, montrons l'unicit�e �a une transformation a�ne stric-

tement positive pr�es. Tout d'abord, f

1

et f

2

sont uniques �a une transformation a�ne

strictement positive pr�es. En e�et, leur existence, combin�ee avec la solvabilit�e non res-

treinte assure le fait que, sur X

1

�X

2

, la condition de Thomsen et l'axiome archim�edien,

et, plus g�en�eralement toutes les hypoth�eses des th�eor�emes classiques sont v�eri��ees. En

utilisant ces derniers, on conclut �a l'unicit�e de f

1

et f

2

�a une transformation a�ne

strictement positive pr�es.

Supposons maintenant que g

i

, i = 1; 2; : : : ; n, sont des fonctions repr�esentant %, et

consid�erons un �el�ement arbitraire y

k

de X

k

, pour k 2 f3; : : : ; ng. Soit x

1

(y

k

) l'�el�ement

tel que (x

1

(y

k

); x

0

2

; : : : ; x

0

n

) � (x

0

1

; : : : ; x

0

k�1

; y

k

; x

0

k+1

; : : : ; x

0

n

). Alors

g

k

(y

k

) = g

1

(x

1

(y

k

))� g

1

(x

0

1

) + g

k

(x

0

k

) et f

k

(y

k

) = f

1

(x

1

(y

k

))� f

1

(x

0

1

) + f

k

(x

0

k

):

Or on sait qu'il existe des constantes a > 0, b

1

, b

2

telles que g

1

(�) = a � f

1

(�) + b

1

et

g

2

(�) = a � f

2

(�) + b

2

. Donc

g

k

(y

k

) = a � f

1

(x

1

(y

k

)) + b

1

� a � f

1

(x

0

1

)� b

1

+ g

k

(x

0

k

)

= a[f

1

(x

1

(y

k

))� f

1

(x

0

1

)] + g

k

(x

0

k

)

= a � f

k

(y

k

) + g

k

(x

0

k

)� a � f

k

(x

0

k

):

Mais x

0

k

est une constante, donc g

k

(x

0

k

)� a � f

k

(x

0

k

) est aussi une constante. Par cons�e-

quent, les fonctions f

k

sont aussi uniques �a une transformation a�ne strictement positive

pr�es. �

D�emonstration du corollaires 8.1 et 8.2 : Ces corollaires sont �evidents car les

axiomes 2.3, 3.3 et 3.1 garantissent l'existence de repr�esentations additives sur X

1

�X

2

,

ce qui permet d'utiliser le th�eor�eme 8.1. �

D�emonstration du lemme 8.1 : Cette d�emonstration est organis�ee en 4 �etapes. La

premi�ere montre que l'axiome d'ind�ependance est v�eri��e ; les trois autres �etapes sont

consacr�ees �a la condition d'�elimination d'ordre (m+ 1) ; dans la deuxi�eme, on d�erive �a

partir d'une violation de (C

m+1

) une condition sur les troisi�eme et quatri�eme composants

deX ; celle-ci implique que soit%

12

viole (C

m+1

) sur l'espaceX

1

�X

2

, ce que l'on montre

être impossible dans la troisi�eme �etape, soit %

34

viole (C

m+1

) sur l'espace X

3

�X

4

, ce

qui se r�ev�ele impossible d'apr�es la quatri�eme �etape.
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Premi�ere �etape : l'ind�ependance

% est repr�esentable par la fonction d'utilit�e suivante :

f(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) =

8

>

<

>

:

x

1

+ x

2

+ x

3

+ x

4

si x

4

< 2m;

x

1

+ x

2

+ x

3

+m

2

+ 2m� 2:5 si x

4

= 2m et x

3

pair;

x

1

+ x

2

+ x

3

+m

2

+ 2m� 3 si x

4

= 2m et x

3

impair.

Par cons�equent, il est clair que les deux premiers composants v�eri�ent l'axiome d'ind�e-

pendance. Soit g : X

3

�X

4

! R la fonction d�e�nie par :

g(x

3

; x

4

) =

8

>

<

>

:

x

3

+ x

4

si x

4

< 2m;

x

3

+m

2

+ 2m� 2:5 si x

4

= 2m et x

3

pair;

x

3

+m

2

+ 2m� 3 si x

4

= 2m et x

3

impair ;

alors f(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) = x

1

+ x

2

+ g(x

3

; x

4

). Le troisi�eme composant v�eri�e lui aussi

l'ind�ependance ; en e�et, supposons que

(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) % (y

1

; y

2

; x

3

; y

4

): (8.15)

Alors x

4

� y

4

; en e�et, si l'on examine le tableau 8.1, dans lequel on trouve les images

par la fonction g de quelques couples (x

3

; x

4

), on peut remarquer que les chi�res croissent

x

3

nx

4

0 2(m� 1) 2m

0 0 2m� 2 m

2

+ 2m� 2:5

1 1 2m� 1 m

2

+ 2m� 2

2 2 2m m

2

+ 2m� :5

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

m

2

� 1 m

2

� 1 m

2

+ 2m� 3 2m

2

+ 2m� 3:5

m

2

m

2

m

2

+ 2m� 2 2m

2

+ 2m� 3

Tab. 8.1: Images des couples (x

3

; x

4

) par g.

de la gauche vers la droite, et que la di��erence (en valeur absolue) entre n'importe quel

couple d'�el�ements d'une même ligne est sup�erieure �a 1 ; par cons�equent, si y

4

> x

4

, alors

f(y

1

; y

2

; x

3

; y

4

) � f(0; 0; x

3

; y

4

) = g(x

3

; y

4

)

> g(x

3

; x

4

) + 1

> g(x

3

; x

4

) +

1

4

= g(

1

8

;

1

8

; x

3

; x

4

)

� g(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

);

ce qui serait en contradiction avec (8.15). Maintenant, si x

4

> y

4

, alors, pour une raison

similaire,

f(x

1

; x

2

; y

3

; x

4

) > f(y

1

; y

2

; y

3

; y

4

) +

3

4

, 8y

3

2 X

3

;
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de telle sorte que (8.15) implique

(x

1

; x

2

; y

3

; x

4

) % (y

1

; y

2

; y

3

; y

4

), 8y

3

2 X

3

:

Puisque x

3

est arbitraire, (8.15) est donc �equivalent �a

(x

1

; x

2

; y

3

; x

4

) % (y

1

; y

2

; y

3

; y

4

), 8y

3

2 X

3

:

Si x

4

= y

4

, alors (8.15) est �equivalent �a :

x

1

+ x

2

+ x

3

+ x

4

� y

1

+ y

2

+ x

3

+ x

4

si x

4

< 2m;

x

1

+ x

2

+ x

3

+m

2

+ 2m�

5

2

� y

1

+ y

2

+ x

3

+m

2

+ 2m�

5

2

si x

4

= 2m et x

3

pair,

x

1

+ x

2

+ x

3

+m

2

+ 2m� 3 � y

1

+ y

2

+ x

3

+m

2

+ 2m� 3 si x

4

= 2m et x

3

impair.

Quels que soient x

3

et x

4

, il est clair que les �egalit�es ci-dessus sont �equivalentes �a

x

1

+ x

2

� y

1

+ y

2

. Cette derni�ere �egalit�e ne d�ependant pas de x

3

, (8.15) est donc

�equivalent �a

(x

1

; x

2

; y

3

; x

4

) % (y

1

; y

2

; y

3

; x

4

), 8y

3

2 X

3

:

Par cons�equent, le troisi�eme composant v�eri�e l'axiome d'ind�ependance. Mais cet axiome

est aussi v�eri��e par le quatri�eme composant, en e�et, supposons que :

(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) % (y

1

; y

2

; y

3

; x

4

): (8.16)

Comme pr�ec�edemment, puisque les chi�res du tableau 8.1 sont croissants du haut vers

le bas, et puisque la di��erence entre deux chi�res d'une même colonne est toujours

sup�erieure ou �egale �a

1

2

, (8.16) implique que x

3

� y

3

. Le cas x

3

= y

3

a d�ej�a �et�e discut�e

ci-dessus ; consid�erons donc que x

3

> y

3

; dans ce cas,

8y

4

, g(x

3

; y

4

) � g(y

3

; y

4

) +

1

2

;

de telle sorte que

8x

1

; y

1

2 X

1

et x

2

; y

2

2 X

2

, f(x

1

; x

2

; x

3

; y

4

) � f(y

1

; y

2

; y

3

; y

4

);

ce qui con�rme que l'axiome d'ind�ependance est v�eri��e par le quatri�eme composant.

Deuxi�eme �etape : condition sur les troisi�eme et quatri�eme composants

Soient (x

i

1

; x

i

2

; x

i

3

; x

i

4

) et (y

i

1

; y

i

2

; y

i

3

; y

i

4

), i 2 f1; : : : ;m + 2g, des �el�ements de X tels

que

{ 8j 2 f1; 2; 3; 4g, (y

1

j

; : : : ; y

m+2

j

) est une permutation de (x

1

j

; : : : ; x

m+2

j

),

{ 8k < m+ 2, (x

k

1

; x

k

2

; x

k

3

; x

k

4

) % (y

k

1

; y

k

2

; y

k

3

; y

k

4

).

Si ces �el�ements entrâ�nent une violation de la condition d'�elimination d'ordre (m+1),

alors

(x

m+2

1

; x

m+2

2

; x

m+2

3

; x

m+2

4

) % (y

m+2

1

; y

m+2

2

; y

m+2

3

; y

m+2

4

);
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et il existe au moins un indice i dans f1; : : : ;m+ 2g tel que

(x

i

1

; x

i

2

; x

i

3

; x

i

4

) � (y

i

1

; y

i

2

; y

i

3

; y

i

4

):

On peut supposer sans perte de g�en�eralit�e que cet indice est le dernier (si d'aventure ce

n'�etait pas le cas, on pourrait toujours permuter les relations correspondant aux indices

i et m+2). Le but de cette supposition est juste de simpli�er les notations. Maintenant,

d'apr�es l'axiome d'ind�ependance, %

34

est bien d�e�ni et

8k 2 f1; : : : ;m+ 2g, (x

k

3

; x

k

4

) %

34

(y

k

3

; y

k

4

) ; (8.17)

si tel n'�etait pas le cas, puisque d�es que deux �el�ements du tableau 8.1 ne sont pas �egaux,

leur di��erence (en valeur absolue) est sup�erieure ou �egale �a

1

2

, on aurait :

f(y

1

; y

2

; y

k

3

; y

k

4

) � f(0; 0; y

k

3

; y

k

4

) = g(y

k

3

; y

k

4

)

� g(x

k

3

; x

k

4

) +

1

2

= f(0; 0; x

k

3

; x

k

4

) +

1

2

= f(

1

8

;

1

8

; x

k

3

; x

k

4

) +

1

4

� f(x

1

; x

2

; x

k

3

; x

k

4

) +

1

4

;

ce qui rendrait (x

k

1

; x

k

2

; x

k

3

; x

k

4

) % (y

k

1

; y

k

2

; y

k

3

; y

k

4

) impossible.

Troisi�eme �etape : si (x

k

3

; x

k

4

) �

34

(y

k

3

; y

k

4

) 8k 2 f1; : : : ;m+ 2g

Alors, en substituant (y

k

3

; y

k

4

) par (x

k

3

; x

k

4

) pour tout k 2 f1; : : : ;m + 2g, on obtient

m+2 �el�ements de X, (x

k

1

; x

k

2

; x

k

3

; x

k

4

), et m+2 autres �el�ements, (y

k

1

; y

k

2

; x

k

3

; x

k

4

), tels que

{ 8j 2 f1; 2g, (y

1

j

; : : : ; y

m+2

j

) est une permutation de (x

1

j

; : : : ; x

m+2

j

),

{ 8k < m+ 2, (x

k

1

; x

k

2

; x

k

3

; x

k

4

) % (y

k

1

; y

k

2

; x

k

3

; x

k

4

),

{ (x

m+2

1

; x

m+2

2

; x

m+2

3

; x

m+2

4

) � (y

m+2

1

; y

m+2

2

; x

m+2

3

; x

m+2

4

),

ou, en l'exprimant di��eremment, m+2 �el�ements (x

k

1

; x

k

2

) et m+2 �el�ements (y

k

1

; y

k

2

) tels

que

{ 8j 2 f1; 2g, (y

1

j

; : : : ; y

m+2

j

) est une permutation de (x

1

j

; : : : ; x

m+2

j

),

{ 8k < m+ 2, (x

k

1

; x

k

2

) %

12

(y

k

1

; y

k

2

),

{ (x

m+2

1

; x

m+2

2

) �

12

(y

m+2

1

; y

m+2

2

).

Par cons�equent, l'axiome d'�elimination d'ordre (m+1) est viol�e par %

12

sur X

1

�X

2

. Or

c'est impossible car%

12

est manifestement repr�esentable par la fonction d'utilit�e additive

x

1

+ x

2

, et parce que, pour qu'une telle fonction existe, les conditions d'�elimination de

tous ordres doivent être v�eri��ees.
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Quatri�eme �etape : s'il existe k tel que (x

k

3

; x

k

4

) �

34

(y

k

3

; y

k

4

)

D'apr�es (8.17), les x

i

3

et les x

i

4

sont tels que

{ 8j 2 f3; 4g, (y

1

j

; : : : ; y

m+2

j

) est une permutation de (x

1

j

; : : : ; x

m+2

j

),

{ 8k < m+ 2, (x

k

3

; x

k

4

) %

34

(y

k

3

; y

k

4

),

{ (x

m+2

3

; x

m+2

4

) �

34

(y

m+2

3

; y

m+2

4

),

ce qui caract�erise une violation de la condition d'�elimination d'ordre (m + 1) par la

relation de pr�ef�erence %

34

.

Soient Y = R � f0; 2; 4; : : : ; 2mg et %

�

la relation de pr�ef�erence repr�esentable sur Y

par la fonction d'utilit�e suivante :

h(x

1

; x

2

) =

(

x

1

+ x

2

si x

2

< 2m;

0:5(x

1

mod 2)

2

+ 2(x

1

div 2) +m

2

+ 2m� 2:5 si x

2

= 2m:

Ainsi, la relation %

�

correspond �a celle de la page 89, dont on sait d'apr�es le lemme 6.1

qu'elle v�eri�e (C

m+1

).

Remarquons que X

3

= f0; : : : ;m

2

g � R et X

4

= f0; 2(m� 1); 2mg � f0; 2; : : : ; 2mg,

de telle sorte que

X

3

�X

4

� Y:

De plus,

8(x

3

; x

4

) 2 X

3

�X

4

, g(x

3

; x

4

) = h(x

3

; x

4

) ;

en e�et,

{ si x

4

< 2m, la d�e�nition de g est identique �a celle de h ;

{ si x

4

= 2m et x

3

est pair, alors

1

2

(x

3

mod 2)

2

+ 2(x

3

div 2) = x

3

, et, par voie de

cons�equence,

h(x

3

; x

4

) =

1

2

(x

3

mod 2)

2

+ 2(x

3

div 2) +m

2

+ 2m� 2:5

= x

3

+m

2

+ 2m� 2:5

= g(x

3

; x

4

) ;

{ si x

4

= 2m et x

3

est impair, alors

1

2

(x

3

mod 2)

2

+ 2(x

3

div 2) =

1

2

+ x

3

� 1

= x

3

�

1

2

;

de telle sorte que

h(x

3

; x

4

) = x

3

�

1

2

+m

2

+ 2m� 2:5

= x

3

+m

2

+ 2m� 3

= g(x

3

; x

4

):
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Par cons�equent, une violation de la condition d'�elimination d'ordre (m+1) par %

34

entrâ�ne une violation de la même condition par %

�

sur Y , ce qui contredit le lemme 6.1.

Ainsi % doit n�ecessairement v�eri�er l'axiome d'�elimination d'ordre (m+ 1), et, par

cons�equent, le lemme 8.1 est bien v�eri��e. �

Lemme 8.2 Soient X = X

1

� X

2

� X

3

et % un pr�eordre large total sur X tels

que % v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (voir page 23) et tels que les deux premiers

composants de X v�eri�ent la solvabilit�e restreinte (voir page 41). Si

(x

1

; x

2

; x

3

) - (y

1

; y

2

; y

3

) - (z

1

; z

2

; x

3

);

alors il existe (a

1

; a

2

; x

3

) 2 X tel que (a

1

; a

2

; x

3

) � (y

1

; y

2

; y

3

).

D�emonstration du lemme 8.2 : Supposons que

(x

1

; x

2

; x

3

) - (y

1

; y

2

; y

3

) - (z

1

; z

2

; x

3

):

%

1

et %

2

sont des pr�eordres larges totaux bien d�e�nis puisque l'axiome d'ind�ependance

est v�eri��e. Donc, puisque (x

1

; x

2

; x

3

) - (z

1

; z

2

; x

3

), soit x

1

-

1

z

1

, soit x

2

-

2

z

2

.

{ Si x

1

-

1

z

1

, alors

{ soit (x

1

; z

2

; x

3

) - (y

1

; y

2

; y

3

) :

auquel cas (x

1

; z

2

; x

3

) - (y

1

; y

2

; y

3

) - (z

1

; z

2

; x

3

), ce qui, d'apr�es la solvabilit�e

restreinte par rapport au premier composant, implique qu'il existe a

1

2 X

1

tel que (y

1

; y

2

; y

3

) � (a

1

; z

2

; x

3

),

{ soit (x

1

; z

2

; x

3

) % (y

1

; y

2

; y

3

) :

auquel cas (x

1

; x

2

; x

3

) - (y

1

; y

2

; y

3

) - (x

1

; z

2

; x

3

), ce qui implique, d'apr�es la

solvabilit�e restreinte par rapport au second composant, qu'il existe a

2

2 X

2

tel que (y

1

; y

2

; y

3

) � (x

1

; a

2

; x

3

).

{ Si x

2

-

2

z

2

, alors

{ soit (z

1

; x

2

; x

3

) - (y

1

; y

2

; y

3

) :

auquel cas (z

1

; x

2

; x

3

) - (y

1

; y

2

; y

3

) - (z

1

; z

2

; x

3

), ce qui, d'apr�es la solvabilit�e

restreinte par rapport au second composant, implique qu'il existe a

2

2 X

2

tel que (y

1

; y

2

; y

3

) � (z

1

; a

2

; x

3

),

{ soit (z

1

; x

2

; x

3

) % (y

1

; y

2

; y

3

) :

auquel cas (x

1

; x

2

; x

3

) - (y

1

; y

2

; y

3

) - (z

1

; x

2

; x

3

), ce qui implique, d'apr�es la

solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, qu'il existe a

1

2 X

1

tel que (y

1

; y

2

; y

3

) � (a

1

; x

2

; x

3

).

�
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Lemme 8.3 Soient X = X

1

� X

2

� fa

3

; b

3

g et % un pr�eordre large total sur X

tels que % v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (voir page 23), tels que les deux premiers

composants v�eri�ent la solvabilit�e restreinte (voir page 41), et tels que a

3

�

3

b

3

. Soit

Y = f(y

1

; y

2

; y

3

) 2 X : 9(x

1

; x

2

; x

3

) 2 X tel que (x

1

; x

2

; x

3

) � (y

1

; y

2

; y

3

) et y

3

6= x

3

g:

Si Y 6= � et XnY 6= �, alors pour tout (y

1

; y

2

; y

3

) 2 Y ,

(x

1

; x

2

; a

3

) � (y

1

; y

2

; y

3

) , 8(x

1

; x

2

; a

3

) 2 XnY

(y

1

; y

2

; y

3

) � (x

1

; x

2

; b

3

) , 8(x

1

; x

2

; b

3

) 2 XnY:

(8.18)

D�emonstration du lemme 8.3 : Si Y = �, le lemme est trivialement v�eri��e. Sup-

posons donc que Y 6= �. Nous allons utiliser une d�emonstration par l'absurde. Soient

(x

1

; x

2

; a

3

) 2 XnY et (y

1

; y

2

; y

3

) 2 Y tels que

(y

1

; y

2

; y

3

) - (x

1

; x

2

; a

3

); (8.19)

contredisant ainsi (8.18). Puisque (y

1

; y

2

; y

3

) 2 Y , et d'apr�es la d�e�nition de Y , il existe

(z

1

; z

2

; b

3

) 2 Y tel que (z

1

; z

2

; b

3

) � (y

1

; y

2

; y

3

). ainsi (8.19) est �equivalent �a

(z

1

; z

2

; b

3

) - (x

1

; x

2

; a

3

): (8.20)

D'apr�es la d�e�nition de�

3

et l'axiome d'ind�ependance, et puisque a

3

�

3

b

3

, (x

1

; x

2

; a

3

) �

(x

1

; x

2

; b

3

) ; donc, d'apr�es (8.20), l'�equation suivante est vraie :

(z

1

; z

2

; b

3

) - (x

1

; x

2

; a

3

) � (x

1

; x

2

; b

3

): (8.21)

Mais alors, d'apr�es le lemme 8.2, il existe b

1

; b

2

tels que (x

1

; x

2

; a

3

) � (b

1

; b

2

; b

3

), ce qui

contredit l'hypoth�ese que (x

1

; x

2

; a

3

) 2 XnY . Par cons�equent, si (x

1

; x

2

; a

3

) 2 XnY ,

(8.19) ne peut être v�eri��ee, et r�eciproquement. Une d�emonstration similaire montrerait

que (y

1

; y

2

; y

3

) � (x

1

; x

2

; b

3

). �
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Lemme 8.4 Soient X = X

1

�X

2

�fa

3

; b

3

g et % un pr�eordre large total sur X. Sup-

posons que % v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (voir page 23), que les deux premiers

composants de X soient essentiels (voir page 43) et v�eri�ent la solvabilit�e restreinte

ainsi que la condition de Thomsen (voir page 24). Supposons en outre que le nou-

vel axiome archim�edien (voir page 175) et l'axiome de conservation d'�echelle (voir

page 170) soient v�eri��es, et que a

3

-

3

b

3

. Alors, il existe des fonctions f

1

: X

1

! R ,

f

2

: X

2

! R et f

3

: fa

3

; b

3

g ! R telles que :

8x; y 2 X

1

�X

2

� fa

3

; b

3

g, x - y ,

3

X

i=1

f

i

(x

i

) �

3

X

i=1

f

i

(y

i

):

De plus, si g

1

: X

1

! R , g

2

: X

2

! R et g

3

: fa

3

; b

3

g ! R satisfont aussi l'�equivalence

ci-dessus, alors il existe des constantes r�eelles � > 0, �

1

, �

2

, �

3

et �

4

telles que :

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

8x

1

2 X

1

, g

1

(x

1

) = � � f

1

(x

1

) + �

1

8x

2

2 X

2

, g

2

(x

2

) = � � f

2

(x

2

) + �

2

si 9 x

1

; y

1

2 X

1

et si 9 x

2

; y

2

2 X

2

tels que (x

1

; x

2

; a

3

) � (y

1

; y

2

; b

3

)

alors g

3

(x

3

) = � � f

3

(x

3

) + �

3

, 8x

3

2 fa

3

; b

3

g

sinon g

3

(a

3

) = � � f

3

(a

3

) + �

3

et g

3

(b

3

) = � � f

3

(b

3

) + �

4

o�u �

4

� �

3

+ � � [f

3

(a

3

) + sup

x

1

;x

2

ff

1

(x

1

) + f

2

(x

2

)g]

� � � [f

3

(b

3

) + inf

x

1

;x

2

ff

1

(x

1

) + f

2

(x

2

)g]

avec une �egalit�e seulement si l' inf et/ou le supn'est pas atteint.

D�emonstration du lemme 8.4 : La d�emonstration est constructive : dans la pre-

mi�ere �etape, on montre en utilisant le th�eor�eme classique de repr�esentation de Krantz,

Luce, Suppes, et Tversky (1971), ou bien le corollaire 8.1 de la page 161 que %

12

est

repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive. D'apr�es la d�e�nition de %

12

, % est

alors repr�esentable par une utilit�e additive sur X

1

�X

2

� fa

3

g et sur X

1

�X

2

� fb

3

g.

Dans la seconde �etape, la d�e�nition de cette utilit�e est �etendue de mani�ere �a repr�e-

senter % sur tout X. A cet e�et, on montre que si une utilit�e additive, f , existe, alors

certaines relations doivent exister entre f

3

(a

3

) et f

3

(b

3

) ; ensuite, on montre que ces

relations ne sont pas seulement n�ecessaires, mais qu'elles sont aussi su�santes pour la

repr�esentabilit�e additive ; pour cela, deux cas principaux sont examin�es :

{ premier cas : aucun �el�ement de X

1

�X

2

� fa

3

g n'est indi��erent �a un �el�ement de

X

1

�X

2

�fb

3

g ; dans ce cas, on montre que tous les �el�ements deX

1

�X

2

�fa

3

g sont

strictement non pr�ef�er�es aux �el�ements de X

1

�X

2

�fb

3

g. Ensuite, on montre que

f

1

et f

2

sont forc�ement born�ees ; soient  et � respectivement les bornes sup�erieures

et inf�erieures de ff

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) : (x

1

; x

2

) 2 X

1

�X

2

g. Alors, il est relativement

facile de voir qu'une condition n�ecessaire et su�sante pour que f repr�esente % sur

X est que f

3

(b

3

)� f

3

(a

3

) soit sup�erieur �a  � �.

{ second cas : il existe au moins un �el�ement deX

1

�X

2

�fa

3

g indi��erent �a un �el�ement

de X

1

�X

2

�fb

3

g. Le type de d�emonstration utilis�e pour montrer que f repr�esente

% sur X n�ecessite de distinguer le cas o�u X est born�e du cas o�u il ne l'est pas.



Section 8.3. D�emonstrations 193

A�n d'�eviter de multiplier les sous-cas, on montre dans une premi�ere sous-�etape

qu'il est su�sant de prouver que f repr�esente % sur un certain ensemble born�e

Z � X, pour montrer que f repr�esente aussi % sur la totalit�e de l'ensemble X.

Dans la deuxi�eme sous-�etape, on restreint encore l'espace de travail en montrant

que si f repr�esente % sur Y | o�u Y est le sous-ensemble de Z tel que tout

(x

1

; x

2

; a

3

) 2 Y (resp. (x

1

; x

2

; b

3

) 2 Y ) est indi��erent �a un �el�ement (y

1

; y

2

; b

3

) 2 Z

(resp. (y

1

; y

2

; a

3

) 2 Z) | alors f repr�esente aussi % sur Z. La troisi�eme sous-�etape

est consacr�ee �a montrer que f repr�esente % sur Y . Pour cela, trois sous-cas doivent

être �etudi�es :

{ premier sous-cas : a

3

et b

3

sont directement-unidimensionnellement-joignables

grâce au premier composant. La d�emonstration consiste �a partitioner Z

1

�

Z

2

�fa

3

g \ Y en une suite de sous-ensembles et �a montrer que tout �el�ement

de chaque sous-ensemble est indi��erent �a un �el�ement de Z

1

� Z

2

� fb

3

g et

que les images des de ces deux �el�ements par f sont �egales. La d�emonstration

requiert 4 sous-sous-�etapes. Dans la premi�ere, on montre que la propri�et�e ci-

dessus est v�eri��ee par le premier sous-ensemble. La suite de sous-ensembles

est telle que deux sous-ensembles cons�ecutifs sont adjacents ; en utilisant

ce fait, on montre dans la deuxi�eme sous-sous-�etape que la propri�et�e sur le

premier sous-ensemble s'�etend tout naturellement au deuxi�eme, et par r�e-

currence, que si la propri�et�e est v�eri��ee par le k

�eme

sous-ensemble, elle l'est

aussi par le k+1

�eme

. Cette sous-sous-�etape s'ach�eve par la d�emonstration |

grâce au nouvel axiome archim�edien | que la s�equence de sous-ensembles

est �nie. La troisi�eme sous-sous-�etape montre comment la r�ecurrence se ter-

mine, c'est-�a-dire comment la propri�et�e s'�etend sur le dernier sous-ensemble.

En�n la quatri�eme et derni�ere sous-sous-�etape est consacr�ee �a conclure sur

le travail e�ectu�e dans les trois premi�eres.

{ second sous-cas : a

3

et b

3

sont directement-unidimensionnellement-joignables

grâce au second composant. De par la sym�etrie entre les deux premiers com-

posants, la d�emonstration est similaire au premier sous-cas.

{ troisi�eme sous-cas : a

3

et b

3

ne sont pas directement-unidimensionnellement-

joignables. Alors, on montre facilement que l'axiome de conservation d'�echelle

induit la repr�esentabilit�e additive.

Premi�ere �etape : %

12

est repr�esentable par une utilit�e additive

L'axiome d'ind�ependance est v�eri��e ; donc %

12

est un pr�eordre large total bien d�e-

�ni. D'apr�es les hypoth�eses du lemme 8.4, (X

1

�X

2

;%

12

) v�eri�e donc l'ind�ependance,

la condition de Thomsen, et est tel que tous les composants sont essentiels et v�eri�ent la

solvabilit�e restreinte ainsi que l'axiome archim�edien classique (voir page 38). Par cons�e-

quent, le (classique) th�eor�eme 13 de Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1971, page 302)

ou le corollaire 8.1 (voir page 161) sont applicables. Aussi, %

12

est repr�esentable par

une fonction d'utilit�e additive f

1

+ f

2

, avec f

1

: X

1

! R et f

2

: X

2

! R . En d'autres
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termes

8(x

1

; x

2

); (y

1

; y

2

) 2 X

1

�X

2

, (x

1

; x

2

) %

12

(y

1

; y

2

), f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) ;

de plus, la repr�esentabilit�e additive est cardinale, c'est-�a-dire que les repr�esentations

additives sont uniques �a une transformation a�ne strictement positive pr�es.

Maintenant, rappelons que d'apr�es la d�e�nition de %

12

donn�ee page 23, (x

1

; x

2

) %

12

(y

1

; y

2

) si et seulement si 9x

3

2 fa

3

; b

3

g tel que (x

1

; x

2

; x

3

) % (y

1

; y

2

; x

3

), ce qui implique,

par ind�ependance par rapport au troisi�eme composant :

(x

1

; x

2

) %

12

(y

1

; y

2

), (x

1

; x

2

; a

3

) % (y

1

; y

2

; a

3

), (x

1

; x

2

; b

3

) % (y

1

; y

2

; b

3

):

Donc, quels que soient les nombres r�eels f

3

(a

3

) et f

3

(b

3

), et pour tous (x

1

; x

2

); (y

1

; y

2

) 2

X

1

�X

2

, on a

(x

1

; x

2

; a

3

) % (y

1

; y

2

; a

3

) , f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(a

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(a

3

);

(x

1

; x

2

; b

3

) % (y

1

; y

2

; b

3

) , f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(b

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

);

et, de plus, les fonctions f

1

(�), f

2

(�), f

3

(�) sur fa

3

g et f

3

(�) sur fb

3

g sont uniques �a

une transformation a�ne strictement positive pr�es. A�n d'obtenir une utilit�e additive

sur X, il est su�sant (et n�ecessaire) de choisir f

3

(a

3

) et f

3

(b

3

) tels que, pour tous

(x

1

; x

2

); (y

1

; y

2

) 2 X

1

�X

2

, et tous x

3

; y

3

2 fa

3

; b

3

g tels que x

3

6= y

3

,

(x

1

; x

2

; x

3

) % (y

1

; y

2

; y

3

), f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(x

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

): (8.22)

La suite de la d�emonstration consiste �a montrer que de telles valeurs de f

3

(a

3

) et f

3

(b

3

)

existent.

Seconde �etape : extension de f a�n de repr�esenter % sur la totalit�e de X

Premier cas : s'il n'existe aucun (x

1

; x

2

); (y

1

; y

2

) 2 X

1

� X

2

tels que (x

1

; x

2

; a

3

) �

(y

1

; y

2

; b

3

) :

premi�ere sous-�etape : Supposons qu'il existe des �el�ements (x

1

; x

2

); (y

1

; y

2

) 2 X

1

� X

2

tels que (x

1

; x

2

; a

3

) % (y

1

; y

2

; b

3

). Alors, puisque a

3

�

3

b

3

,

(y

1

; y

2

; a

3

) � (y

1

; y

2

; b

3

) - (x

1

; x

2

; a

3

);

ce qui implique d'apr�es le lemme 8.2 qu'il existe (a

1

; a

2

) 2 X

1

�X

2

tel que (y

1

; y

2

; b

3

) �

(a

1

; a

2

; a

3

), contredisant ainsi l'hypoth�ese du cas actuel. C'est pourquoi (x

1

; x

2

; a

3

) %

(y

1

; y

2

; b

3

) est impossible et donc

8(x

1

; x

2

); (y

1

; y

2

) 2 X

1

�X

2

, (x

1

; x

2

; a

3

) � (y

1

; y

2

; b

3

):

deuxi�eme sous-�etape : Supposons que f

1

ne soit pas born�ee sup�erieurement ; alors, pour

tout nombre r�eel r, il existe un �el�ement x

1

(r) 2 X

1

tel que f

1

(x

1

(r)) � r. Par hypoth�ese

du lemme 8.4, le second composant est essentiel ; il existe donc x

0

2

; x

1

2

2 X

2

tels que

x

1

2

�

2

x

0

2

. Aussi,

8x

0

1

2 X

1

, (x

0

1

; x

0

2

; a

3

) � (x

0

1

; x

1

2

; a

3

):
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Mais alors, si r = f

2

(x

1

2

) � f

2

(x

0

2

) + f

1

(x

0

1

), on sait qu'il existe x

1

1

= x

1

(r) dans X

1

tel

que

f

1

(x

1

1

) � r = f

2

(x

1

2

)� f

2

(x

0

2

) + f

1

(x

0

1

);

ou, d'une mani�ere �equivalente, tel que

f

1

(x

1

1

) + f

2

(x

0

2

) � f

1

(x

0

1

) + f

2

(x

1

2

):

f �etant une fonction d'utilit�e sur X

1

�X

2

�fa

3

g, l'in�egalit�e ci-dessus est �equivalente �a

(x

0

1

; x

1

2

; a

3

) - (x

1

1

; x

0

2

; a

3

):

X �etant un produit cart�esien, (x

1

1

; x

1

2

; a

3

) appartient �a X. En r�eit�erant le processus

ci-dessus avec r = f

2

(x

1

2

)� f

2

(x

0

2

) + f

1

(x

1

1

), on peut obtenir un �el�ement x

2

1

2 X

1

tel que

(x

1

1

; x

1

2

; a

3

) - (x

2

1

; x

0

2

; a

3

):

Par r�ecurrence, on peut trouver une suite in�nie (x

k

1

)

k2N

telle que

{ (x

k

1

; x

1

2

; a

3

) - (x

k+1

1

; x

0

2

; a

3

), 8k 2 N ,

{ x

1

2

�

2

x

0

2

.

Par cons�equent, d'apr�es la d�e�nition 8.4, (x

k

1

)

k2N

est une s�equence sur-standard. De

plus, elle est in�nie et born�ee par (x

0

1

; x

0

2

; a

3

) et (x

0

1

; x

0

2

; b

3

) (d'apr�es la conclusion de

la sous-�etape pr�ec�edente). Mais c'est impossible car cela contredirait le nouvel axiome

archim�edien (qui est suppos�e être v�eri��e selon les hypoth�eses du lemme 8.4). Par cons�e-

quent, f

1

doit être born�ee sup�erieurement. De la même mani�ere, on montre ais�ement que

f

1

est born�ee inf�erieurement. Donc f

1

est born�ee. Par sym�etrie entre les deux premiers

composants, f

2

est aussi born�ee.

troisi�eme sous-�etape : Soient  = sup

x

1

;x

2

ff

1

(x

1

) + f

2

(x

2

)g et � = inf

x

1

;x

2

ff

1

(x

1

) +

f

2

(x

2

)g.

Supposons que f

3

(b

3

) < f

3

(a

3

)+�� ; soit � 2 R

�

+

tel que f

3

(b

3

) = f

3

(a

3

)+����.

Par d�e�nition du sup, pour tout nombre r�eel strictement positif �, il existe x



1

(�); x



2

(�)

tels que f

1

(x



1

(�)) + f

2

(x



2

(�)) �  � �. De même, pour tout r�eel strictement positif �, il

existe x

�

1

(�); x

�

2

(�) tels que f

1

(x

�

1

(�)) + f

2

(x

�

2

(�)) � � + �. Maintenant, pour � < �=2,

f

1

(x

�

1

(�)) + f

2

(x

�

2

(�)) + f

3

(b

3

) � f

3

(b

3

) + � + � < f

3

(b

3

) + � + �=2 =

f

3

(a

3

) +  � �=2 � f

3

(a

3

) +  � � � f

1

(x



1

(�)) + f

2

(x



2

(�)) + f

3

(a

3

):

Par cons�equent, f ne peut repr�esenter % parce que, d'apr�es la premi�ere sous-�etape de

ce cas, (x



1

(�); x



2

(�); a

3

) � (x

�

1

(�); x

�

2

(�); b

3

). Donc l'in�egalit�e suivante est une condition

n�ecessaire pour que f repr�esente %.

f

3

(a

3

) +  � � � f

3

(b

3

): (8.23)

Si  et � peuvent tous les deux être atteints, alors il existe x



1

; x

�

1

2 X

1

et x



2

; x

�

2

2

X

2

tels que f

1

(x



1

) + f

2

(x



2

) =  et f

1

(x

�

1

) + f

2

(x

�

2

) = �. Pour repr�esenter %, f

3

(b

3

)
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ne peut pas être �egal �a f

3

(a

3

) +  � � parce que, sinon, (x



1

; x



2

; a

3

) � (x

�

1

; x

�

2

; b

3

) et

f

1

(x



1

) + f

2

(x



2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(x

�

1

) + f

2

(x

�

2

) + f

3

(b

3

). Donc, dans ce cas, une condition

n�ecessaire pour la repr�esentabilit�e additive est que

f

3

(a

3

) +  � � < f

3

(b

3

): (8.24)

C'est aussi une condition su�sante car, par d�e�nition du sup, pour tout (x

1

; x

2

) 2

X

1

�X

2

, f

1

(x

1

)+ f

2

(x

2

)+ f

3

(a

3

) � f

1

(x



1

)+ f

2

(x



2

)+ f

3

(a

3

) ; mais f d�e�ni selon (8.24)

�etant une fonction d'utilit�e additive sur X

1

�X

2

�fa

3

g, c'est �equivalent �a (x

1

; x

2

; a

3

) -

(x



1

; x



2

; a

3

). De même, d'apr�es la d�e�nition de l'inf et le fait que f d�e�ni selon (8.24) est

aussi une fonction d'utilit�e additive sur X

1

�X

2

� fb

3

g, pour tout (y

1

; y

2

) 2 X

1

�X

2

,

(x

�

1

; x

�

2

; b

3

) - (y

1

; y

2

; b

3

). Par cons�equent, (8.24) implique l'�equation suivante

8x

1

; y

1

2 X

1

; x

2

; y

2

2 X

2

, (x

1

; x

2

; a

3

) - (x



1

; x



2

; a

3

) � (x

�

1

; x

�

2

; b

3

) - (y

1

; y

2

; b

3

);

et

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(a

3

) � f

1

(x



1

) + f

2

(x



2

) + f

3

(a

3

) <

f

1

(x

�

1

) + f

2

(x

�

2

) + f

3

(b

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

):

Si  ne peut être atteint, alors, pour tout (x

1

; x

2

) 2 X

1

�X

2

, (8.23) implique que

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(a

3

) <  + f

3

(a

3

) � � + f

3

(b

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

);

et donc f repr�esente % sur X. La même d�emarche est applicable si � n'est pas atteint.

Pour r�esumer, une condition n�ecessaire et su�sante pour que f repr�esente % sur X

est que

{ f

3

(a

3

) +  � � < f

3

(b

3

) si  et � peuvent tous les deux être atteints,

{ f

3

(a

3

) +  � � � f

3

(b

3

) si au moins une des bornes,  ou �, ne peut être atteinte.

Second cas : il existe (x

0

1

; x

1

1

; x

0

2

; x

1

2

) tel que (x

0

1

; x

0

2

; a

3

) � (x

1

1

; x

1

2

; b

3

) :

premi�ere sous-�etape : limitation de l'espace de travail

Par la suite, pour tout ensemble �ni A

1

� X

1

, min

%

1

A

1

repr�esente l'�el�ement x

1

de A

1

tel que, pour tout y

1

2 A

1

, x

1

-

1

y

1

. Des d�e�nitions similaires existent pour

max

%

1

, min

%

2

, et max

%

2

. De plus, pour tous x

i

; y

i

2 X

i

, on note [x

i

; y

i

] l'ensemble

fz

i

2 X

i

: x

i

-

i

z

i

-

i

y

i

g.

Il est clair que l'�egalit�e suivante est une condition n�ecessaire �a l'existence d'utilit�es

additives :

f

3

(b

3

) = f

3

(a

3

) + f

1

(x

0

1

)� f

1

(x

1

1

) + f

2

(x

0

2

)� f

2

(x

1

2

): (8.25)

On sait d�ej�a que f , d�e�ni selon (8.25), repr�esente % sur X

1

� X

2

� fa

3

g et sur

X

1

� X

2

� fb

3

g ; donc, pour prouver qu'elle repr�esente % sur X, il est su�sant de

montrer que, pour tous (x

1

; x

2

; x

3

); (y

1

; y

2

; y

3

) 2 X tels que x

3

6= y

3

,

(x

1

; x

2

; x

3

) % (y

1

; y

2

; y

3

), f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(x

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

):
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Puisque % est une relation compl�ete, l'�equivalence ci-dessus est �equivalente �a

(x

1

; x

2

; x

3

) % (y

1

; y

2

; y

3

)) f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(x

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

);

pour tous (x

1

; x

2

; x

3

); (y

1

; y

2

; y

3

) 2 X tels que x

3

6= y

3

.

Si a

3

et b

3

sont unidimensionnellement-joignables dans X, alors soit :

i) il existe z

1

1

; z

2

1

2 X

1

tels que z

2

1

�

1

z

1

1

et (z

2

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

1

; z

2

; b

3

) et, comme le

second composant est essentiel, il existe aussi z

1

2

; z

2

2

2 X

2

tels que z

2

2

�

2

z

1

2

;

ii) il existe z

1

2

; z

2

2

2 X

2

tels que z

2

2

�

2

z

1

2

et (z

1

; z

2

2

; a

3

) � (z

1

; z

1

2

; b

3

) et, comme le

premier composant est essentiel, il existe aussi z

1

1

; z

2

1

2 X

1

tels que z

2

1

�

1

z

1

1

.

Si a

3

et b

3

ne sont pas unidimensionnellement-joignables dans X, alors puisque les deux

premiers composants de X sont essentiels, il existe z

1

1

, z

2

1

, z

1

2

et z

2

2

tels que z

2

1

�

1

z

1

1

et z

2

2

�

2

z

1

2

. Maintenant, si, pour tout couple d'�el�ements arbitraires de X, (x

2

1

; x

2

2

; a

3

)

et (x

3

1

; x

3

2

; b

3

), il existe des nombres r�eels f

3

(a

3

) et f

3

(b

3

) tels que f repr�esente % sur

Z = Z

1

� Z

2

� fa

3

; b

3

g, o�u

Z

1

=

�

z

1

; z

1

�

; z

1

= min

%

1

fx

0

1

; x

1

1

; x

2

1

; x

3

1

; z

1

1

; z

2

1

g; z

1

= max

%

1

fx

0

1

; x

1

1

; x

2

1

; x

3

1

; z

1

1

; z

2

1

g;

Z

2

=

�

z

2

; z

2

�

; z

2

= min

%

2

fx

0

2

; x

1

2

; x

2

2

; x

3

2

; z

1

2

; z

2

2

g; z

2

= max

%

2

fx

0

2

; x

1

2

; x

2

2

; x

3

2

; z

1

2

; z

2

2

g;

alors on peut prouver que f , d�e�ni selon (8.25), repr�esente aussi % sur la totalit�e de X ;

en e�et, puisque (x

0

1

; x

0

2

; a

3

) et (x

1

1

; x

1

2

; b

3

) appartiennent �a Z, f repr�esente Z seulement

si (8.25) est v�eri��ee, de telle sorte que les nombres r�eels f

3

(a

3

) et f

3

(b

3

) ne d�ependent

pas de (x

2

1

; x

2

2

; a

3

) et (x

3

1

; x

3

2

; b

3

) ; par cons�equent, f est bien d�e�ni sur X. De plus,

puisque (x

2

1

; x

2

2

; a

3

) et (x

3

1

; x

3

2

; b

3

) sont arbitraires, f repr�esente bien % sur la totalit�e de

X. Z correspond �a une partie gris�ee du type de celle de la �gure 8.13. z

1

1

, z

2

1

, z

1

2

et z

2

2

X

2

Z

2

Z

1

X

1

Z

X

x

3

1

x

0

1

x

2

1

x

1

1

x

3

2

x

2

2

x

0

2

x

1

2

z

1

z

1

z

2

z

2

f

1

croissante

f

2

c

r

o

i

s

s

a

n

t

e

Fig. 8.13: Construction de Z.

sont n�ecessaires i) pour garantir que z

1

�

1

z

1

et z

2

�

2

z

2

; ces propri�et�es seront utilis�ees

seulement �a la �n de la deuxi�eme sous-sous-�etape du cas 2.1, o�u l'on aura besoin de
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construire des s�equences standards de base (z

2

; z

2

), et, par sym�etrie, dans le cas 2.2 ;

et ii) pour faire en sorte que l'on ne se retrouve dans le cas 2.3 que lorsque a

3

et b

3

ne

sont pas unidimensionnellement-joignables dans X.

Donc, pour prouver que f , d�e�ni selon (8.25), repr�esente % sur X, il est su�sant de

montrer qu'elle repr�esente % sur Z, et ce pour tout couple (x

2

1

; x

2

2

; a

3

), (x

3

1

; x

3

2

; b

3

).

deuxi�eme sous-�etape : restriction de l'espace de travail

Soient (x

2

1

; x

2

2

; a

3

) et (x

3

1

; x

3

2

; b

3

) deux �el�ements arbitraires de X ; consid�erons l'en-

semble Z comme d�e�ni par la sous-�etape pr�ec�edente. Soit

Y = f(x

1

; x

2

; x

3

) 2 Z : 9 (y

1

; y

2

; y

3

) 2 Z tel que (y

1

; y

2

; y

3

) � (x

1

; x

2

; x

3

) et y

3

6= x

3

g:

Maintenant, supposons qu'il existe des nombres r�eels f

3

(a

3

) et f

3

(b

3

) tels que f repr�e-

sente % sur Y ; alors, puisque (x

0

1

; x

0

2

; a

3

); (x

1

1

; x

1

2

; b

3

) 2 Y , (8.25) est v�eri��ee, de telle

sorte que f

3

(a

3

) et f

3

(b

3

) ne d�ependent pas du choix de (x

2

1

; x

2

2

; a

3

) et de (x

3

1

; x

3

2

; b

3

).

Supposons que f , d�e�ni selon (8.25), repr�esente % sur Y . Alors, elle repr�esente

aussi % sur Z ; en e�et, on sait d�ej�a que f repr�esente % sur X

1

� X

2

� fa

3

g et sur

X

1

�X

2

� fb

3

g ; donc il ne reste plus qu'�a voir ce qui se passe lorsque l'on compare un

�el�ement de X

1

� X

2

� fa

3

g \ Z avec un �el�ement de X

1

� X

2

� fb

3

g \ Z. En d'autres

termes, on doit montrer que, pour tous (x

1

; x

2

; x

3

); (y

1

; y

2

; y

3

) 2 Z tels que x

3

6= y

3

,

(x

1

; x

2

; x

3

) % (y

1

; y

2

; y

3

), f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(x

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

):

En fait, puisque % est une relation compl�ete, il est clair que cela revient �a montrer que :

(x

1

; x

2

; x

3

) % (y

1

; y

2

; y

3

)) f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(x

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

);

pour tous (x

1

; x

2

; x

3

); (y

1

; y

2

; y

3

) 2 Z tels que x

3

6= y

3

. Deux sous-cas doivent alors être

examin�es :

premier sous-cas : si au moins un �el�ement, (x

1

; x

2

; x

3

) ou (y

1

; y

2

; y

3

), appartient �a Y :

Supposons que (x

1

; x

2

; x

3

) % (y

1

; y

2

; y

3

) et x

3

6= y

3

.

{ Si (x

1

; x

2

; x

3

) 2 Y , alors, d'apr�es la d�e�nition de Y , il existe (z

1

; z

2

; y

3

) 2 Y tel que

(x

1

; x

2

; x

3

) � (z

1

; z

2

; y

3

). Mais f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(x

3

) = f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(y

3

)

car, par hypoth�ese, f repr�esente % sur Y . Par transitivit�e de %, (z

1

; z

2

; y

3

) %

(y

1

; y

2

; y

3

) ; et puisque f repr�esente % surX

1

�X

2

�fy

3

g, f

1

(z

1

)+f

2

(z

2

)+f

3

(y

3

) �

f

1

(y

1

)+f

2

(y

2

)+f

3

(y

3

). En combinant ces r�esultats, on obtient : f

1

(x

1

)+f

2

(x

2

)+

f

3

(x

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

).

{ Si (y

1

; y

2

; y

3

) 2 Y , alors, d'apr�es la d�e�nition de Y , il existe (z

1

; z

2

; x

3

) 2 Y tel que

(y

1

; y

2

; y

3

) � (z

1

; z

2

; x

3

). Mais f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

) = f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(x

3

)

car, par hypoth�ese, f repr�esente % sur Y . Par transitivit�e de %, (x

1

; x

2

; x

3

) %

(z

1

; z

2

; x

3

) ; et puisque f repr�esente % surX

1

�X

2

�fx

3

g, f

1

(x

1

)+f

2

(x

2

)+f

3

(x

3

) �

f

1

(z

1

)+f

2

(z

2

)+f

3

(x

3

). En combinant ces r�esultats, on obtient : f

1

(x

1

)+f

2

(x

2

)+

f

3

(x

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

).
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deuxi�eme sous-cas : les deux �el�ements, (x

1

; x

2

; x

3

) et (y

1

; y

2

; y

3

), appartiennent �a ZnY :

Supposons que (x

1

; x

2

; x

3

) % (y

1

; y

2

; y

3

), x

3

6= y

3

et (x

1

; x

2

; x

3

); (y

1

; y

2

; y

3

) 2 ZnY .

Y 6= � car (x

0

1

; x

0

2

; a

3

); (x

1

1

; x

1

2

; b

3

) 2 Y et ZnY 6= � car (x

1

; x

2

; x

3

) 2 ZnY . Donc d'apr�es

le lemme 8.3 de la page 191, x

3

= b

3

, y

3

= a

3

et

(x

1

; x

2

; b

3

) � (x

1

1

; x

1

2

; b

3

) � (x

0

1

; x

0

2

; a

3

) � (y

1

; y

2

; a

3

):

Puisque f repr�esente % sur X

1

�X

2

� fb

3

g,

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(b

3

) > f

1

(x

1

1

) + f

2

(x

1

2

) + f

3

(b

3

) ;

puisque f repr�esente % sur Y ,

f

1

(x

1

1

) + f

2

(x

1

2

) + f

3

(b

3

) = f

1

(x

0

1

) + f

2

(x

0

2

) + f

3

(a

3

) ;

puisque f repr�esente % sur X

1

�X

2

� fa

3

g,

f

1

(x

0

1

) + f

2

(x

0

2

) + f

3

(a

3

) > f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(a

3

):

Par transitivit�e sur tous ces r�esultats, on obtient : f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(x

3

) � f

1

(y

1

) +

f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

).

Par cons�equent, dans tous les cas, si f , d�e�ni selon (8.25), repr�esente % sur Y | ce

qui revient �a :

(x

1

; x

2

; x

3

) % (y

1

; y

2

; y

3

)) f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(x

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

); (8.26)

pour tous (x

1

; x

2

; x

3

); (y

1

; y

2

; y

3

) 2 Y | alors, f repr�esente aussi % sur Z. Donc, dans

la suite de la d�emonstration, il est su�sant de montrer que f repr�esente % sur Y , Y

�etant d�e�ni par des �el�ements (x

2

1

; x

2

2

; a

3

) et (x

3

1

; x

3

2

; b

3

) arbitraires.

troisi�eme sous-�etape : f repr�esente % sur Y

Cas 2.1 : si (z

1

; z

2

; b

3

) - (z

1

; z

2

; a

3

) : (8.27)

Ce cas est illustr�e par la �gure 8.14, dans laquelle les rectangles correspondent aux

espaces Z

1

�Z

2

� fa

3

g et Z

1

� Z

2

� fb

3

g, et les parties gris�ees aux �el�ements de Y . Sur

cette �gure, j'ai suppos�e que plus les �el�ements sont vers la droite ou vers le haut des

hyperplans Z

1

�Z

2

�fa

3

g et Z

1

�Z

2

�fb

3

g, plus ils sont pr�ef�er�es. La �gure 8.15 illustre

les di��erents �el�ements de Y examin�es par chacune des sous-sous-�etapes ci-dessous.
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�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

Z

1

Z

2

Z

1

Z

2

a

b

�

(z

1

; z

2

; b)
(a

1

1

; z

2

; a)

Fig. 8.14: Le cas 2.1.

......

=

......

Z

2

Z

1

Z

2

Z

1

b

p+1

1

hyperplan x

3

= b

3

b

p

1

b

p�1

1

b

2

1

z

1

b

1

1

z

1

1

ere

sous-sous-�etape

2

eme

sous-sous-�etape

3

eme

sous-sous-�etape

a

2

1

a

1

1

a

p

1

a

p�1

1

z

1

hyperplan x

3

= a

3

Fig. 8.15: Les r�egions g�en�er�ees par les sous-sous-�etapes du cas 2.1.

premi�ere sous-sous-�etape : g�en�eration de la r�egion

Puisque a

3

�

3

b

3

, (z

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; b

3

), ce qui, combin�e avec (8.27), implique

que (z

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; b

3

) - (z

1

; z

2

; a

3

). Par cons�equent, par solvabilit�e restreinte par

rapport au premier composant, il existe a

1

1

2 Z

1

tel que

(a

1

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; b

3

): (8.28)

Supposons que

f

3

(b

3

) = f

3

(a

3

) + f

1

(a

1

1

)� f

1

(z

1

) ; (8.29)

il est clair que (8.29) est une condition n�ecessaire pour l'existence de fonctions d'utilit�e

additives. Maintenant, d'apr�es l'axiome d'ind�ependance

8z

2

2 Z

2

, (a

1

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; b

3

) et f

1

(a

1

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(b

3

):

(8.30)

Consid�erons un �el�ement arbitraire (z

1

; z

2

; a

3

) 2 Y tel que z

1

-

1

a

1

1

. D'apr�es la

d�e�nition de z

1

et de z

2

, (z

1

; z

2

; a

3

) % (z

1

; z

2

; b

3

) ; d'apr�es (8.28) et la transitivit�e de %,

(z

1

; z

2

; a

3

) % (a

1

1

; z

2

; a

3

). Mais puisque z

1

-

1

a

1

1

, (z

1

; z

2

; a

3

) - (a

1

1

; z

2

; a

3

). En combinant

tous ces r�esultats, on obtient :

(a

1

1

; z

2

; a

3

) - (z

1

; z

2

; a

3

) - (a

1

1

; z

2

; a

3

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant, qu'il

existe y

2

2 Z

2

tel que

(z

1

; z

2

; a

3

) � (a

1

1

; y

2

; a

3

):
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f repr�esentant % sur Z

1

� Z

2

� fa

3

g, la relation d'indi��erence ci-dessus implique que

f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(a

1

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(a

3

):

D'apr�es (8.30) et la transitivit�e de % et de =,

(z

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; y

2

; b

3

); et f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(z

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

): (8.31)

Donc, pour r�esumer, pour tout (z

1

; z

2

; a

3

) 2 Y tel que z

1

-

1

a

1

1

, il existe y

2

2 Z

2

tel que

(8.31) est v�eri��ee. Ceci correspond �a la r�egion de la �gure 8.15.

deuxi�eme sous-sous-�etape : g�en�eration de la r�egion par r�ecurrence

Supposons que, pour k � 1, des s�equences (a

1

1

; : : : ; a

k

1

) et (b

1

1

; : : : ; b

k

1

) existent telles

que

{ pour tout r tel que 2 � r � k,

(a

r�1

1

; z

2

; a

3

) � (a

r

1

; z

2

; a

3

)

et f

1

(a

r�1

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(a

r

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

);

(8.32)

{ pour tout r tel que 1 � r � k,

(a

r

1

; z

2

; a

3

) � (b

r

1

; z

2

; b

3

)

et f

1

(a

r

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(b

r

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(b

3

);

(8.33)

{ pour tout (z

1

; z

2

; a

3

) 2 Y tel que z

1

-

1

a

k

1

, il existe y

1

2 Z

1

et y

2

2 Z

2

tels que

(z

1

; z

2

; a

3

) � (y

1

; y

2

; b

3

) et f(z

1

)+f

2

(z

2

)+f

3

(a

3

) = f

1

(y

1

)+f

2

(y

2

)+f

3

(b

3

): (8.34)

Remarquons qu'en d�e�nissant b

1

1

= z

1

, l'existence des s�equences (a

r

1

) et (b

r

1

) a �et�e mon-

tr�ee pour k = 1 dans la premi�ere sous-sous-�etape (la premi�ere propri�et�e est trivialement

v�eri��ee puisqu'il n'existe pas de r tel que 2 � r � 1).

Maintenant supposons qu'il existe a

k+1

1

2 Z

1

tel que

(a

k

1

; z

2

; a

3

) � (a

k+1

1

; z

2

; a

3

); (8.35)

sinon, on se reportera �a la troisi�eme sous-sous-�etape. Comme f repr�esente % sur Z

1

�

Z

2

� fa

3

g,

f

1

(a

k

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(a

k+1

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

): (8.36)

D'apr�es le fait que z

2

�

2

z

2

, (8.33) et l'axiome d'ind�ependance, le fait que a

3

�

3

b

3

,

et (8.35) et l'ind�ependance,

(b

k

1

; z

2

; b

3

) � (b

k

1

; z

2

; b

3

) � (a

k

1

; z

2

; a

3

) � (a

k

1

; z

2

; b

3

) � (a

k+1

1

; z

2

; b

3

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, qu'il existe

b

k+1

1

tel que

(b

k

1

; z

2

; b

3

) � (b

k+1

1

; z

2

; b

3

): (8.37)
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Comme f repr�esente % sur Z

1

� Z

2

� fb

3

g,

f

1

(b

k

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(b

3

) = f

1

(b

k+1

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(b

3

): (8.38)

En combinant (8.33) et l'ind�ependance, (8.35) et (8.37), et, ensuite, (8.33), (8.36) et

(8.38), on obtient

(a

k+1

1

; z

2

; a

3

) � (b

k+1

1

; z

2

; b

3

) et f

1

(a

k+1

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(b

k+1

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(b

3

):

(8.39)

Pour r�esumer, (8.32) et (8.33), c'est-�a-dire les deux premi�eres propri�et�es satisfaites par

les s�equences (a

r

1

)

k

r=1

et (b

r

1

)

k

r=1

, sont aussi v�eri��ees par a

k+1

1

et b

k+1

1

. Maintenant, mon-

trons que la troisi�eme propri�et�e, c'est-�a-dire (8.34), est aussi v�eri��ee par a

k+1

1

et b

k+1

1

.

Consid�erons un �el�ement arbitraire (z

1

; z

2

; a

3

) 2 Y tel que a

k

1

-

1

z

1

-

1

a

k+1

1

. Deux

sous-cas peuvent se pr�esenter :

premier sous-cas : si (z

1

; z

2

; a

3

) - (a

k

1

; z

2

; a

3

)

Alors puisque a

k

1

-

1

z

1

, l'�equation suivante est vraie :

(a

k

1

; z

2

; a

3

) - (z

1

; z

2

; a

3

) - (a

k

1

; z

2

; a

3

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au second composant, qu'il existe

y

2

2 Z

2

tel que

(z

1

; z

2

; a

3

) � (a

k

1

; y

2

; a

3

): (8.40)

Mais puisque f repr�esente % sur Z

1

� Z

2

� fa

3

g,

f(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(a

k

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(a

3

): (8.41)

En combinant (8.40) avec (8.33), et, ensuite, (8.41) avec (8.33), on obtient

(z

1

; z

2

; a

3

) � (b

k

1

; y

2

; b

3

) et f(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(b

k

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

):

deuxi�eme sous-cas : si (z

1

; z

2

; a

3

) � (a

k

1

; z

2

; a

3

)

alors, d'apr�es (8.35) et le fait que z

1

-

1

a

k+1

1

,

(a

k

1

; z

2

; a

3

) � (a

k+1

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; a

3

) - (a

k+1

1

; z

2

; a

3

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant, qu'il

existe y

2

2 Z

2

tel que

(z

1

; z

2

; a

3

) � (a

k+1

1

; y

2

; a

3

): (8.42)

Mais puisque f repr�esente % sur Z

1

� Z

2

� fa

3

g,

f(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(a

k+1

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(a

3

):

En combinant (8.42) avec (8.39), et, ensuite, l'�egalit�e ci-dessus avec (8.39), on obtient

(z

1

; z

2

; a

3

) � (b

k+1

1

; y

2

; b

3

) et f(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(b

k+1

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

):

Pour r�esumer, pour tout (z

1

; z

2

; a

3

) 2 Y tel que a

k

1

-

1

z

1

-

1

a

k+1

1

, il existe y

2

2 Z

2

tel que
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{ soit (z

1

; z

2

; a

3

) � (b

k

1

; y

2

; b

3

) et f(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(b

k

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

),

{ soit (z

1

; z

2

; a

3

) � (b

k+1

1

; y

2

; b

3

) et f(z

1

)+f

2

(z

2

)+f

3

(a

3

) = f

1

(b

k+1

1

)+f

2

(y

2

)+f

3

(b

3

).

Combin�e avec (8.34), ce r�esultat implique que, pour tout (z

1

; z

2

; a

3

) 2 Y tel que z

1

-

1

a

k+1

1

, il existe y

1

2 Z

1

et y

2

2 Z

2

tels que

(z

1

; z

2

; a

3

) � (y

1

; y

2

; b

3

) et f(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

):

Pour achever cette sous-sous-�etape, nous allons montrer que les s�equences (a

r

1

) et

(b

r

1

) ne peuvent être in�nies. D'apr�es la d�e�nition de z

2

et de z

2

, et d'apr�es (8.32),

{ z

2

�

2

z

2

,

{ 8r, (a

r

1

; z

2

) �

12

(a

r+1

1

; z

2

) ;

par cons�equent, (a

r

1

) est une s�equence standard par rapport au premier composant,

born�ee dans Z par z

1

et z

1

; donc, d'apr�es le nouvel axiome archim�edien (voir page 175),

cette s�equence est n�ecessairement �nie. Il en est de même pour (b

r

1

).

troisi�eme sous-sous-�etape : g�en�eration de la r�egion

Lorsque l'on atteint cette sous-sous-�etape, on a d�ej�a montr�e que la s�equence (a

r

1

)

est �nie. Soit p l'indice de son dernier �el�ement, c'est-�a-dire l'indice tel que (a

p

1

; z

2

; a

3

) �

(z

1

; z

2

; a

3

).

Consid�erons un �el�ement arbitraire (z

1

; z

2

; a

3

) 2 Y tel que a

p

1

-

1

z

1

-

1

z

1

. Deux

sous-cas peuvent se pr�esenter :

premier sous-cas : si (z

1

; z

2

; a

3

) - (a

p

1

; z

2

; a

3

)

Alors, puisque a

p

1

-

1

z

1

, l'�equation suivante est vraie :

(a

p

1

; z

2

; a

3

) - (z

1

; z

2

; a

3

) - (a

p

1

; z

2

; a

3

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant, qu'il

existe y

2

2 Z

2

tel que

(z

1

; z

2

; a

3

) � (a

p

1

; y

2

; a

3

): (8.43)

Mais puisque f repr�esente % sur Z

1

� Z

2

� fa

3

g,

f(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(a

p

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(a

3

): (8.44)

En combinant (8.43) et (8.44) avec le fait que (a

p

1

; z

2

; a

3

) � (b

p

1

; z

2

; b

3

) et f

1

(a

p

1

)+f

2

(z

2

)+

f

3

(a

3

) = f

1

(b

p

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(b

3

) | comme on l'avait montr�e dans les deux premi�eres

sous-sous-�etapes | on obtient :

(z

1

; z

2

; a

3

) � (b

p

1

; y

2

; b

3

) et f(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(b

p

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

):

Donc, pour r�esumer, pour tout �el�ement (z

1

; z

2

; a

3

) 2 Y tel que a

p

1

-

1

z

1

-

1

z

1

et tel que

(z

1

; z

2

; a

3

) - (a

p

1

; z

2

; a

3

), il existe y

2

2 Z

2

tel que

(z

1

; z

2

; a

3

) � (b

p

1

; y

2

; b

3

) et f(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(b

p

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

):
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deuxi�eme sous-cas : si (z

1

; z

2

; a

3

) � (a

p

1

; z

2

; a

3

)

Puisque (a

p

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; a

3

) et puisque a

p

1

-

1

z

1

, l'�equation suivante est v�eri��ee :

(z

1

; z

2

; a

3

) � (a

p

1

; z

2

; a

3

) - (z

1

; z

2

; a

3

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant, qu'il

existe y

2

2 Z

2

tel que

(a

p

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; y

2

; a

3

): (8.45)

Puisque f repr�esente % sur Z

1

� Z

2

� fa

3

g,

f

1

(a

p

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(z

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(a

3

): (8.46)

D'apr�es le fait que y

2

-

2

z

2

, d'apr�es (8.33) et l'axiome d'ind�ependance, d'apr�es le fait

que a

3

�

3

b

3

, et d'apr�es (8.45) et l'ind�ependance,

(b

p

1

; y

2

; b

3

) - (b

p

1

; z

2

; b

3

) � (a

p

1

; z

2

; a

3

) � (a

p

1

; z

2

; b

3

) � (z

1

; y

2

; b

3

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, qu'il existe

b

p+1

1

tel que

(b

p

1

; z

2

; b

3

) � (b

p+1

1

; y

2

; b

3

): (8.47)

Comme f repr�esente % sur Z

1

� Z

2

� fb

3

g,

f

1

(b

p

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(b

3

) = f

1

(b

p+1

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

): (8.48)

En combinant (8.33) et l'ind�ependance, (8.45), (8.47), et, ensuite, (8.33), (8.46) et (8.48),

on obtient :

(z

1

; y

2

; a

3

) � (b

p+1

1

; y

2

; b

3

) et f

1

(z

1

)+f

2

(y

2

)+f

3

(a

3

) = f

1

(b

p+1

1

)+f

2

(y

2

)+f

3

(b

3

): (8.49)

Maintenant revenons �a (z

1

; z

2

; a

3

). Par hypoth�ese,

(z

1

; z

2

; a

3

) � (a

p

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; y

2

; a

3

) ;

et, d'apr�es la d�e�nition de z

1

, (z

1

; z

2

; a

3

) - (z

1

; z

2

; a

3

) ; par cons�equent,

(z

1

; y

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; a

3

) - (z

1

; z

2

; a

3

);

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme composant, qu'il

existe t

2

2 Z

2

tel que

(z

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; t

2

; a

3

); (8.50)

et, puisque f repr�esente % sur Z

1

� Z

2

� fa

3

g,

f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(z

1

) + f

2

(t

2

) + f

3

(a

3

): (8.51)

En combinant (8.49) avec (8.50), et, ensuite, (8.49) avec (8.51), on obtient :

(z

1

; z

2

; a

3

) � (b

p+1

1

; t

2

; b

3

) et f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(b

p+1

1

) + f

2

(t

2

) + f

3

(b

3

):

Par cons�equent, pour r�esumer, pour tout �el�ement (z

1

; z

2

; a

3

) 2 Y tel que a

p

1

-

1

z

1

-

1

z

1

, il existe y

2

2 Z

2

tel que
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{ (z

1

; z

2

; a

3

) � (b

p

1

; y

2

; b

3

) et f(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(b

p

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

),

{ (z

1

; z

2

; a

3

) � (b

p+1

1

; y

2

; b

3

) et f(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(b

p+1

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

).

quatri�eme sous-sous-�etape : conclusion du cas 2.1

Arriv�e ici, on a montr�e que, pour tout (z

1

; z

2

; a

3

) 2 Y tel que z

1

-

1

z

1

| ce qui

comprend en fait tout �el�ement (z

1

; z

2

; a

3

) 2 Y | il existe y

1

2 Z

1

et y

2

2 Z

2

tels que

(z

1

; z

2

; a

3

) � (y

1

; y

2

; b

3

) et f(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(b

3

): (8.52)

Nous allons montrer dans cette sous-sous-�etape que c'est su�sant pour que f repr�esente

% sur Y . En e�et, j'avais pr�ecis�e plus tôt (�a la page 199 pour être exact) que l'on doit

prouver que pour tous (z

1

; z

2

; z

3

); (t

1

; t

2

; t

3

) 2 Y tels que z

3

6= t

3

,

(z

1

; z

2

; z

3

) % (t

1

; t

2

; t

3

)) f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(z

3

) � f

1

(t

1

) + f

2

(t

2

) + f

3

(t

3

):

Puisque z

3

6= t

3

, soit z

3

= a

3

et t

3

= b

3

, soit z

3

= b

3

et t

3

= a

3

. Supposons que

z

3

= a

3

; alors, d'apr�es (8.52), il existe y

1

2 Z

1

et y

2

2 Z

2

tels que (z

1

; z

2

; z

3

) � (y

1

; y

2

; t

3

)

et tels que f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(z

3

) = f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(t

3

). Par transitivit�e de %,

(y

1

; y

2

; t

3

) % (t

1

; t

2

; t

3

), et, puisque f repr�esente % sur Z

1

�Z

2

�ft

3

g, f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) +

f

3

(t

3

) � f

1

(t

1

) + f

2

(t

2

) + f

3

(t

3

) ; par cons�equent, f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(z

3

) � f

1

(t

1

) +

f

2

(t

2

) + f

3

(t

3

). Une d�emonstration similaire serait valable pour z

3

= b

3

et t

3

= a

3

.

Ainsi, f , d�e�ni selon (8.29), repr�esente % sur Y . Et puisque (x

0

1

; x

0

2

; a

3

) et (x

1

1

; x

1

2

; b

3

)

appartiennent �a Y , f est d�e�ni selon (8.25).

Cas 2.2 : si (z

1

; z

2

; a

3

) % (z

1

; z

2

; b

3

) : (8.53)

b

3

�

3

a

3

; en combinant ceci avec (8.53), on obtient (z

1

; z

2

; a

3

) % (z

1

; z

2

; b

3

) %

(z

1

; z

2

; a

3

). Par cons�equent, par solvabilit�e restreinte par rapport au deuxi�eme compo-

sant, il existe a

1

2

2 Z

2

tel que (z

1

; a

1

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; b

3

). En utilisant une d�emonstration

sym�etrique de celle du cas 2.1 | sym�etrique par rapport aux composants 1 et 2 | on

montre facilement que f , d�e�ni selon (8.25), est une fonction d'utilit�e additive sur Y .

Cas 2.3 : si (z

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; b

3

) et (z

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; b

3

) : (8.54)

C'est en fait le cas compl�ementaire des cas 2.1 et 2.2. D'apr�es la d�e�nition de Z, Y

est un ensemble non vide ; donc (z

1

; z

2

; b

3

) - (z

1

; z

2

; a

3

). Par cons�equent, d'apr�es (8.54)

et l'axiome d'ind�ependance,

(z

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; b

3

) - (z

1

; z

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; b

3

): (8.55)

D'apr�es la d�e�nition de Y , pour tout �el�ement (z

1

; z

2

; z

3

) 2 Y , il existe (t

1

; t

2

; t

3

) 2 Z tel

que (z

1

; z

2

; z

3

) � (t

1

; t

2

; t

3

) et tel que z

3

6= t

3

; par cons�equent, (z

1

; z

2

; b

3

) - (z

1

; z

2

; z

3

) -

(z

1

; z

2

; a

3

), ce qui implique, d'apr�es (8.55), et par solvabilit�e restreinte par rapport aux

deux premiers composants, qu'il existe y

1

2 Z

1

et y

2

2 Z

2

tels que

(z

1

; z

2

; z

3

) � (y

1

; z

2

; b

3

) � (z

1

; y

2

; a

3

): (8.56)
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En particulier, il existe a

2

2 Z

2

tel que

(z

1

; a

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; b

3

): (8.57)

Donc l'�egalit�e suivante est clairement une condition n�ecessaire pour que f puisse repr�e-

senter % sur Y :

f

3

(b

3

) = f

3

(a

3

) + f

1

(z

1

)� f

1

(z

1

) + f

2

(a

2

)� f

2

(z

2

): (8.58)

Consid�erons maintenant une �el�ement quelconque de Y : (z

1

; z

2

; a

3

). D'apr�es (8.56),

il existe y

1

2 Z

1

et y

2

2 Z

2

tels que (z

1

; z

2

; a

3

) � (y

1

; z

2

; b

3

) � (z

1

; y

2

; a

3

). D'apr�es (8.57)

et l'axiome de conservation d'�echelle (voir page 170),

(y

1

; z

2

; b

3

) � (z

1

; y

2

; a

3

)

(z

1

; a

2

; a

3

) � (z

1

; z

2

; b

3

)

)

) (z

1

; y

2

; a

3

) � (y

1

; a

2

; a

3

):

En e�et, l'�equation (8.2) de l'axiome de conservation d'�echelle peut être utilis�ee ici

car, par d�e�nition de z

1

, z

1

, z

2

et z

2

(cf. page 197), quand on arrive au cas 2.3, alors

a

3

et b

3

sont forc�ement non unidimensionnellement-joignables dans X. Mais f , d�e�ni

selon (8.58), repr�esente % sur Z

1

� Z

2

� fa

3

g ; donc

f

1

(z

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(y

1

) + f

2

(a

2

) + f

3

(a

3

): (8.59)

Maintenant (8.58) et (8.59) impliquent que

f

1

(y

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(b

3

) = f

1

(z

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(a

3

):

Puisque f repr�esente % sur Z

1

� Z

2

� fa

3

g,

f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(z

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(a

3

):

Donc, pour r�esumer, pour tout (z

1

; z

2

; a

3

) 2 Y , il existe y

1

2 Z

1

tel que

(z

1

; z

2

; a

3

) � (y

1

; z

2

; b

3

) et f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(a

3

) = f

1

(y

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(b

3

):

Par cons�equent, (8.58) est une condition su�sante pour que f repr�esente % sur Y ; et

puisque (x

0

1

; x

0

2

; a

3

) et (x

1

1

; x

1

2

; b

3

) appartiennent �a Y , (8.25) est v�eri��ee, de telle sorte

que f , d�e�nie selon (8.25), repr�esente % sur Y .

Jusqu'�a maintenant, nous n'avons montr�e que l'existence d'utilit�es additives surX

1

�

X

2

�fa

3

; b

3

g. Il reste encore �a montrer leur unicit�e. Mais on a prouv�e que (8.25) est une

condition n�ecessaire et su�sante pour que f repr�esente % sur X. Puisque Krantz, Luce,

Suppes, et Tversky (1971) garantit l'unicit�e de f

1

et de f

2

�a une transformation a�ne

strictement positive pr�es, (8.25) garantit que f

3

est aussi unique �a une transformation

a�ne strictement positive pr�es. �
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Lemme 8.5 Soient X = X

1

�X

2

�X

3

et % un pr�eordre large total sur X. Suppo-

sons que % v�eri�e l'axiome d'ind�ependance (voir page 23) et que les deux premiers

composants de X v�eri�ent la solvabilit�e restreinte (voir page 41). Soient x

3

; z

3

2 X

3

tels que x

3

et z

3

sont i-reli�es, c'est-�a-dire x

3

O

3

z

3

. Alors x

3

et z

3

peuvent être reli�es

par une suite strictement monotone, c'est-�a-dire par une suite (y

k

3

)

p

k=0

d'�el�ements de

X

3

tels que

{ y

0

3

= x

3

, y

p

3

= z

3

,

{ 8k 2 f0; : : : ; p� 1g, 9 a

k+1

; b

k

2 X

1

�X

2

tels que (b

k

; y

k

3

) � (a

k+1

; y

k+1

3

),

{ soit y

k+1

3

�

3

y

k

3

8k 2 f0; : : : ; p� 1g, soit y

k+1

3

�

3

y

k

3

8k 2 f0; : : : ; p� 1g.

De plus, si x

3

et z

3

sont unidimensionnellement-joignables, alors ils peuvent être

unidimensionnellement-joints par une suite strictement monotone.

D�emonstration du lemme 8.5 : Supposons que x

3

et z

3

soient i-reli�es. Sans perte

de g�en�eralit�e, on peut supposer que x

3

-

3

z

3

| puisque, comme on l'avait montr�e,

x

3

O

3

z

3

, z

3

O

3

x

3

. Par d�e�nition des i-liens (voir page 163), il existe une suite �nie

(t

k

3

)

r

k=0

telle que t

0

3

= x

3

, t

r

3

= z

3

, et, pour tout k 2 f0; : : : ; r � 1g, il existe a

k+1

; b

k

2

X

1

�X

2

tels que (b

k

; t

k

3

) � (a

k+1

; t

k+1

3

). Si, de plus, x

3

et z

3

sont unidimensionnellement-

joignables, alors a

k+1

et b

k

ont un composant en commun.

La d�emonstration est organis�ee en deux �etapes : dans la premi�ere, une suite i-reliant

x

3

et z

3

, et telle que tous ses �el�ements se trouvent \entre" x

3

et z

3

, est extraite de (t

k

3

) ;

dans la second �etape, un algorithme est d�ecrit, qui permet d'extraire des sous-suites

ayant de moins en moins d'�el�ements cons�ecutifs d�ecroissants ; en r�ep�etant cet algorithme

un nombre �ni de fois, on peut obtenir une suite strictement monotone i-reliant x

3

et

z

3

.

Premi�ere �etape : l'extraction d'une suite i-reliante constitu�ee d'�el�ements compris entre

x

3

et z

3

Si t

k+1

3

�

3

t

k

3

8k 2 f0; : : : ; r � 1g, alors le lemme 8.5 est d�emontr�e. Sinon, extrayons

de la suite (t

k

3

) la sous-suite maximale (s

k

3

)

q

k=0

telle que, pour tout k, z

3

%

3

s

k

3

% x

3

. Il est

�evident que la suite (s

k

3

) est �nie. Soit f la fonction telle que s

k

3

= t

f(k)

3

8k 2 f0; : : : ; qg.

Nous allons maintenant montrer que

8k 2 f0; : : : ; q � 1g, il existe c

k+1

; d

k

2 X

1

�X

2

tels que (d

k

; s

k

3

) � (c

k+1

; s

k+1

3

):

Si f(k + 1) = f(k) + 1, alors s

k

3

= t

f(k)

3

et s

k+1

3

= t

f(k)+1

3

, de telle sorte que

(b

f(k)

; s

k

3

) � (a

f(k)+1

; s

k+1

3

). Si x

3

et z

3

sont unidimensionnellement-joignables, alors

b

f(k)

et a

f(k)+1

ont un composant en commun, de telle sorte que s

k

3

et s

k+1

3

sont direc-

tement unidimensionnellement-joints.

Sinon, certains t

i

3

, i 2 ff(k)+1; : : : ; f(k+1)�1g, sont tels que t

i

3

�

3

z

3

ou t

i

3

�

3

x

3

.

Trois cas peuvent alors se pr�esenter :
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premier cas : si 9 i; j 2 ff(k) + 1; : : : ; f(k + 1)� 1g tels que t

i

3

�

3

z

3

et t

j

3

�

3

x

3

:

Alors il existe un indice i

1

2 ff(k) + 1; : : : ; f(k + 1) � 1g tel que soit t

i

1

3

�

3

z

3

et

t

i

1

+1

3

�

3

x

3

, soit t

i

1

3

�

3

x

3

et t

i

1

+1

3

�

3

z

3

. Consid�erons le premier cas (le deuxi�eme peut

être d�emontr�e d'une mani�ere tout �a fait similaire). Alors

(b

i

1

; x

3

) - (b

i

1

; z

3

) � (b

i

1

; t

i

1

3

) � (a

i

1

+1

; t

i

1

+1

3

) � (a

i

1

+1

; x

3

) - (a

i

1

+1

; z

3

);

ce qui implique d'apr�es le lemme 8.2 qu'il existe a; b 2 X

1

� X

2

tels que (a; x

3

) �

(b; z

3

) � (b

i

1

; t

i

1

3

) ; et donc la suite (s

0

3

= x

3

; s

1

3

= z

3

) est monotone et i-reliante. De plus,

si x

3

et z

3

sont unidimensionnellement-joignables, alors a

i

1

+1

et b

i

1

ont un composant en

commun, et donc a et b ont aussi un composant en commun, de telle sorte que s

0

3

= x

3

et s

1

3

= z

3

sont directement unidimensionnellement-joignables.

deuxi�eme cas : si 8i 2 ff(k) + 1; : : : ; f(k + 1)� 1g t

i

3

�

3

z

3

:

Si t

f(k)

3

-

3

t

f(k+1)

3

, alors

(a

f(k)+1

; t

f(k+1)

3

) - (b

f(k)

; t

f(k)

3

) � (a

f(k)+1

; t

f(k)+1

3

) - (b

f(k)

; t

f(k+1)

3

);

ce qui implique d'apr�es le lemme 8.2 qu'il existe c

k+1

tel que (b

f(k)

; t

f(k)

3

) � (c

k+1

; t

f(k+1)

3

),

ou encore, d'une mani�ere tout �a fait �equivalente, qu'il existe c

k+1

tel que (b

f(k)

; s

k

3

) �

(c

k+1

; s

k+1

3

).

Si, au contraire, t

f(k)

3

%

3

t

f(k+1)

3

, alors

(b

f(k+1)�1

; t

f(k)

3

) - (b

f(k+1)�1

; t

f(k+1)�1

3

) � (a

f(k+1)

; t

f(k+1)

3

) - (a

f(k+1)

; t

f(k)

3

);

ce qui implique d'apr�es le lemme 8.2 qu'il existe d

k

tel que (d

k

; t

f(k)

3

) � (a

f(k+1)

; t

f(k+1)

3

),

ou encore, d'une mani�ere tout �a fait �equivalente, qu'il existe d

k

tel que (d

k

; s

k

3

) �

(a

f(k+1)

; s

k+1

3

). De plus, si x

3

et z

3

sont unidimensionnellement-joignables, alors a

f(k)+1

et b

f(k)

(resp. b

f(k+1)�1

et a

f(k+1)

) ont un composant en commun, de telle sorte que

c

k+1

et b

f(k)

(resp. d

k

et a

f(k+1)

) ont aussi un composant en commun, ce qui implique

que s

k

3

et s

k+1

3

sont directement undimensionnellement-joignables.

troisi�eme cas : si 8i 2 ff(k) + 1; : : : ; f(k + 1)� 1g t

i

3

�

3

x

3

:

Ce cas est similaire au pr�ec�edent.

Par cons�equent, dans tous les cas, (s

k

3

)

q

k=0

est une suite i-reliant ou unidimensionnel-

lement-joignant x

3

et z

3

. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que 8k 2 f1; : : : ; q�

1g, s

k

3

6= x

3

et s

k

3

6= z

3

; dans le cas contraire, on peut toujours extraire la plus petite

sous-suite poss�edant cette propri�et�e. Dans le reste de la d�emonstration, nous allons

montrer que l'on peut extraire de (s

k

3

)

q

k=0

une sous-suite strictement croissante (au sens

de %) et i-reliant (ou unidimensionnellement-joignant) x

3

et z

3

.
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deuxi�eme �etape : extraction d'une suite strictement croissante et i-reliant x

3

et z

3

Si s

k+1

3

�

3

s

k

3

8k 2 f0; : : : ; q�1g, alors le lemme 8.5 est d�emontr�e. Sinon, il existe k

1

2

f0; : : : ; q� 2g tel que s

k

1

+1

3

-

3

s

k

1

3

. Soit k

2

le plus petit indice appartenant �a f0; : : : ; q�

1g tel que k

2

� k

1

et s

k

2

3

�

3

s

k

1

3

. Notons (h

k

3

)

p

k=0

la suite (s

0

3

; : : : ; s

k

1

3

; s

k

2

3

; : : : ; s

q

3

), et

appelons g la fonction telle que h

k

3

= s

g(k)

3

. 8k < k

1

� 1, on sait qu'il existe d

k

; c

k+1

tels que (d

k

; s

k

3

) � (c

k+1

; s

k+1

3

) ; donc (d

k

; h

k

3

) � (c

k+1

; h

k+1

3

). De même, 8k � k

1

+

1, (d

g(k)

; s

g(k)

3

) � (c

g(k+1)

; s

g(k+1)

3

), de telle sorte que (d

g(k)

; h

k

3

) � (c

g(k+1)

; h

k+1

3

). De

plus, si x

3

et z

3

sont unidimensionnellement-joints, alors h

k

3

et h

k+1

3

sont directement

unidimensionnellement-joints pour tout k < k

1

� 1 et pour tout k � k

1

+ 1. D'apr�es la

d�e�nition de k

2

, k

2

> k

1

+ 1 et s

k

2

�1

3

�

3

s

k

1

3

; donc

(c

k

2

; s

k

1

3

) � (c

k

2

; s

k

2

3

) � (d

k

2

�1

; s

k

2

�1

3

) - (d

k

2

�1

; s

k

1

3

);

ce qui implique d'apr�es le lemme 8.2 qu'il existe e

k

1

tel que (e

k

1

; s

k

1

3

) � (c

k

2

; s

k

2

3

). Par

cons�equent, (e

k

1

; h

k

1

3

) � (c

k

2

; h

k

1

+1

3

), et donc la suite (h

k

3

) i-relie x

3

et z

3

. De plus, si

x

3

et z

3

sont unidimensionnellement-joignables, alors c

k

2

et d

k

2

�1

ont un composant

en commun, de telle sorte que c

k

2

et e

k

1

ont aussi un composant en commun. Par

cons�equent, h

k

1

3

et h

k

1

+1

3

sont directement unidimensionnellement-joints.

Si (h

k

3

) est strictement croissante (au sens de %), alors le lemme 8.5 est d�emontr�e ;

sinon, on peut recommencer le processus d�ecrit ci-dessus, avec (h

k

3

) jouant le rôle tenu

pr�ec�edemment par (s

k

3

). Par construction, Card(h

k

3

) � Card(s

k

3

)� 1 ; donc, le processus

est �ni car il doit être employ�e au plus q fois. Ainsi, il existe donc bien une suite

strictement croissante au sens de % et i-reliant (ou unidimensionnellement-joignant) x

3

et z

3

. �

D�emonstration du th�eor�eme 8.2 et du th�eor�eme 8.4 : La d�emonstration est or-

ganis�ee en deux �etapes. Dans la premi�ere, nous allons consid�erer deux �el�ements quel-

conques de X

3

, x

0

3

et x

1

3

, et nous allons montrer qu'il existe une utilit�e additive f

repr�esentant % sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

1

3

]. Deux cas doivent alors être examin�es :

{ dans le premier, on suppose qu'il existe un �el�ement du plan x

0

3

indi��erent �a un

�el�ement du plan x

1

3

; alors, dans une premi�ere sous-�etape, on montre qu'il existe

une utilit�e additive f repr�esentant % sur X

1

� X

2

� fx

0

3

; x

1

3

g. Dans la deuxi�eme

sous-�etape, on �etend cette repr�esentation �a X

1

� X

2

� fx

0

3

; x

3

; x

1

3

g, pour un x

3

choisi arbitrairement entre x

0

3

et x

1

3

. En utilisant le fait que x

3

est arbitraire, on

montre dans la trois�eme sous-�etape que f peut être �etendue pour repr�esenter %

sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

1

3

].

{ dans le second cas, on suppose qu'aucun �el�ement du plan x

0

3

n'est indi��erent �a

un �el�ement du plan x

1

3

; dans le cas 2.1, on montre que si x

0

3

O

3

x

1

3

, alors il existe

une fonction f additive repr�esentant % sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

1

3

]. Dans le cas 2.2, on

examine le cas o�u Non(x

0

3

O

3

x

1

3

) ; pour cela, on doit consid�erer deux sous-cas :

le cas 2.2.a, dans lequel il n'existe aucun �el�ement x

3

\entre" x

0

3

et x

1

3

qui ne soit

i-reli�e avec x

0

3

ou avec x

1

3

. Le cas 2.2.b est d�edi�e au cas compl�ementaire.
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Dans la seconde �etape, f est �etendue de mani�ere �a repr�esenter % sur X, et l'on montre

que l'ensemble des classes d'�equivalence de la relation O

3

est d�enombrable.

On sait qu'il existe des fonctions f

1

: X

1

! R et f

2

: X

2

! R repr�esentant % sur

X

1

�X

2

. Maintenant consid�erons des �el�ements arbitraires de X

3

, disons x

0

3

et x

1

3

. Sans

perte de g�en�eralit�e, on peut �xer que x

0

3

�

3

x

1

3

. On va montrer dans la premi�ere �etape

que f

1

+f

2

peut être �etendu pour repr�esenter % sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

1

3

] | rappelons que

[x

0

3

; x

1

3

] = fx

3

: x

0

3

-

3

x

3

-

3

x

1

3

g.

Premi�ere �etape : g�en�eration de f sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

1

3

]

Premier cas : s'il existe x

0

1

; x

0

2

; x

1

1

; x

1

2

tels que (x

1

1

; x

1

2

; x

1

3

) � (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) : (8.60)

premi�ere sous-�etape : g�en�eration de f sur X

1

�X

2

� fx

0

3

; x

1

3

g

Clairement, puisque (x

1

1

; x

1

2

; x

1

3

) � (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

), l'�egalit�e suivante est n�ecessaire pour

que f repr�esente % sur X

1

�X

2

� fx

0

3

; x

1

3

g :

f

3

(x

1

3

) = f

3

(x

0

3

) + f

1

(x

0

1

)� f

1

(x

1

1

) + f

2

(x

0

2

)� f

2

(x

1

2

): (8.61)

C'est aussi une condition su�sante d'existence. En e�et, si x

0

3

et x

1

3

ne sont pas unidimen-

sionnellement-joignables dans X, alors ils ne le sont pas non plus dans X

1

� X

2

�

fx

0

3

; x

1

3

g. Ainsi, le cas 2.3 du lemme 8.4 peut être appliqu�e, qui montre que f tel que

d�ecrit ci-dessus est une utilit�e sur X

1

� X

2

� fx

0

3

; x

1

3

g. Si, au contraire, x

0

3

et x

1

3

sont

unidimensionnellement-joignables dans X, alors, d'apr�es le lemme 8.5, il existe une suite

(y

k

3

)

p

k=0

telle que :

{ y

0

3

= x

0

3

, y

p

3

= x

1

3

,

{ y

i

3

�

3

y

i+1

3

,

{ y

i

3

et y

i+1

3

sont directement unidimensionnellement-joignables 8 i 2 f0; : : : ; p� 1g.

Par cons�equent, les y

i

3

; y

i+1

3

sont unidimensionnellement-joignables dans X

1

� X

2

�

fy

i

3

; y

i+1

3

g et d'apr�es les cas 2.1 et 2.2 du lemme 8.4, % est repr�esentable par des fonc-

tions d'utilit�e additives f

i

1

+ f

i

2

+ f

i

3

, uniques �a une transformation a�ne strictement

positive pr�es, sur chaque espace X

1

� X

2

� fy

i

3

; y

i+1

3

g. En appliquant des constantes

multiplicatives et additionnelles bien choisies, il n'est pas restrictif de supposer que :

{ f

i

1

= f

1

et f

i

2

= f

2

pour tout i 2 f0; : : : ; pg et

{ f

i

3

(y

i+1

3

) = f

i+1

3

(y

i+1

3

) pour tout i 2 f0; : : : ; p� 1g.

Maintenant, soit f

3

: fy

i

3

: i 2 f0; : : : ; pgg ! R la fonction d�e�nie par :

f

3

(y

i

3

) = f

i

3

(y

i

3

) pour tout i 2 f0; : : : ; pg:

Alors f

1

+f

2

+f

3

est une utilit�e additive, unique �a une transformation a�ne strictement

positive pr�es, repr�esentant % sur X

1

�X

2

� fy

i

3

: i 2 f0; : : : ; pgg. En e�et, consid�erons

deux �el�ements arbitraires de cet espace, (x

1

; x

2

; y

i

3

) et (y

1

; y

2

; y

i+k

3

), k � 0. Si k � 1,
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alors, par d�e�nition de f

3

, il est trivial que f pr�eserve l'ordre sur ces deux �el�ements.

Supposons donc que k > 1. Dans ce cas, si

(x

1

; x

2

; y

i

3

) � (z

1

; z

2

; y

i+1

3

);8(z

1

; z

2

) 2 X

1

�X

2

;

alors puisque f repr�esente % sur X

1

�X

2

� fy

i

3

; y

i+1

3

g, on a forc�ement :

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(y

i

3

) � inf

(z

1

;z

2

)2X

1

�X

2

f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(y

i+1

3

); (8.62)

avec une �egalit�e seulement si l'inf n'est pas atteint.

Or (y

j

3

)

p

j=0

est une suite strictement croissante (au sens de %

3

) et f repr�esente % sur

X

1

�X

2

� fy

j

3

; y

j+1

3

g pour tout j 2 f0; : : : ; p� 1g. Par cons�equent, par r�ecurrence,

f

3

(y

i+1

3

) < f

3

(y

i+2

3

) < � � � < f

3

(y

i+k

3

):

Donc, d'apr�es (8.62),

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(y

i

3

) < f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

i+1

3

) < f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

i+k

3

)

et, bien entendu, (x

1

; x

2

; y

i

3

) � (y

1

; y

2

; y

i+1

3

) � (y

1

; y

2

; y

i+k

3

) puisque (y

i

3

) est une suite

strictement croissante.

Si, au contraire, il existe (z

1

; z

2

) 2 X

1

�X

2

tel que :

(x

1

; x

2

; y

i

3

) � (z

1

; z

2

; y

i+1

3

);

alors, puisque f repr�esente % sur X

1

�X

2

� fy

i

3

; y

i+1

3

g,

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(y

i

3

) = f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(y

i+1

3

):

Maintenant, il reste �a comparer (z

1

; z

2

; y

i+1

3

) et (y

1

; y

2

; y

i+k

3

). Par r�ecurrence sur le pro-

cessus ci-dessus, il est clair que f repr�esente % sur X

1

�X

2

� fy

i

3

: i 2 f0; : : : ; pgg, et

donc a fortiori sur X

1

�X

2

� fx

0

3

; x

1

3

g.

Maintenant, consid�erons un �el�ement arbitraire x

3

2 [x

0

3

; x

1

3

]. Alors, d'apr�es (8.60),

(x

1

1

; x

1

2

; x

3

) - (x

1

1

; x

1

2

; x

1

3

) � (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) - (x

0

1

; x

0

2

; x

3

):

Donc, d'apr�es le lemme 8.2, il existe x

1

; x

2

tels que :

(x

1

; x

2

; x

3

) � (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) � (x

1

1

; x

1

2

; x

1

3

): (8.63)

deuxi�eme sous-�etape : g�en�eration de f sur X

1

�X

2

� fx

0

3

; x

3

; x

1

3

g

En utilisant une d�emonstration similaire �a celle de la premi�ere sous-�etape, % est

repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive g

1

+ g

2

+ g

3

sur X

1

�X

2

� fx

0

3

; x

3

g et

g v�eri�e :

g

1

(x

1

) + g

2

(x

2

) + g

3

(x

3

) = g

1

(x

0

1

) + g

2

(x

0

2

) + g

3

(x

0

3

): (8.64)

De plus, g

1

, g

2

et g

3

sont uniques �a une transformation a�ne strictement positive pr�es.

Par cons�equent, puisque g

1

+ g

2

et f

1

+ f

2

repr�esentent tous les deux %

12

sur X

1

�X

2

,
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il n'est pas restrictif de supposer que g

1

= f

1

, g

2

= f

2

, et g

3

(x

0

3

) = f

3

(x

0

3

). Ainsi, une

condition n�ecessaire et su�sante pour que f repr�esente % sur X

1

�X

2

�fx

0

3

; x

3

g et sur

X

1

�X

2

� fx

0

3

; x

1

3

g est que :

f

3

(x

1

3

) = f

3

(x

0

3

) + f

1

(x

0

1

)� f

1

(x

1

1

) + f

2

(x

0

2

)� f

2

(x

1

2

);

f

3

(x

3

) = f

3

(x

0

3

) + f

1

(x

0

1

)� f

1

(x

1

) + f

2

(x

0

2

)� f

2

(x

2

):

(8.65)

En utilisant une d�emonstration similaire, il est facile de montrer que c'est aussi une

condition n�ecessaire et su�sante pour que f repr�esente % sur X

1

� X

2

� fx

3

; x

1

3

g.

Notons que (8.63) et (8.65) imposent que les valeurs obtenues pour f

3

(x

3

) en appliquant

la premi�ere sous-�etape sur X

1

�X

2

�fx

0

3

; x

3

g et sur X

1

�X

2

�fx

3

; x

1

3

g sont identiques.

Maintenant, il est clair que (8.65) est n�ecessaire et su�sant pour que f repr�esente

% sur X

1

�X

2

� fx

0

3

; x

3

; x

1

3

g. En e�et, lorsque l'on compare deux �el�ements au hasard

(y

1

; y

2

; y

3

) et (z

1

; z

2

; z

3

) de X

1

�X

2

�fx

0

3

; x

3

; x

1

3

g, le couple (y

3

; z

3

) appartient forc�ement

�a l'un des ensembles suivants : fx

3

; x

1

3

g

2

, fx

0

3

; x

3

g

2

ou fx

3

; x

1

3

g

2

.

troisi�eme sous-�etape : g�en�eration de f sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

1

3

]

Consid�erons deux �el�ements quelconques y

3

; z

3

2 [x

0

3

; x

1

3

]. Nous avons montr�e au d�ebut

de ce cas qu'il existe (s

1

; s

2

; y

3

) et (t

1

; t

2

; z

3

) tels que

(s

1

; s

2

; y

3

) � (t

1

; t

2

; z

3

) � (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) � (x

1

1

; x

1

2

; x

1

3

): (8.66)

D'apr�es la sous-�etape pr�ec�edente, l'�equation suivante est une condition n�ecessaire et

su�sante pour que f repr�esente % surX

1

�X

2

�fx

0

3

; y

3

; x

1

3

g et surX

1

�X

2

�fx

0

3

; z

3

; x

1

3

g :

f

3

(x

1

3

) = f

3

(x

0

3

) + f

1

(x

0

1

)� f

1

(x

1

1

) + f

2

(x

0

2

)� f

2

(x

1

2

);

f

3

(y

3

) = f

3

(x

1

3

) + f

1

(x

1

1

)� f

1

(s

1

) + f

2

(x

1

2

)� f

2

(s

2

);

= f

3

(x

0

3

) + f

1

(x

0

1

)� f

1

(s

1

) + f

2

(x

0

2

)� f

2

(s

2

);

f

3

(z

3

) = f

3

(x

1

3

) + f

1

(x

1

1

)� f

1

(t

1

) + f

2

(x

1

2

)� f

2

(t

2

);

= f

3

(x

0

3

) + f

1

(x

0

1

)� f

1

(t

1

) + f

2

(x

0

2

)� f

2

(t

2

):

(8.67)

Il reste maintenant �a montrer que c'est aussi une condition n�ecessaire et su�sante

pour que f repr�esente % sur X

1

�X

2

�fx

0

3

; y

3

; z

3

; x

1

3

g. D'apr�es le paragraphe pr�ec�edent,

cela revient �a montrer que f pr�eserve l'ordre % lorsque l'on compare un �el�ement de

X

1

�X

2

� fy

3

g avec un �el�ement de X

1

�X

2

� fz

3

g ; consid�erons donc deux �el�ements

quelconques (y

1

; y

2

; y

3

) et (z

1

; z

2

; z

3

).

{ Soit (y

1

; y

2

; y

3

) - (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

), auquel cas, puisque y

3

%

3

x

0

3

,

(y

1

; y

2

; x

0

3

) - (y

1

; y

2

; y

3

) - (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

);

ce qui implique d'apr�es le lemme 8.2 qu'il existe a

1

; a

2

tels que (y

1

; y

2

; y

3

) �

(a

1

; a

2

; x

0

3

) ;

{ soit (y

1

; y

2

; y

3

) � (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) � (x

1

1

; x

1

2

; x

1

3

), auquel cas (x

1

1

; x

1

2

; x

1

3

) � (y

1

; y

2

; y

3

) -

(y

1

; y

2

; x

1

3

), ce qui implique d'apr�es le lemme 8.2 qu'il existe a

1

2 X

1

et a

2

2 X

2

tels que (y

1

; y

2

; y

3

) � (a

1

; a

2

; x

1

3

).
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Quoi qu'il en soit, il existe a

1

; a

2

tels que

soit (y

1

; y

2

; y

3

) � (a

1

; a

2

; x

0

3

), soit (y

1

; y

2

; y

3

) � (a

1

; a

2

; x

1

3

) ;

Supposons maintenant que la premi�ere relation d'indi��erence soit v�eri��ee (une d�e-

monstration similaire s'applique pour l'autre relation d'indi��erence). Alors, puisque f

repr�esente % sur X

1

�X

2

� fx

0

3

; y

3

; x

1

3

g, on a :

f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

) = f

1

(a

1

) + f

2

(a

2

) + f

3

(x

0

3

):

Puisque f repr�esente aussi % sur X

1

�X

2

� fx

0

3

; z

3

; x

1

3

g, on a aussi :

(a

1

; a

2

; x

0

3

) % (z

1

; z

2

; z

3

) , f

1

(a

1

) + f

2

(a

2

) + f

3

(x

0

3

) � f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(z

3

) et

(a

1

; a

2

; x

0

3

) - (z

1

; z

2

; z

3

) , f

1

(a

1

) + f

2

(a

2

) + f

3

(x

0

3

) � f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(z

3

):

Par cons�equent,

(y

1

; y

2

; y

3

) % (z

1

; z

2

; z

3

) , f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

) � f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(z

3

) et

(y

1

; y

2

; y

3

) - (z

1

; z

2

; z

3

) , f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

) � f

1

(z

1

) + f

2

(z

2

) + f

3

(z

3

):

Par cons�equent, (8.67) est une condition n�ecessaire et su�sante pour que f repr�esente

% sur X

1

� X

2

� fx

0

3

; y

3

; z

3

; x

1

3

g. Notons au passage que, dans (8.67), la d�e�nition de

f

3

(y

3

) ne fait aucunement r�ef�erence �a la valeur f

3

(z

3

), et r�eciproquement. De plus,

y

3

et z

3

avaient �et�e choisis arbitrairement. Par cons�equent, une condition n�ecessaire et

su�sante pour que f repr�esente % sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

1

3

] est que, pour tout y

3

2 [x

0

3

; x

1

3

],

f

3

(y

3

) soit d�e�ni par :

f

3

(x

1

3

) = f

3

(x

0

3

) + f

1

(x

0

1

)� f

1

(x

1

1

) + f

2

(x

0

2

)� f

2

(x

1

2

);

f

3

(y

3

) = f

3

(x

0

3

) + f

1

(x

0

1

)� f

1

(s

1

) + f

2

(x

0

2

)� f

2

(s

2

); 8(s

1

; s

2

) 2 X

1

�X

2

tel que

(s

1

; s

2

; y

3

) � (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

):

(8.68)

Deuxi�eme cas : si, 8(x

0

1

; x

0

2

; x

1

1

; x

1

2

), Non(x

1

1

; x

1

2

; x

1

3

) � (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) :

Alors, 8(x

0

1

; x

0

2

; x

1

1

; x

1

2

),

(x

1

1

; x

1

2

; x

1

3

) � (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

);

car, sinon, d'apr�es le fait que x

0

3

� x

1

3

, (x

1

1

; x

1

2

; x

1

3

) - (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) � (x

0

1

; x

0

2

; x

1

3

), ce qui

impliquerait d'apr�es le lemme 8.2 qu'il existe a

1

; a

2

tels que (x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) � (a

1

; a

2

; x

1

3

).

Cas 2.1 : si x

1

3

O

3

x

0

3

:

x

0

3

et x

1

3

sont i-reli�es (cf. d�e�nition 8.1, page 163). D'apr�es le lemme 8.5, page 207,

il existe une suite �nie (z

i

3

)

p

i=1

telle que z

0

3

= x

0

3

, z

p

3

= x

1

3

, tel que, 8i 2 f0; : : : ; p �

1g, z

i+1

3

�

3

z

i

3

, et telle qu'il existe (z

i

1

; z

i

2

) et (y

i+1

1

; y

i+1

2

) tels que (y

i+1

1

; y

i+1

2

; z

i+1

3

) �

(z

i

1

; z

i

2

; z

i

3

).
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En s�electionnant une valeur appropri�ee pour f

3

(z

i+1

3

) �a partir de celle de f

3

(z

i

3

),

comme on l'avait montr�e dans (8.68) du cas 1, f repr�esente % sur X

1

�X

2

� [z

i

3

; z

i+1

3

]

8i 2 f0; : : : ; p� 1g ; et, puisque f

1

, f

2

et f

3

(z

i

3

) sont uniques �a une transformation a�ne

strictement positive pr�es, f est aussi unique �a une transformation a�ne strictement

positive pr�es sur chaque ensemble X

1

�X

2

� [z

i

3

; z

i+1

3

].

Consid�erons maintenant deux �el�ements quelconques (x

1

; x

2

; x

3

) 2 X

1

�X

2

� [z

0

3

; z

1

3

]

et (y

1

; y

2

; y

3

) 2 X

1

�X

2

� [z

1

3

; z

2

3

] ; s'il existe (a

1

; a

2

; z

1

3

) tel que (x

1

; x

2

; x

3

) � (a

1

; a

2

; z

1

3

)

ou tel que (y

1

; y

2

; y

3

) � (a

1

; a

2

; z

1

3

), alors, puisque f repr�esente % sur X

1

�X

2

� [z

0

3

; z

1

3

]

et sur X

1

�X

2

� [z

1

3

; z

2

3

],

(x

1

; x

2

; x

3

) % (y

1

; y

2

; y

3

)) f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(x

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

);

(x

1

; x

2

; x

3

) - (y

1

; y

2

; y

3

)) f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(x

3

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

) ;

sinon, d'apr�es le lemme 8.3, (x

1

; x

2

; x

3

) � (y

1

; y

2

; z

1

3

) � (y

1

; y

2

; y

3

), et, puisque f repr�e-

sente % sur X

1

�X

2

� [z

0

3

; z

1

3

] et sur X

1

�X

2

� [z

1

3

; z

2

3

],

(x

1

; x

2

; x

3

) � (y

1

; y

2

; y

3

), f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(x

3

) < f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

):

Par cons�equent, f repr�esente % sur X

1

�X

2

� [z

0

3

; z

2

3

], et sur X

1

�X

2

� [z

i

3

; z

i+1

3

] 8i 2

f2; : : : ; p�1g. Par r�ecurrence, en utilisant le proc�ed�e d�ecrit ci-dessus, il est relativement

ais�e de montrer que f repr�esente % sur X

1

�X

2

� [z

0

3

; z

p

3

], ou, d'une mani�ere �equivalente,

sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

1

3

]. De plus, d'apr�es les relations d'�egalit�e de l'�equation (8.68), f est

unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es.

Cas 2.2 : Si Non(x

1

3

O

3

x

0

3

) : (8.69)

L'application du lemme 8.4 sur X

1

�X

2

�fx

0

3

; x

1

3

g permet de conclure que f

1

(X

1

) =

ff

1

(x

1

) : x

1

2 X

1

g et f

2

(X

2

) = ff

2

(x

2

) : x

2

2 X

2

g sont des ensembles born�es(ici le

cas 2.3 du lemme 8.4 peut être utilis�e directement car x

0

3

et x

1

3

ne sont pas unidimension-

nellement joignables dans X). 8x

3

2 X

3

tel que x

3

O

3

x

0

3

et x

3

%

3

x

0

3

, il existe d'apr�es le

premier cas et le cas 2.1, une fonction d'utilit�e additive f , unique �a une transformation

a�ne strictement positive pr�es, repr�esentant % sur X

1

� X

2

� [x

0

3

; x

3

]. De même, 8y

3

tel que y

3

%

3

x

3

et y

3

O

3

x

0

3

, il existe une fonction d'utilit�e additive f

0

, unique �a une

transformation a�ne strictement positive pr�es, repr�esentant % sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; y

3

].

Par cons�equent, f

0

repr�esente % sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

3

], ce qui signi�e que la restriction

de f

0

�a X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

3

] est une transform�ee a�ne de f . Ainsi, en multipliant f

0

par

une certaine constante et en additionnant une autre constante bien choisie, on peut

s'arranger pour que la restriction de f

0

�a X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

3

] co��ncide avec f . Donc, on a

�etendu f de telle sorte qu'elle repr�esente % sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; y

3

]. En utilisant �a nouveau

ce proc�ed�e, on peut �etendre f pour qu'elle repr�esente % sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; z

3

] 8z

3

%

3

y

3

,

et ainsi de suite. Par cons�equent, il existe une fonction f , unique �a une transformation

a�ne strictement positive pr�es, repr�esentant % surX

1

�X

2

�fx

3

: x

3

O

3

x

0

3

et x

3

%

3

x

0

3

g.

Le proc�ed�e fonctionne bien parce que f est toujours unique �a une transformation a�ne

strictement positive pr�es sur chaque ensemble X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

3

].

D�emontrons maintenant qu'il existe un nombre r�eel �

0

tel que, 8x

3

2 X

3

tel que

x

3

O

3

x

0

3

et x

3

%

3

x

0

3

, f

3

(x

3

) � �

0

. Supposons que ce ne soit pas le cas ; alors, 8r 2 R ,
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9x

3

(r) tel que x

3

(r)O

3

x

0

3

et f

3

(x

3

(r)) � r. Le deuxi�eme composant de X �etant essentiel,

il existe x

2

; y

2

2 X

2

tels que x

2

�

2

y

2

. Maintenant, pour y

0

3

= x

0

3

et 8y

1

2 X

1

, si

r = f

3

(y

0

3

) + f

2

(x

2

)� f

2

(y

2

), 9 y

1

3

= x

3

(r) tel que

f

3

(y

1

3

) � f

3

(y

0

3

) + f

2

(x

2

)� f

2

(y

2

);

ou, d'une mani�ere �equivalente, tel que

(y

1

; y

2

; y

1

3

) % (y

1

; x

2

; y

0

3

):

Par r�ecurrence, 8i 2 N , si r = f

3

(y

i

3

) + f

2

(x

2

)� f

2

(y

2

), 9 y

i+1

3

tel que

(y

1

; y

2

; y

i+1

3

) % (y

1

; x

2

; y

i

3

):

La suite (y

i+1

3

) est une s�equence sur-standard croissante, in�nie, et born�ee par y

0

3

et

x

1

3

(puisque Non(x

1

3

O

3

x

0

3

)). Or c'est impossible car cela contredirait le nouvel axiome

archim�edien. Par cons�equent, il existe bien un nombre r�eel �

0

tel que f

3

(x

3

) � �

0

8x

3

2 X

3

tel que x

3

O

3

x

0

3

. De même, on peut d�e�nir une fonction d'utilit�e additive f

1

sur X

1

�X

2

�fx

3

: x

3

O

3

x

1

3

et x

3

-

3

x

1

3

g, et f

1

admet une borne inf�erieure (appelons-la

�

1

) sur cet ensemble.

Puisque, d'apr�es le premier cas et le cas 2.1, f

1

est unique �a une transformation

a�ne strictement positive pr�es, et puisque f

1

+ f

2

et f

1

1

+ f

1

2

repr�esentent toutes les

deux %

12

sur X

1

�X

2

, f

1

1

+ f

1

2

est une transform�ee a�ne de f

1

+ f

2

; c'est pourquoi il

n'est pas restrictif de supposer que f

1

1

(�) = f

1

(�) et f

1

2

(�) = f

2

(�).

Nous allons maintenant montrer qu'il est possible de d�e�nir f

3

(x

3

) 8x

3

2 [x

0

3

; x

1

3

] de

telle sorte que f repr�esente % sur X

1

� X

2

� [x

0

3

; x

1

3

]. Il est clair qu'il est su�sant de

montrer qu'il est possible de d�e�nir f

3

(x

3

) 8x

3

2 [x

0

3

; x

1

3

] tel que Non(x

3

O

3

x

0

3

) de telle

sorte que f repr�esente % sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

1

3

] ; et une condition n�ecessaire �a l'obtention

de ce r�esultat est que f

3

(�) = f

1

3

(�) + constante .

Cas 2.2.a : si @ x

2

3

2 [x

0

3

; x

1

3

] tel que Non(x

2

3

O

3

x

0

3

) et Non(x

2

3

O

3

x

1

3

) :

Alors, 8x

3

2 [x

0

3

; x

1

3

], soit x

3

O

3

x

0

3

, soit x

3

O

3

x

1

3

. D'apr�es le lemme 8.3, on sait que,

8(x

1

; x

2

; x

3

) 2 X

1

�X

2

� fx

3

: x

3

O

3

x

0

3

et x

3

%

3

x

0

3

g, et 8(y

1

; y

2

; y

3

) 2 X

1

�X

2

� fy

3

:

y

3

O

3

x

1

3

et y

3

-

3

x

1

3

g, (x

1

; x

2

; x

3

) � (y

1

; y

2

; y

3

). Mais nous savions d�ej�a que

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(x

3

) � sup

z

1

2X

1

ff

1

(z

1

g+ sup

z

2

2X

2

ff

2

(z

2

)g+ sup

z

3

O

3

x

0

3

ff

3

(z

3

)g;

f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

1

3

(y

3

) � inf

z

1

2X

1

ff

1

(z

1

g+ inf

z

2

2X

2

ff

2

(z

2

)g+ inf

z

3

O

3

x

1

3

ff

1

3

(z

3

)g:

Par cons�equent, si tous les sup et tous les inf peuvent être atteints, alors il est clair

qu'une condition n�ecessaire et su�sante pour obtenir f

1

(x

1

)+f

2

(x

2

)+f

3

(x

3

) < f

1

(y

1

)+

f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

) 8(x

1

; x

2

; x

3

) 2 X

1

�X

2

� fx

3

: x

3

O

3

x

0

3

et x

3

%

3

x

0

3

g, et 8(y

1

; y

2

; y

3

) 2

X

1

�X

2

� fy

3

: y

3

O

3

x

1

3

et y

3

-

3

x

1

3

g, est d'ajouter �a f

1

3

une constante  telle que

sup

z

1

2X

1

ff

1

(z

1

g+ sup

z

2

2X

2

ff

2

(z

2

)g+ sup

z

3

O

3

x

0

3

ff

3

(z

3

)g <

inf

z

1

2X

1

ff

1

(z

1

g+ inf

z

2

2X

2

ff

2

(z

2

)g+ inf

z

3

O

3

x

1

3

ff

3

(z

3

)g:
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Ainsi, en additionnant n'importe quelle constante  telle que l'in�egalit�e ci-dessus est

v�eri��ee, on garantit que f repr�esente % sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

1

3

]. De même, si au moins

un sup ou un inf ne peut être atteint, alors une condition n�ecessaire et su�sante pour

obtenir f

1

(x

1

)+f

2

(x

2

)+f

3

(x

3

) < f

1

(y

1

)+f

2

(y

2

)+f

3

(y

3

) 8(x

1

; x

2

; x

3

) 2 X

1

�X

2

�fx

3

:

x

3

O

3

x

0

3

et x

3

%

3

x

0

3

g, et 8(y

1

; y

2

; y

3

) 2 X

1

�X

2

� fy

3

: y

3

O

3

x

1

3

et y

3

-

3

x

1

3

g, est que

l'in�egalit�e soit v�eri��ee :

sup

z

1

2X

1

ff

1

(z

1

g+ sup

z

2

2X

2

ff

2

(z

2

)g+ sup

z

3

O

3

x

0

3

ff

3

(z

3

)g �

inf

z

1

2X

1

ff

1

(z

1

g+ inf

z

2

2X

2

ff

2

(z

2

)g+ inf

z

3

O

3

x

1

3

ff

3

(z

3

)g:

Donc, pour r�esumer, il existe une fonction d'utilit�e additive f repr�esentant % sur

X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

1

3

], et la propri�et�e d'unicit�e du th�eor�eme 8.4 est visiblement v�eri��ee.

Cas 2.2.b : si 9 x

2

3

2 [x

0

3

; x

1

3

] tel que Non(x

2

3

O

3

x

0

3

) et Non(x

2

3

O

3

x

1

3

) :

Soient O

�

3

l'ensemble des classes d'�equivalence de la relation binaire O

3

, et Z =

f

�

z

3

2 O

�

3

tels que 9 z

3

2

�

z

3

, z

3

2 [x

0

3

; x

1

3

]g. Supposons que Card(Z) soit in�ni ; alors il

est possible d'extraire de Z une suite in�nie (

�

z

p

3

) telle que

{ soit 8z

p

3

2

�

z

p

3

et 8z

p+1

3

2

�

z

p+1

3

, z

p+1

3

�

3

z

p

3

,

{ soit 8z

p

3

2

�

z

p

3

et 8z

p+1

3

2

�

z

p+1

3

, z

p+1

3

�

3

z

p

3

.

En e�et, construisons la suite de la mani�ere suivante : posons

�

z

0

3

=

�

x

0

3

. S'il existe un

�el�ement

�

z

3

2 Z tel qu'il n'existe pas de

�

y

3

2 Z tel que z

0

3

�

3

y

3

�

3

z

3

, alors posons

�

z

1

3

=

�

z

3

. On r�ep�ete alors le même processus pour d�e�nir

�

z

2

3

;

�

z

3

3

, etc. Deux cas peuvent

alors apparâ�tre : soit le processus peut être r�ep�et�e une in�nit�e de fois, et dans ce cas

on a construit la susdite suite in�nie strictement monotone, soit il existe un index p tel

que :

pour tout

�

z

3

2 Z tel que z

p

3

�

3

z

3

, il existe

�

y

3

2 Z tel que z

p

3

�

3

y

3

�

3

z

3

: (8.70)

Dans ce cas, construisons une suite in�nie strictement d�ecroissante (

�

t

p

3

) de la mani�ere

suivante : prenons n'importe quel

�

z

3

et d�e�nissons sup�erieur �a

�

z

p

3

et d�e�nissons

�

t

0

3

=

�

z

3

.

D'apr�es (8.70), il existe

�

y

3

2 Z tel que z

p

3

�

3

y

3

�

3

t

0

3

. Soit

�

t

1

3

=

�

y

3

. Puisque

�

y

3

est tel que

z

p

3

�

3

y

3

, (8.70) peut être appliqu�e avec y

3

jouant le rôle qui �etait tenu pr�ec�edemment

par z

3

. Par cons�equent,

�

t

2

3

peut être construit de la même mani�ere que

�

t

1

3

. (8.70) garantit

que le proc�ed�e de construction ne s'arrêtera jamais, entrainant par l�a même l'existence

d'une suite in�nie strictement d�ecroissante.

Supposons que la s�equence soit croissante, c'est-�a-dire que z

p+1

3

�

3

z

p

3

; une d�emons-

tration similaire serait valable dans l'autre cas. Le deuxi�eme composant �etant essentiel,

9 x

2

; y

2

2 X

2

tels que x

2

�

2

y

2

. Soit x

1

un �el�ement quelconque de X

1

. D'apr�es la

d�e�nition de la s�equence (

�

z

p

3

), Non(z

p+1

3

O

3

z

p

3

)), ce qui implique que (x

1

; y

2

; z

p+1

3

) �

(x

1

; x

2

; z

p

3

) ; mais alors (z

p

3

) est une s�equence sur-standard croissante, in�nie, et born�ee
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par x

0

3

et x

1

3

, ce qui contredit le nouvel axiome archim�edien. Par cons�equent on doit

conclure que Card(Z) est un nombre �ni, appelons-le N ; ainsi, Z = f

�

z

1

3

; : : : ;

�

z

N

3

g, et

�

z

1

3

=

�

x

0

3

et

�

z

N

3

=

�

x

1

3

.

Nous savons d�ej�a qu'il existe une utilit�e f

i

sur X

1

�X

2

� fx

3

: x

3

O

3

z

i

3

g, born�ee,

unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es, et telle que f

i

(x

1

; x

2

; x

3

) =

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

i

3

(x

3

). Maintenant, on peut montrer par r�ecurrence en utilisant le

cas 2.2.a que f peut être �etendue pour repr�esenter % sur X

1

� X

2

� fx

3

: x

3

2

fz

1

3

; : : : ; z

i+1

3

gg. Par cons�equent, f peut être �etendue de mani�ere �a repr�esenter % sur

X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

1

3

]. Quant �a la propri�et�e d'unicit�e, �a l'int�erieur des classes d'�equivalence

de O

3

, les �el�ements appartiennent au premier cas ou au cas 2.1, ce qui implique une

unicit�e �a une transformation a�ne strictement positive pr�es, tandis que qu'entre deux

classes d'�equivalence cons�ecutives, le cas 2.2.a est v�eri��e. Par cons�equent, la propri�et�e

d'unicit�e �enonc�ee dans le th�eor�eme 8.4 est bien v�eri��ee.

Deuxi�eme �etape : g�en�eration de f sur X

1

�X

2

�X

3

Supposons que f a �et�e construite sur X

1

�X

2

� [x

0

3

; x

1

3

]. S�electionnons un �el�ement

arbitraire x

3

�

3

x

1

3

. Grâce �a un proc�ed�e similaire �a celui d�ecrit dans la premi�ere �etape,

on peut montrer qu'il existe une utilit�e additive, f

1

+ f

2

+ f

1

3

, repr�esentant % sur X

1

�

X

2

� [x

1

3

; x

3

]. L�a encore, en utilisant un proc�ed�e similaire �a celui de la premi�ere �etape, on

peut montrer que si f

3

(�) = f

1

3

(�)+une constante bien choisie, alors f peut être �etendue

de mani�ere �a repr�esenter % surX

1

�X

2

�[x

0

3

; x

3

]. En utilisant cette propri�et�e de mani�ere

r�ep�etitive, il est clair que l'on peut �etendre la fonction f pour qu'elle repr�esente % sur

X

1

� X

2

� fx

3

: x

3

%

3

x

0

3

g | notons que ce proc�ed�e fonctionne bien parce qu'entre

deux �el�ements quelconques de X

3

, disons x

3

et y

3

, le nombre de classes d'�equivalence de

O

3

est �ni. De même, 8y

3

�

3

x

0

3

, on peut �etendre f de mani�ere �a ce qu'elle repr�esente

% sur X

1

�X

2

� [y

3

; x

0

3

], ce qui nous am�ene �a formuler la conclusion suivante : f peut

être �etendue de mani�ere �a repr�esenter % sur X

1

� X

2

� fy

3

: y

3

-

3

x

0

3

g. D'apr�es le

lemme 8.3, lorsque l'on compare un �el�ement de X

1

� X

2

� fx

3

: x

3

-

3

x

0

3

g avec un

�el�ement de X

1

�X

2

� fx

3

: x

3

%

3

x

0

3

g, il existe toujours un �el�ement de X

1

�X

2

�fx

0

3

g

pr�ef�er�e ou indi��erent �a l'un de ces deux �el�ements et non pr�ef�er�e ou indi��erent �a l'autre ;

par cons�equent, f repr�esente bien % sur X.

Dans la m�ethode de construction, nous sommes partis d'un �el�ement arbitraire x

0

3

de

X

3

, et nous avons montr�e que 8x

3

%

3

x

0

3

, il n'existe pas de suite in�nie (x

i

3

) telle que

x

0

3

-

3

x

i

3

-

3

x

3

et Non(x

i

3

O

3

x

i+1

3

), c'est-�a-dire qu'il n'existe pas de suite in�nie (

�

x

i

3

)

de classes d'�equivalence de O

3

telle que tout y

3

2

�

x

i

3

appartient �a [x

0

3

; x

3

]. Nous avons

aussi montr�e qu'une fonction d'utilit�e existait sur X ; par cons�equent, 8p 2 Z, toute

s�equence (x

i

3

) telle que p � f

3

(x

i

3

) � p+ 1 et Non(x

i

3

O

3

x

i+1

3

), est forc�ement �nie. Par

cons�equent, l'ensemble des classes d'�equivalence de O

3

est d�enombrable. Donc il existe

une suite (x

i

3

) telle que 8i, x

i+1

3

�

3

x

i

3

et telle que, 8x

3

2 X

3

, 9 i tel que x

3

O

3

x

i

3

.

Cette s�equence est en fait cr�e�ee en prenant un �el�ement au hasard dans chaque classe

d'indi��erence de O

3

. La propri�et�e d'unicit�e des repr�esentations additives est imm�ediate.

�
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Lemme 8.6 Soit % un pr�eordre large total sur

Q

n

i=1

X

i

satisfaisant l'axiome d'in-

d�ependance (voir page 23), la solvabilit�e restreinte et l'essentialit�e par rapport aux

deux premiers composants, la condition de Thomsen sur les composants solvables

(cf. page 24), l'axiome d'i-lien (cf. page 165), l'axiome de conservation d'�echelle (cf.

page 170) et le nouvel axiome archim�edien (voir page 175). Soit k 2 f3; : : : ; ng.

Si k = n, soit X

3;k

=

Q

n

i=3

X

i

et supposons que x

n

O

n

y

n

pour tous x

n

; y

n

2 X

n

,

sinon soit (a

k+1

; : : : ; a

n

) un �el�ement arbitraire de

Q

n

i=k+1

X

i

et soit X

3;k

=

Q

k

i=3

X

i

�

fa

k+1

g � � � � � fa

n

g.

Alors % est un pr�eordre large total satisfaisant l'axiome d'ind�ependance, la condition

de Thomsen, la solvabilit�e restreinte et l'essentialit�e sur les deux premiers composants,

l'axiome d'i-lien, l'axiome de conservation d'�echelle, et le nouvel axiome archim�edien,

sur le produit cart�esien tridimensionnel Y = X

1

�X

2

�X

3;k

.

D�emonstration du lemme 8.6 : D'apr�es Wakker (1989, pp.30{31), l'axiome d'ind�e-

pendance est v�eri��e sur Y . De plus, d'apr�es leurs d�e�nitions, il est �evident que la condi-

tion de Thomsen, la solvabilit�e restreinte et l'essentialit�e sont aussi v�eri��ees sur Y .

Montrons maintenant par r�ecurrence que l'axiome d'i-lien (axiome 8.1) est aussi

v�eri��e sur Y : lorsque k est �egal �a 3, c'est trivial. Supposons donc maintenant que k > 3.

Supposons en outre que l'axiome d'i-lien est v�eri��e sur les ensembles Y

0

= X

1

�X

2

�X

3;k

0

quel que soit k

0

< k, c'est-�a-dire que, d'apr�es l'ind�ependance, pour tous x

3;k

0

; z

3;k

0

2 Y

0

,

il existe une suite (y

l

3;k

0

)

q

l=0

2 X

3;k

0

telle que :

{ y

0

3;k

0

= x

3;k

0

et y

q

3;k

0

= z

3;k

0

;

{ pour tout l 2 f0; : : : ; q � 1g, il existe c

l+1

; d

l

2 X

1

�X

2

tels que :

(c

l+1

; y

l+1

3;k

0

) � (d

l

; y

l

3;k

0

):

Consid�erons maintenant deux �el�ements arbitraires

(x

3

; : : : ; x

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) et (z

3

; : : : ; z

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

)

de X

3;k

. Par hypoth�ese, x

k

et z

k

sont k-reli�es. Par cons�equent, il existe une suite (y

l

k

)

p

l=0

d'�el�ements de X

k

telle que :

{ y

0

k

= x

k

et y

p

k

= z

k

;

{ pour tout l 2 f0; : : : ; p� 1g, il existe a

l+1

= (a

l+1

1

; : : : ; a

l+1

k�1

) et b

l

= (b

l

1

; : : : ; b

l

k�1

)

dans

Q

k�1

j=1

X

j

tels que (a

l+1

; y

l+1

k

) �

1:::k

(b

l

; y

l

k

), ou, d'une mani�ere tout �a fait

�equivalente, tels que (a

l+1

; y

l+1

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) � (b

l

; y

l

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

).

Remarquons que pour tout l 2 f0; : : : ; p� 1g,

(a

l+1

3

; : : : ; a

l+1

k�1

; a

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

); (b

l+1

3

; b

l+1

k�1

; a

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) 2 X

3;k�1

:

Par cons�equent, d'apr�es notre hypoth�ese de r�ecurrence, pour tout l 2 f0; : : : ; p� 1g, il

existe une suite (z

m;l

3;k�1

)

q(l)

m=0

d'�el�ements de

Q

k�1

i=3

X

i

�

Q

n

i=k

fa

i

g telle que :
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{ z

0;l

3;k�1

= (a

l+1

3

; : : : ; a

l+1

k�1

; a

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) ;

{ z

q(l);l

3;k�1

= (b

l+1

3

; : : : ; b

l+1

k�1

; a

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) ;

{ pour tout m 2 f0; : : : ; q(l)� 1g, il existe c

m+1;l

; d

m;l

2 X

1

�X

2

tels que :

(c

m+1;l

; z

m+1;l

3;k�1

) � (d

m;l

; z

m;l

3;k�1

):

Par ind�ependance, en rempla�cant tous les a

k

par y

l+1

k

, il existe une suite (w

m;l

3;k�1

)

q(l)

m=0

d'�el�ements de

Q

k�1

i=3

X

i

� fy

l+1

k

g �

Q

n

i=k+1

fa

i

g telle que :

{ w

0;l

3;k�1

= (a

l+1

3

; : : : ; a

l+1

k�1

; y

l+1

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) ;

{ w

q(l);l

3;k�1

= (b

l+1

3

; : : : ; b

l+1

k�1

; y

l+1

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) ;

{ pour tout m 2 f0; : : : ; q(l)� 1g, il existe c

m+1;l

; d

m;l

2 X

1

�X

2

tels que :

(c

m+1;l

; w

m+1;l

3;k�1

) � (d

m;l

; w

m;l

3;k�1

):

Autrement dit, (a

l+1

3

; : : : ; a

l+1

k�1

; y

l+1

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) et (b

l+1

3

; : : : ; b

l+1

k�1

; y

l+1

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

)

sont (3,k)-reli�es. De la même mani�ere, il existe deux suites (w

m;�1

3;k�1

)

q(�1)

m=0

et (w

m;p+1

3;k�1

)

q(p+1)

m=0

,

(3; k � 1)-reliant respectivement :

{ (x

3

; : : : ; x

k�1

; x

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) et (b

0

1

; : : : ; b

0

k�1

; x

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

), et

{ (z

3

; : : : ; z

k�1

; z

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) et (a

p

3

; : : : ; a

p

k�1

; z

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

).

Ainsi, la suite

�

(w

m;l

3;k

)

q(l)

m=0

�

p+1

l=�1

, constitu�ee par la concat�enation des suites (w

m;l

3;k

)

q(l)

m=0

pour tout l, (3; k)-relie x

3;k

et z

3;k

. Par cons�equent, l'axiome d'i-lien est bien v�eri��e

sur Y .

Montrons maintenant que le nouvel axiome archim�edien est aussi v�eri��e sur Y . Soient

x = (x

1

; x

2

; x

3;k

) et z = (z

1

; z

2

; z

3;k

) deux �el�ements quelconques de Y . Supposons qu'il

existe sur X

3;k

une s�equence sur-standard (w

l

3;k

) croissante et in�nie, de base

(x

0

1

; x

0

2

) � (x

1

1

; x

1

2

) 2 X

1

�X

2

;

et telle que pour tout l, x - (x

0

1

; x

0

2

; w

l

3;k

) - z. D'apr�es le paragraphe pr�ec�edent, x

3;k

et

z

3;k

sont (3; k)-reli�es. Par cons�equent, il existe une suite (y

m

3;k

)

p

m=0

d'�el�ements de X

3;k

telle que :

{ y

0

3;k

= x

3;k

et y

p

3;k

= z

3;k

;

{ pour tout m 2 f0; : : : ; p � 1g, il existe a

m+1

= (a

m+1

1

; a

m+1

2

); b

m

= (b

m

1

; b

m

2

) 2

X

1

�X

2

tels que :

(a

m+1

; y

m+1

3;k

) � (b

m

; y

m

3;k

):
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Sans perte de g�en�eralit�e, on peut poser que a

0

= (x

1

; x

2

) et b

p

= (z

1

; z

2

). En e�et, si ce

n'�etait pas le cas, on pourrait utiliser �a la place la s�equence (w

m

3;k

)

p+1

m=�1

d�e�nie par :

{ w

�1

3;k

= x

3;k

, w

p+1

3;k

= z

3;k

, et w

i

3;k

= y

i

3;k

8i 2 f0; : : : ; pg ;

{ (a

�1

1

; a

�1

2

) = (x

1

; x

2

) et (b

�1

1

; b

�1

2

) = (a

0

1

; a

0

2

), (b

p+1

1

; b

p+1

2

) = (z

1

; z

2

) et (a

p+1

1

; a

p+1

2

) =

(b

p

1

; b

p

2

) ;

{ pour tout m 2 f0; : : : ; p� 1g, (a

m+1

; w

m+1

3;k

) � (b

m

; w

m

3;k

).

Maintenant, pour tout l, il existe clairement m 2 f0; : : : ; pg tel que :

soit i) (b

m

; y

m

3;k

) - (x

0

1

; x

0

2

; w

l

3;k

) - (a

m

; y

m

3;k

) ;

soit ii) (a

m

; y

m

3;k

) - (x

0

1

; x

0

2

; w

l

3;k

) - (b

m

; y

m

3;k

).

Puisque (w

l

3;k

) est une suite in�nie, il existe un index m tel que soit i) soit ii) est v�eri��e

pour un nombre in�ni de l. Consid�erons un tel index m et supposons que ce soit i) qui

soit v�eri��e pour tout l dans un ensemble in�ni L (une d�emonstration similaire s'applique

pour le cas ii)).

Si a

m

1

-

1

b

m

1

, alors pour tout l 2 L,

(b

m

1

; b

m

2

; y

m

3;k

) - (x

0

1

; x

0

2

; w

l

3;k

) - (b

m

1

; a

m

2

; y

m

3;k

):

Donc, par solvabilit�e restreinte par rapport au second composant, pour tout l 2 L, il

existe c

l

2

2 X

2

tel que

(x

0

1

; x

0

2

; w

l

3;k

) � (b

m

1

; c

l

2

; y

m

3;k

):

Nous allons maintenant montrer que (c

l

2

)

l2L

est une s�equence sur-standard in�nie par

rapport au second composant. Par hypoth�ese, pour tout l 2 L,

(b

m

1

; c

l

2

; y

m

3;k

) � (x

0

1

; x

0

2

; w

l

3;k

) � (x

1

1

; x

1

2

; w

l

3;k

) - (x

0

1

; x

0

2

; w

l+1

3;k

) � (b

m

1

; c

l+1

2

; y

m

3;k

): (8.71)

Par essentialit�e par rapport au premier composant, il existe d

1

2 X

1

tel que Non(d

1

�

1

b

m

1

). Supposons maintenant que d

1

�

1

b

m

1

(une d�emonstration similaire s'applique dans

le cas d

1

�

1

b

m

1

). Alors, d'apr�es (8.71),

{ soit il existe l tel que (b

m

1

; c

l

2

; y

m

3;k

) � (d

1

; c

l

2

; y

m

3;k

) - (x

1

1

; x

1

2

; w

l

3;k

), et (c

l

2

)

l2L

est une

s�equence sur-standard de base f(b

m

1

; y

m

3;k

); (d

1

; y

m

3;k

)g. Pour montrer cela, il su�t

de montrer que 8l

0

2 L; (b

m

1

; c

l

0

2

; y

m

3;k

) � (d

1

; c

l

0

2

; y

m

3;k

) - (x

1

1

; x

1

2

; w

l

0

3;k

). Or, si (C

3

),

l'axiome d'�elimination d'ordre 3, est v�eri��e, alors quel que soit l

0

on a :

(x

0

1

; x

0

2

; w

l

3;k

) � (b

m

1

; c

l

2

; y

m

3;k

)

(b

m

1

; c

l

0

2

; y

m

3;k

) � (x

0

1

; x

0

2

; w

l

0

3;k

)

(d

1

; c

l

2

; y

m

3;k

) - (x

1

1

; x

1

2

; w

l

3;k

)

| {z }

+

(x

1

1

; x

1

2

; w

l

0

3;k

) % (d

1

; c

l

0

2

; y

m

3;k

):

(8.72)
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Montrons maintenant que (C

3

) est v�eri��e. D�e�nissons une suite (f

p

3;n

) comme

�etant une suite unidimensionnellement-joignant w

l

3;k

et y

m

3;k

dans X si ceux-ci sont

unidimensionnellement-joignables dansX, ou bien la suite �a 2 �el�ements (w

l

3;k

; y

m

3;k

)

dans le cas contraire. De même, pour un l

0

6= l, d�e�nissons une suite (g

p

3;n

) (resp.

(h

p

3;n

)) comme �etant une suite unidimensionnellement-joignant w

l

0

3;k

et y

m

3;k

(resp.

w

l

0

3;k

et w

l

3;k

) dans X si ceux-ci sont unidimensionnellement-joignables dans X, ou

bien la suite �a 2 �el�ements (w

l

0

3;k

; y

m

3;k

) (resp. (w

l

0

3;k

; w

l

3;k

)) dans le cas contraire. Soit

Z

3;n

= ff

p

3;n

g[fg

p

3;n

g[fh

p

3;n

g. Alors % est un pr�eodre large total surX

1

�X

2

�Z

3;n

v�eri�ant l'axiome d'ind�ependance. On sait que X

1

et X

2

v�eri�ent l'essentialit�e, la

solvabilit�e restreinte et la condition de Thomsen. Le nouvel axiome archim�edien

est aussi v�eri��e par hypoth�ese sur X

1

et X

2

, et sur Z

3;n

car c'est un ensemble �ni.

L'axiome de conservation d'�echelle est aussi v�eri��e car si deux �el�ements de Z

3;n

sont unidimensionnellement-joignables dans X, alors ils le sont aussi dans Z

3;n

, de

telle sorte que lorsque deux �el�ements de Z

3;n

ne sont pas unidimensionnellement-

joignables dans Z

3;n

, ils ne le sont pas non plus dans X et donc l'�equation (8.2)

est forc�ement v�eri��ee pour ces �el�ements. Conclusion : (X

1

�X

2

� Z

3;n

;%) v�eri�e

toutes les conditions d'application du th�eor�eme 8.2, et donc % est repr�esentable

par une utilit�e additive sur cet ensemble. Donc (C

3

) est v�eri��e sur cet ensemble,

qui contient X

1

�X

2

� fy

m

3;k

; w

l

3;k

; w

l

0

3;k

g, et ainsi (8.72) est forc�ement v�eri��ee, ce

qui implique que (c

l

2

)

l2L

est bien une s�equence sur-standard.

{ soit il existe l tel que (b

m

1

; c

l

2

; y

m

3;k

) � (x

1

1

; x

1

2

; w

l

3;k

) - (d

1

; c

l

2

; y

m

3;k

), et par solvabilit�e

restreinte par rapport �a X

1

, il existe e

1

2 X

1

tel que

(x

1

1

; x

1

2

; w

l

3;k

) � (e

1

; c

l

2

; y

m

3;k

);

de telle sorte que (c

l

2

)

l2L

est une s�equence sur-standard de base f(b

m

1

; y

m

3;k

); (e

1

; y

m

3;k

)g.

La d�emonstration pour montrer que l'�equation ci-dessus ne d�epend pas de l est

identique �a celle fournie pr�ec�edemment.

Mais tout ceci est impossible puisque le nouvel axiome archim�edien est suppos�e v�eri��e

sur le deuxi�eme composant.

Si a

m

2

-

2

b

m

2

, alors par sym�etrie par rapport au premier composant, il existerait une

s�equence sur-standard in�nie par rapport au premier composant \entre" (b

m

; y

m

3;k

) et

(a

m

; y

m

3;k

), ce qui est �evidemment impossible d'apr�es le nouvel axiome archim�edien.

Supposons maintenant que b

m

1

�

1

a

m

1

et que b

m

2

�

2

a

m

2

. S'il existe un ensemble in�ni

L

0

tel que pour tout l 2 L

0

,

(a

m

1

; b

m

2

; y

m

3;k

) - (x

0

1

; x

0

2

; w

l

3;k

) - (a

m

1

; a

m

2

; y

m

3;k

);

alors, d'une mani�ere similaire aux pr�ec�edents paragraphes, on peut montrer qu'il existe

aussi une s�equence sur-standard par rapport au second composant in�nie et born�ee.

Sinon, il existe un ensemble in�ni L

00

tel que pour tout l 2 L

00

,

(b

m

1

; b

m

2

; y

m

3;k

) - (x

0

1

; x

0

2

; w

l

3;k

) - (a

m

1

; b

m

2

; y

m

3;k

);
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et il existe par la même occasion une s�equence sur-standard par rapport au premier

composant in�nie et born�ee.

Conclusion : dans tous les cas, l'existence d'une suite in�nie (w

l

3;k

) implique aussi

l'existence d'une s�equence sur-standard par rapport au premier ou au deuxi�eme com-

posant in�nie et born�ee. Or ceci est impossible d'apr�es le nouvel axiome archim�edien.

Par cons�equent, le nouvel axiome archim�edien est forc�ement v�eri��e sur Y .

En�n, pour �nir cette d�emonstration, montrons que l'axiome de conservation d'�echelle

est aussi v�eri��e sur Y . Soient x = (x

3

; : : : ; x

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) et y = (y

3

; : : : ; y

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

)

deux �el�ements arbitraires de X

3;k

. Supposons que x et y ne soient pas unidimensionnel-

lement-joignables dans X. Dans ce cas, d'apr�es l'axiome de conservation d'�echelle sur

X, l'�equation (8.2) (voir page 170) est v�eri��ee. Cons�equence : l'axiome de conservation

d'�echelle est aussi v�eri��e sur Y dans ce cas. Si, au contraire, x et y sont unidimensionnel-

lement-joignables dans X, alors, par d�e�nition, leurs derniers composants, x

n

et y

n

,

sont n-reli�es. Donc x; y 2 Z =

Q

n�1

i=3

X

i

�fz

n

: z

n

O

n

x

n

g. Mais d'apr�es les paragraphes

pr�ec�edents, sur X

1

�X

2

�Z, % v�eri�e l'axiome d'ind�ependance, la condition de Thom-

sen, la solvabilit�e restreinte et l'essentialit�e par rapport aux deux premiers composants,

l'axiome d'i-lien et le nouvel axiome archim�edien. De plus, l'axiome de conservation

d'�echelle est trivialement v�eri��e sur X

1

� X

2

� Z puisque lorsque deux �el�ements sont

unidimensionnellement-joints sur X, ils le sont aussi sur ils sont aussi X

1

� X

2

� Z.

Par cons�equent, d'apr�es le th�eor�eme 8.2, il existe une utilit�e additive repr�esentant % sur

X

1

�X

2

�Z. L'�equation (8.2) �etant clairement n�ecessaire pour la repr�esentabilit�e addi-

tive, elle est forc�ement v�eri��ee sur Z. Par cons�equent, l'axiome de conservation d'�echelle

est v�eri��e pour x et y et, a fortiori, sur Y . �

D�emonstration du th�eor�eme 8.3 et du th�eor�eme 8.5 : La d�emonstration est or-

ganis�ee en deux �etapes : dans la premi�ere, nous allons montrer que %

1:::n�1

est repr�esen-

table par une fonction d'utilit�e additive, et, qui plus est, unique �a une transformation

a�ne strictement positive pr�es. Dans la seconde �etape, on incorpore le dernier com-

posant de X pour montrer que % est aussi repr�esentable par une fonction d'utilit�e

additive.

Soit (w

1

; : : : ; w

n

) un �el�ement arbitraire de X. Tout au long de la d�emonstration,

8i; j 2 f1; : : : ; ng, i < j, on d�esignera parX

i;j

le produit cart�esien

Q

j

k=i

X

k

�

Q

n

k=j+1

fw

k

g.

D'apr�es le lemme 8.6, (X

1;3

;%) satisfait les conditions d'application du th�eor�eme 8.2,

et il existe des fonctions f

1

: X

1

! R , f

2

: X

2

! R , f

3

: X

3

! R , telles que

(x

1

; x

2

; x

3

) %

123

(y

1

; y

2

; y

3

),

3

X

i=1

f

i

(x

i

) �

3

X

i=1

f

i

(y

i

);

et, de plus, d'apr�es l'axiome 8.1, f

1

, f

2

et f

3

sont uniques �a une transformation a�ne

strictement positive pr�es.

Premi�ere �etape : g�en�eration de f sur X

1;n�1

:

Consid�erons X

1;4

=

Q

4

i=1

X

i

�

Q

n

k=5

fw

k

g, et agr�egeons les (n� 2) derniers compo-

sants ; alors X

1;4

= X

1

�X

2

�X

3;4

. D'apr�es le lemme 8.6 et le th�eor�eme 8.2, il existe
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des fonctions g

1

: X

1

! R , g

2

: X

2

! R et g

3;4

: X

3;4

! R , telles que

(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) %

1:::4

(y

1

; y

2

; y

3

; y

4

),

g

1

(x

1

) + g

2

(x

2

) + g

3;4

(x

3

; x

4

) � g

1

(y

1

) + g

2

(y

2

) + g

3;4

(y

3

; y

4

):

Si n, la dimension de X, est strictement sup�erieur �a 4 | sinon rendez vous �a la

deuxi�eme �etape sans passer par la case d�epart |, d'apr�es l'axiome 8.1, g

1

, g

2

et g

3;4

sont uniques �a une transformation a�ne strictement positive pr�es. Fixons maintenant

la valeur du quatri�eme composant �a x

0

4

; alors

(x

1

; x

2

; x

3

; x

0

4

) %

1:::4

(y

1

; y

2

; y

3

; x

0

4

), (x

1

; x

2

; x

3

) %

1:::3

(y

1

; y

2

; y

3

),

g

1

(x

1

) + g

2

(x

2

) + g

3;4

(x

3

; x

0

4

) � g

1

(y

1

) + g

2

(y

2

) + g

3;4

(y

3

; x

0

4

):

Il existe donc des constantes �; �

1

; �

2

; �

3;4

(x

0

4

) telles que, 8x

1

2 X

1

, 8x

2

2 X

2

et 8x

3

2

X

3

, g

1

(x

1

) = � f

1

(x

1

) + �

1

, g

2

(x

2

) = � f

2

(x

2

) + �

2

et g

3;4

(x

3

; x

0

4

) = � f

3

(x

3

) + �

3;4

(x

0

4

).

Mais, d'apr�es l'ind�ependance, ceci est vrai pour n'importe quelle valeur x

0

4

. Par cons�e-

quent, g

3;4

(x

3

; x

4

) est en fait la somme de deux fonctions d�e�nies sur un composant

chacune. C'est pourquoi si f

4

(�) = �

3;4

(�), alors

(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) %

1:::4

(y

1

; y

2

; y

3

; y

4

),

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) + f

3

(x

3

) + f

4

(x

4

) � f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

) + f

3

(y

3

) + f

4

(y

4

);

et, bien entendu, f

1

, f

2

, f

3

et f

4

sont uniques �a une transformation a�ne strictement

positive pr�es.

Par r�ecurrence, en utilisant la m�ethode d�ecrite ci-dessus, on peut prouver qu'il existe

des fonctions f

1

; : : : ; f

n�1

, uniques �a une transformation a�ne strictement positive pr�es,

telles que

(x

1

; : : : ; x

n�1

) %

1:::n�1

(y

1

; : : : ; y

n�1

),

n�1

X

i=1

f

i

(x

i

) �

n�1

X

i=1

f

i

(y

i

):

Deuxi�eme �etape : g�en�eration de f

n

:

Soit x

0

n

un �el�ement quelconque de X

n

. Consid�erons le produit cart�esien Y =

Q

n�1

i=1

X

i

�fx

n

: x

n

O

n

x

0

n

g. Dans Y , 8x

n

; y

n

2 X

n

, x

n

O

n

y

n

. Par cons�equent, le processus d�ecrit

dans la premi�ere �etape peut être appliqu�e ; ainsi, on montre qu'il existe une fonction

f

n

: fx

n

: x

n

O

n

x

0

n

g ! R , unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es,

telle que, 8x; y 2 Y ,

x % y ,

n

X

i=1

f

i

(x

i

) �

n

X

i=1

f

i

(y

i

):

Bien entendu, cette propri�et�e est vraie pour tout x

0

n

. Donc, il existe sur chaque classe

d'�equivalence de O

n

une fonction d'utilit�e, unique �a une transformation a�ne stricte-

ment positive pr�es, repr�esentant %.

Si la relation O

n

ne poss�ede qu'une seule classe d'�equivalence, alors f repr�esente

% sur X. Sinon, agr�egeons les composants non solvables : soit X

3;n

=

Q

n

i=3

X

i

. Mon-

trons que le nouvel axiome archim�edien est v�eri��e sur X

1

�X

2

�X

3;n

. Supposons qu'il
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existe z; t 2 X et une s�equence sur-standard (y

i

3;n

)

i�0

in�nie et croissante, de base

f(x

0

1

; x

0

2

); (x

1

1

; x

1

2

)g, telle que :

pour tout i; z - (x

0

1

; x

0

2

; y

i

3;n

) - t:

(une d�emonstrations similaire s'appliquerait si la s�equence �etait d�ecroissante). S'il exis-

tait une classe d'�equivalence de O

n

contenant un nombre in�ni d'�el�ements (y

i

3;n

), alors

cela contredirait le lemme 8.6 puisque, �a l'int�erieur de cette classe, tous les �el�ements

sont n-li�es. Donc l'existence de (y

i

3;n

) implique l'existence d'un nombre in�ni de classes

d'�equivalence de O

3;n

\entre" les classes contenant (z

3

; : : : ; z

n

) et (t

3

; : : : ; t

n

). On peut

maintenant extraire de (y

i

3;n

) une s�equence sur-standard (r

i

3;n

) in�nie, croissante, de

base f(x

0

1

; x

0

2

); (x

1

1

; x

1

2

)g, et telle que Non(r

i

3;n

O

3;n

r

j

3;n

) pour tout i 6= j. Soit (r

i

n

) la

suite extraite en ne prenant que les n

�eme

composants de (r

i

3;n

) dans X. Alors, par d�e�-

nition, Non(r

i

n

O

n

r

j

n

) pour tout i 6= j. Mais puisque (r

i

3;n

) est une suite croissante (au

sens de %), (r

i

n

) est aussi une suite croissante. De plus, par d�e�nition de O

n

, pour tous

(a

1

; : : : ; a

n�1

); (b

1

; : : : ; b

n�1

) 2

Q

n�1

i=1

tels que

(a

1

; : : : ; a

n�1

) �

1:::n�1

(b

1

; : : : ; b

n�1

);

(de tels �el�ements existent par essentialit�e), on a aussi :

(b

1

; : : : ; b

n�1

; r

i+1

n

) � (a

1

; : : : ; a

n�1

; r

i

n

):

Par cons�equent (r

i

n

) est une s�equence sur-standard in�nie par rapport au n

�eme

compo-

sant, born�ee par z

n

et t

n

, ce qui est impossible par hypoth�ese. Cons�equence : le nouvel

axiome archim�edien est v�eri��e sur X

3;n

.

De plus, sur X

1

� X

2

� X

3;n

, l'axiome d'ind�ependance, la condition de Thomsen,

la solvabilit�e restreinte et l'essentialit�e sur les deux premiers composants et l'axiome

de conservation d'�echelle sont manifestement v�eri��es. Et d'apr�es l'axiome d'i-lien (cf.

page 165) et la d�e�nition des i-liens (cf. page 163), deux �el�ements quelconques de X

3;n

,

x

3;n

et y

3;n

, sont (3; n)-reli�es si et seulement si x

n

O

n

y

n

, o�u x

n

et y

n

repr�esentent les

n

�eme

composants de x

3;n

et y

3;n

. D'apr�es les th�eor�emes 8.2 et 8.4, il existe une fonction

d'utilit�e additive f

1

+ f

2

+ f

3;n

repr�esentant % sur X

1

� X

2

� X

3;n

telle que f

1

et f

2

sont uniques �a une transformation a�ne strictement positive pr�es, de même que f

3;n

sur

chaque classe d'�equivalence de O

n

. Mais sur chaque classe d'�equivalence de O

n

, nous

savons d�ej�a qu'il existe

P

n

i=1

f

i

repr�esentant %. Par cons�equent, il existe une constante

sur chaque classe d'�equivalence telle que f

3;n

(�) =

P

n

i=3

f

i

(�) + constante ; en agr�egeant

cette constante avec f

n

, on obtient f

3;n

(�) =

P

n�1

i=3

f

i

(�) + [f

n

(�) + constante]. Cette

constante n'a pas besoin d'être identique dans toutes les classes d'�equivalence puisque

f

n

a �et�e d�e�nie s�epar�ement dans chacune des classes d'�equivalence de O

n

. Ainsi, il

existe bien une fonction d'utilit�e f repr�esentant % sur X. De plus, l'ensemble des classes

d'�equivalence de O

n

est d�enombrable.

Il reste encore le probl�eme de l'unicit�e �a traiter. Nous savons d�ej�a que les fonctions

f

1

; : : : ; f

n�1

sont uniques �a une transformation a�ne strictement positive pr�es. Nous

savons que f

n

l'est aussi sur chacune des classes d'�equivalence de O

n

.
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Supposons maintenant qu'il existe une autre fonction d'utilit�e additive :

P

n

i=1

g

i

.

D'apr�es le th�eor�eme 8.4, nous savons qu'il existe un ensemble, N , d'entiers cons�ecutifs,

et une s�equence d'�el�ements de X

3;n

, (x

i

3;n

)

i2N

, telle que 8i; i + 1 2 N , x

i+1

3;n

�

3:::n

x

i

3;n

et Non(x

i

3;n

O

n

x

i+1

3;n

), et telle que 8x

3;n

2 X

3;n

, 9 i 2 N tel que x

3;n

O

n

x

i

3;n

. De plus,

8x

3;n

tel que x

3;n

O

n

x

i

3;n

,

g

3;n

(x

3;n

) = � � f

3;n

(x

3;n

) + �

i

o�u 8i; i+ 1 2 N;

�

i+1

� �

i

+� � [sup

x

1

;x

2

ff

1

(x

1

) + f

2

(x

2

)g+ sup

y

3;n

O

n

x

i

3;n

f

3;n

(y

3;n

)]

�� � [inf

x

1

;x

2

ff

1

(x

1

) + f

2

(x

2

)g+ inf

y

3;n

O

n

x

i+1

3;n

f

3;n

(y

3;n

)]

avec une �egalit�e seulement si l' inf et/ou le sup n'est pas atteint ;

puisque les fonctions f

3

; : : : ; f

n�1

sont uniques �a une transformation a�ne strictement

positive pr�es, l'unicit�e de f

n

s'ensuit. �

8.4 R�esum�e

Ce chapitre a �et�e consacr�e �a l'�etude de produits cart�esiens de dimensions sup�erieures

ou �egales �a 3, et pour lesquels la solvabilit�e (restreinte ou non) n'est pas obligatoire-

ment v�eri��ee par tous les composants. On montre alors que la structure impos�ee par

la solvabilit�e sur le produit cart�esien des composants solvables peut s'�etendre �a X tout

entier.

Plus pr�ecis�ement, la solvabilit�e non restreinte est une hypoth�ese tellement structu-

rante que la propri�et�e suivante est vraie :

si

{ X =

Q

n

i=1

X

i

, n � 3,

{ % est un pr�eordre large total sur X v�eri�ant l'axiome d'ind�ependance,

{ les 2 premiers composants de X v�eri�ent la solvabilit�e non restreinte, l'axiome

archim�edien et la condition de Thomsen (de telle sorte qu'il existe une utilit�e

additive repr�esentant %

12

sur X

1

�X

2

),

alors

{ % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive ;

{ cette fonction est unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es

(propri�et�e cardinale).

La solvabilit�e non restreinte a l'inconv�enient de forcer les fonctions d'utilit�e additives

�a varier de �1 �a +1 ; aussi est-il int�eressant de remplacer cette hypoth�ese tr�es forte

par la solvabilit�e restreinte. Cependant, cette derni�ere est une propri�et�e tr�es a�aiblie

par rapport �a la solvabilit�e non restreinte, si bien que le r�esultat ci-dessus ne peut être

g�en�eralis�e directement : il faut introduire quelques d�e�nitions et axiomes :
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{ d�e�nition : x

i

; z

i

2 X

i

, i � 3, sont i-reli�es s'il existe une suite (y

k

i

)

p

k=0

d'�el�ements

de X

i

telle que y

0

i

= x

i

, y

p

i

= z

i

, et telle que, 8k 2 f0; 1; : : : ; p � 1g, 9 a

k+1

; b

k

2

Q

i�1

j=1

X

j

tels que (a

k+1

; y

k+1

i

) �

1:::i

(b

k

; y

k

i

).

{ axiome d'i-lien : 8x

i

; z

i

2 X

i

, i 2 f3; : : : ; n� 1g, x

i

et z

i

sont i-reli�es.

{ d�e�nition : a; b 2

Q

n

j=3

X

j

sont directement-unidimensionnellement-joignables

s'il existe x

1

; y

1

2 X

1

et c

2

2 X

2

tels que (x

1

; c

2

; a) � (y

1

; c

2

; b), ou bien s'il existe

x

2

; y

2

2 X

2

et c

1

2 X

1

tels que (c

1

; x

2

; a) � (c

1

; y

2

; b).

{ d�e�nition : a; b 2

Q

n

j=3

X

j

sont dits unidimensionnellement-joignables s'il existe

une suite (y

k

)

p

k=0

d'�el�ements de

Q

n

j=3

X

j

telle que y

0

= a, y

p

= b et, 8k 2

f0; : : : ; p� 1g, y

k

et y

k+1

sont directement-unidimensionnellement-joignables.

{ axiome de conservation d'�echelle : 8a; b 2

Q

n

j=3

X

j

, si a et b ne sont pas

unidimensionnellement-joignables, alors, 8x

1

; y

1

; z

1

2 X

1

et 8x

2

; y

2

; z

2

2 X

2

,

(z

1

; x

2

; a) � (x

1

; z

2

; b) et (z

1

; y

2

; a) � (y

1

; z

2

; b) impliquent (x

1

; y

2

; a) � (y

1

; x

2

; a).

{ d�e�nition : l'ensemble fx

k

1

tel que x

k

1

2 X

1

; k 2 Ng, N �etant un ensemble d'en-

tiers cons�ecutifs, est une s�equence sur-standard par rapport au premier composant

si et seulement si l'une des deux propri�et�es suivantes est v�eri��ee :

{ (x

0

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) � (x

0

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

) et

(x

k+1

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) % (x

k

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

) 8k; k + 1 2 N ;

{ (x

0

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) � (x

0

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

) et

(x

k+1

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

n

) - (x

k

1

; x

1

2

; : : : ; x

1

n

) 8k; k + 1 2 N .

Des d�e�nitions similaires s'appliquent aux autres composants de X.

{ nouvel axiome archim�edien : quel que soit i, toute s�equence sur-standard par

rapport au i

�eme

composant born�ee est �nie.

L'axiome d'i-lien est une relaxation de la solvabilit�e restreinte ; l'axiome de conserva-

tion d'�echelle est une sous partie de la condition d'�elimination du second ordre ; en�n le

nouvel axiome archim�edien est un peu plus restrictif que l'axiome archim�edien classique.

L'ensemble de ces d�e�nitions et axiomes permet de montrer que, pour tout produit car-

t�esien X,

si

{ % est un pr�eordre large total sur X v�eri�ant l'ind�ependance, l'axiome de conser-

vation d'�echelle, et le nouvel axiome archim�edien,

{ % v�eri�e l'axiome d'i-lien lorsque X est de dimension sup�erieure ou �egale �a 4,

{ les 2 premiers composants de X v�eri�ent la solvabilit�e restreinte, l'essentialit�e et

la condition de Thomsen,

alors
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{ % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive ;

{ l'unicit�e de cette fonction se situe entre une propri�et�e ordinale et une propri�et�e

cardinale (contrairement aux th�eor�emes d'existence classiques).
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Chapitre 9

Une prise de d�ecision collective

Vous arrivez devant la nature avec des th�eories, la na-

ture anque tout par terre. . . La v�erit�e est que, dans la

peinture comme dans les autres arts, il n'y a pas un

seul proc�ed�e, si petit soit-il, qui s'accommode d'être

mis en formule.

Auguste Renoir

D

ans la situation �economique actuelle, le chômage est devenu un ph�enom�ene

plutôt commun. Dans ce contexte di�cile, les gouvernements viennent en aide

aux chômeurs de plusieurs mani�eres :

{ par des politiques d'aide �a l'emploi, ils incitent, ou, tout du moins, tentent d'inciter

les chefs d'entreprise �a recruter du personnel ;

{ grâce �a des organismes tels que l'ANPE, ils mettent en relation entreprises et

chômeurs, et proposent �a ces derniers des opportunit�es de travail ;

{ par le biais d'allocations diverses (RMI, etc. . . ), ils aident �nanci�erement les chô-

meurs en di�cult�e.

Rassurez-vous, le but de ce chapitre n'est pas de faire l'apologie de l'aide de l'Etat aux

chômeurs, mais plutôt de montrer que les fonctions d'utilit�e additives pourraient être

utilis�ees a�n d'optimiser la r�epartition des aides entre les di��erentes personnes. En e�et,

si l'on consid�ere que la soci�et�e form�ee par les chômeurs est de taille �nie n, les allocations

accord�ees �a ceux-ci forment des n-uplets, et il est relativement intuitif de penser que

l'ensemble de la soci�et�e a des pr�ef�erences sur les allocations qu'elle per�coit ; il semble

donc qu'il existe une relation de pr�ef�erence sur l'ensemble des allocations. Dans ce cas,

pourquoi ne pas essayer de la repr�esenter par une utilit�e additive ?

En fait, l'objectif de ce chapitre est double car, outre le mod�ele pr�esent�e, le lecteur

d�ecouvrira qu'il est possible de d�eduire les axiomes pr�esent�es dans les deux parties

pr�ec�edentes �a partir d'hypoth�eses \rationnelles". En d'autres termes, des axiomes tels

que la conservation d'�echelle ou bien l'axiome d'i-lien peuvent être raisonnablement

231
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justi��es dans des situations pratiques. Notons que les sciences sociales sont un domaine

d'application privil�egi�e des utilit�es additives (cf. Weymark (1981) pour les indices de

Gini ; Fishburn (1969), Flemming (1952) et Harsanyi (1955) pour des fonctions sociales

cardinales).

Ce chapitre est divis�e en 4 sections. La premi�ere pr�esente le mod�ele, ses axiomes et

son th�eor�eme d'existence de repr�esentations additives. Toutes les d�emonstrations sont

regroup�ees dans la seconde section. En�n, les deux derni�eres sections pr�esentent un bref

r�esum�e et une bibliographie du pr�esent chapitre.

9.1 Le mod�ele

Consid�erons un organisme tel que l'ANPE, ayant pour vocation d'aider une soci�et�e

S compos�ee de n > 3 chômeurs. Supposons que, pour atteindre cet objectif, l'organisme

ait deux moyens �a sa disposition :

1. l'organisme peut proposer des emplois aux chômeurs,

2. il peut fournir des aides �nanci�eres.

Le mod�ele est certes r�educteur, mais il a l'avantage p�edagogique de montrer de ma-

ni�ere assez simple comment l'existence d'utilit�es additives peut être justi��ee dans des

situations pratiques. Evidemment, dans l'absolu, il est pr�ef�erable d'obtenir un emploi

plutôt qu'une aide �nanci�ere, qui, on le sait, ne sera que provisoire. Cependant, dans

la pratique, il s'av�ere que l'ANPE compte beaucoup plus de b�en�e�ciaires que d'o�res

d'emploi. Dans ce cas, lorsqu'elle re�coit une proposition d'embauche dont le pro�l cor-

respond �a plusieurs chômeurs, elle doit e�ectuer un choix et proposer un seul chômeur �a

l'entreprise d'accueil. Mais lequel ? Et sur quelle base e�ectuer ce choix ? Dans la suite,

nous supposerons que chaque individu a des pr�ef�erences propres, ce qui implique que la

soci�et�e S elle-même poss�ede des pr�ef�erences. Un crit�ere de choix relativement logique

serait d'essayer d'optimiser les pr�ef�erences de la soci�et�e. Bien entendu, l'ANPE peut

pond�erer ce crit�ere avec ses propres objectifs. Mais formalisons cela de mani�ere plus

math�ematique.

8i 2 f1; : : : ; ng, d�esignons par X

i

l'ensemble de toutes les allocations possibles (en

termes d'aides �nanci�eres et d'emplois) que pourrait recevoir le i

�eme

individu de la

soci�et�e S. Bien entendu, chaque individu a des pr�ef�erences sur son ensemble X

i

. Dans

la suite, nous imposerons l'hypoth�ese suivante :

Axiome 9.1 Les pr�ef�erences d'un individu ne d�ependent pas des allocations (em-

plois/aides �nanci�eres) re�cues par les autres individus de la soci�et�e.

En d'autres termes, l'individu i ne pr�ef�erera jamais l'emploi a �a l'emploi b lorsque

l'ANPE alloue des ressources � au reste de la soci�et�e, et b �a a lorsque le reste de la

soci�et�e per�coit �. Cet axiome correspond �a l'axiome d'ind�ependance (cf. page 23). Il

semble relativement rationnel : si l'individu i a le choix entre recevoir a ou recevoir b,

et ce quels que soient les allocations � et � re�cues par le reste de la soci�et�e, ce qui lui

importe, en d�e�nitive, c'est ce qu'il per�coit ; il devrait donc toujours pr�ef�erer a �a b |
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ou b �a a| et ne pas inverser l'ordre de ses pr�ef�erences. Dans la r�ealit�e, cet axiome n'est

pourtant pas toujours v�eri��e : il peut y avoir un e�et de mode ou de jalousie ; en e�et,

dans son for int�erieur, l'individu pourrait tr�es bien pr�ef�erer un travail a �a un autre, b,

mais s'apercevant que beaucoup d'autres personnes ont opt�e pour le travail b, il pourrait

r�eviser son jugement pour essayer de s'adapter �a la soci�et�e, ou, tout simplement, se dire

que si tant d'individus re�coivent b, c'est peut-être parce que b est \plus avantageux"

que a.

L'objectif de l'organisme d'aide est d'optimiser les allocations distribu�ees aux chô-

meurs, c'est-�a-dire qu'il va choisir parmi l'ensemble Y de toutes les distributions pos-

sibles celle qui est globalement pr�ef�er�ee par la soci�et�e S. D�esignons par % la relation

de pr�ef�erence correspondante, c'est-�a-dire que 8x; y 2 Y , x % y si la soci�et�e S pr�ef�ere

globalement recevoir l'allocation x �a l'allocation y. A cause de contraintes �economiques,

il se peut que Y ne soit pas �egal au produit cart�esien

Q

n

i=1

X

i

, mais en soit seulement

un sous-ensemble : Y ( X =

Q

n

i=1

X

i

; par exemple, si les individus 1 et 2 sont ing�e-

nieurs, et si l'ANPE ne re�coit qu'une seule proposition d'embauche pour ce pro�l, Y

sera �egal �a f(emploi,�); (�,emploi)g : l'ANPE ne pourra distribuer cet emploi qu'�a une

seule personne. Cependant, il n'est pas restrictif de supposer que % est d�e�ni sur le pro-

duit cart�esien X, même si, �nalement, l'organisme ne comparera que les distributions

appartenant �a Y . Par cons�equent, nous supposerons que l'axiome suivant est v�eri��e :

Axiome 9.2 La relation de pr�ef�erence de la soci�et�e sur les allocations est d�e�nie

sur le produit cart�esien X =

Q

n

i=1

X

i

.

A�n de repr�esenter les pr�ef�erences de la soci�et�e, l'organisme choisit d'utiliser des

fonctions d'utilit�e (additives de surcrô�t). Une fois celles-ci �elicit�ees, choisir la distri-

bution optimale revient �a r�esoudre un probl�eme d'optimisation d'une certaine fonction

sous contraintes (�economiques), ce qui est relativement classique en Recherche Op�e-

rationnelle. Cependant, avant de proc�eder aux optimisations, il convient de savoir si

une telle fonction existe. Pour en garantir l'existence, nous allons introduire quelques

axiomes, qui vont r�egir le comportement de la soci�et�e.

Axiome 9.3 La soci�et�e peut toujours comparer deux distributions quelconques de X,

et, de plus, si elle pr�ef�ere une distribution a �a une autre b et b �a c, alors elle pr�ef�erera

aussi a �a c.

Il semble assez naturel d'imposer cet axiome. En e�et, lorsqu'elle compare des dis-

tributions d'emplois/aides �nanci�eres, la soci�et�e anticipe le \bien-être" qu'elle retirera

de ces distributions. Dans ce cas, il est di�cile voir ce qui pourrait rendre deux distri-

butions distinctes incomparables. De même, si la soci�et�e pense qu'elle a int�erêt �a choisir

une distribution a plutôt que b, c'est qu'elle en retirera un plus grand b�en�e�ce ; si elle

pense que b est pr�ef�erable �a c, il parâ�t logique qu'elle trouve a plus avantageux que c.

Notons que l'axiome 9.3 stipule seulement que % est un pr�eordre large total. En le

combinant avec le fait que les pr�ef�erences des individus ne d�ependent pas des allocations

des autres individus de la soci�et�e (axiome 9.1), on peut d�e�nir des pr�eordres larges totaux

%

i

sur X

i

repr�esentant les relations de pr�ef�erence de chaque individu sur l'ensemble de

toutes les allocations qu'il pourrait recevoir. %

i

correspond �a la relation induite par %
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sur X

i

.

Pour chaque individu, l'ensemble X

i

admet une composante \aide �nanci�ere" et une

composante \emploi". Appelons Z

i

le sous-espace de X

i

correspondant �a l'ensemble

des aides �nanci�eres. Par exemple, si X

i

= femploi a, emploi b, emploi cg [ [aide $0,

aide $1000], alors Z

i

= [aide $0, aide $1000]. Dans le domaine �economique, lorsque %

�

est une relation de pr�ef�erence sur un espace mon�etaire Z, il est d'usage de supposer

que (Z;%

�

) est un espace topologique s�eparable et connexe. Par cons�equent, l'axiome

suivant n'est pas restrictif :

Axiome 9.4 8i 2 f1; : : : ; ng, (Z

i

;%

i

) est un espace topologique s�eparable connexe.

Par contre, il est irr�ealiste d'envisager que X

i

nZ

i

soit connexe car, �etant un ensemble

d'emplois, il ne peut qu'être discret (il est même probable qu'il soit �ni). Les aides

�nanci�eres ne sont pas in�nies non plus ; il n'est donc pas non plus restrictif d'imposer

l'axiome ci-dessous.

Axiome 9.5 8i 2 f1; : : : ; ng, l'individu i a une allocation, M

i

, qu'il pr�ef�ere �a toutes

les autres, et une allocation, m

i

, �a laquelle il pr�ef�ere toutes les autres allocations.

On pourrait �ecrire l'axiome 9.5 en termes plus math�ematiques de la fa�con suivante :

8i 2 f1; : : : ; ng, 9m

i

;M

i

2 X

i

tels que m

i

-

i

x

i

-

i

M

i

8x

i

2 X

i

:

Il est probable que les chômeurs de tr�es courte dur�ee pr�ef�ereront les aides �nanci�eres

les plus �elev�ees auxquelles ils ont droit aux emplois qui leurs sont propos�es car ils

essayeront de prospecter pour trouver des emplois encore plus avantageux (meilleurs

salaires, meilleures perspectives de carri�ere,. . . ). Inversement, si l'aide �nanci�ere la moins

�elev�ee est su�samment basse, ils pr�ef�ereront n'importe quel emploi �a cette aide. Lorsque

ces deux propri�et�es sont r�eunies, (X

i

;%

i

) est un espace topologique s�eparable connexe

car, quel que soit l'emploi appartenant �a X

i

nZ

i

, il existe une somme d'argent pour

laquelle l'individu i est indi��erent. L'axiome suivant recense le nombre de personnes

dans ce cas :

Axiome 9.6 Le nombre d'individus de S v�eri�ant les deux propri�et�es, not�e p, est

sup�erieur ou �egal �a 3.

Sans perte de g�en�eralit�e, ceux-ci correspondent �a la soci�et�e S

1:::p

form�ee par les p

premiers individus de S. Soit %

1:::p

la relation de pr�ef�erence (pr�eordre large total) induit

par % sur S

1:::p

, c'est-�a-dire la relation de pr�ef�erence % lorsque les allocations �a la sous-

population SnS

1:::p

sont �x�ees. Par hypoth�ese, %

1:::p

est d�e�ni surX

1:::p

=

Q

p

i=1

X

i

. Pour

pouvoir utiliser les th�eor�emes classiques d'existence d'utilit�es additives, il faut encore

supposer l'axiome suivant, qui est relativement classique en �economie :

Axiome 9.7 (X

1:::p

;%

1:::p

) est muni de la topologie produit, et %

1:::p

est un pr�eordre

large total continu.



Section 9.1. Le mod�ele 235

Dans ce cas, on est dans les conditions d'application du th�eor�eme 4.1, et donc %

1:::p

est repr�esentable sur X

1:::p

par une fonction d'utilit�e additive f :

8x; y 2 X

1:::p

, x % y , f(x) =

p

X

i=1

f

i

(x

i

) � f(y) =

p

X

i=1

f

i

(y

i

):

De plus, cette fonction est unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es.

Dans le contexte de ce chapitre, on peut assimiler f �a une fonction sociale repr�esentant

le bien-être de la soci�et�e. f

i

repr�esente la fonction sociale du i

�eme

individu.

Cependant, en pratique, il est probable que p 6= n car les chômeurs de longue dur�ee

sont tellement d�esesp�er�es qu'ils pr�ef�ereront n'importe quel emploi, même peu attractif,

�a une nouvelle aide �nanci�ere. Ainsi, pour ces individus, (X

i

;%

i

) n'est pas connexe, et,

par cons�equent, le th�eor�eme 4.1 ne peut pas s'appliquer sur X. Heureusement, nous

allons voir que les th�eor�emes 8.3 et 8.5 peuvent, eux, s'appliquer.

Jusqu'�a maintenant, nous avons justi��e que % est un pr�eordre large total v�eri�ant

l'axiome d'ind�ependance (ici l'axiome 9.1). On sait que les espaces topologiques s�epa-

rables connexes v�eri�ent la solvabilit�e restreinte (cf. Wakker (1989)) ; l'essentialit�e parâ�t

aussi être une hypoth�ese raisonnable car comment des individus pourraient-ils être in-

di��erents lorsque leur avenir est en jeu ? Puisque la solvabilit�e restreinte est v�eri��ee par

les p � 3 premiers individus, la condition de Thomsen n'a pas besoin d'être requise. Par

cons�equent, pour appliquer th�eor�emes 8.3 et 8.5, il ne reste plus qu'�a justi�er le nouvel

axiome archim�edien, l'axiome de conservation d'�echelle et l'axiome d'i-lien.

Pour parvenir �a ce r�esultat, il nous faut encore une hypoth�ese, que nous pourrions

appeler \hypoth�ese d'�equit�e" : consid�erons la soci�et�e S

1:::p

form�ee par les individus

v�eri�ant la solvabilit�e restreinte et pour laquelle, rappelons-le, le th�eor�eme classique

d'existence d'utilit�es additives peut s'appliquer. Choisissons au hasard un individu j

dans cette soci�et�e, et rempla�cons le par un individu i appartenant �a SnS

1:::p

. Appelons

la nouvelle soci�et�e ainsi form�ee S

�

. S

�

est donc constitu�ee des individus 1 �a (j�1), j+1 �a

p, et i. Consid�erons maintenant deux allocations x

i

; y

i

2 X

i

envisageables pour l'individu

i, et supposons que, quelles que soient les allocations x

k

; y

k

2 X

k

, k = 1; : : : ; p; k 6= j,

distribu�ees au reste de la soci�et�e S

�

, cette derni�ere manifeste les pr�ef�erences suivantes :

(x

1

; : : : ; x

j�1

; x

i

; x

j+1

; : : : ; x

p

) �

1:::j�1;i;j+1:::p

(y

1

; : : : ; y

j�1

; y

i

; y

j+1

; : : : ; y

p

) ;

c'est-�a-dire que la soci�et�e S

�

pr�ef�ere, dans sa globalit�e, n'importe quelle allocation grâce

�a laquelle l'individu i peut recevoir x

i

�a n'importe quelle allocation avec laquelle il

recevrait y

i

(et ce, quel que soit ce que re�coit le reste de la soci�et�e S

�

). Par cons�equent,

on peut dire que l'individu i impose ses pr�ef�erences au reste de la soci�et�e S

�

. Il est en

quelque sorte un dictateur (au sens de Arrow (1950) et Arrow (1951)). Cette situation

n'est pas tr�es �equitable ; nous allons donc empêcher qu'elle se produise grâce �a l'axiome

suivant :

Axiome 9.8 (�equit�e) Quels que soient les individus i > p et j � p, et pour toute

allocation x

i

; y

i

2 X

i

, il existe des allocations x

k

; y

k

2 X

k

, k = 1; : : : ; p; k 6= j, telles

que :

(x

1

; : : : ; x

j�1

; x

i

; x

j+1

; : : : ; x

p

) �

1:::j�1;i;j+1:::p

(y

1

; : : : ; y

j�1

; y

i

; y

j+1

; : : : ; y

p

):
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Cette condition, bien qu'�a premi�ere vue relativement anodine d'un point de vue

math�ematique, permet en fait de structurer l'espace des pr�ef�erences X de telle mani�ere

que le nouvel axiome archim�edien soit v�eri��e, et que, quels que soient a; b 2 X

k

, k 2

f1; : : : ; pg, a et b soient unidimensionnellement-joignables, entrâ�nant ainsi l'axiome de

conservation d'�echelle et l'axiome d'i-lien. Par cons�equent, les th�eor�emes 8.3 et 8.5 des

pages 180 et 183 peuvent être utilis�es. On obtient donc le corollaire suivant :

Corollaire 9.1 Supposons que les axiomes 9.1 �a 9.8 soient v�eri��es. Alors il existe

des fonctions sociales f

i

sur X

i

telles que

8x; y 2 X, x % y ,

n

X

i=1

f

i

(x

i

) �

n

X

i=1

f

i

(y

i

):

De plus, si une autre fonction d'utilit�e additive g repr�esente aussi %, alors il existe

des constantes � > 0, �

1

; : : : ; �

n

, telles que

8i 2 f1; : : : ; ng, g

i

= � f

i

+ �

i

:

Donc, pour optimiser les allocations qu'elle va distribuer aux chômeurs, l'ANPE peut

�eliciter une fonction sociale additive de la soci�et�e, c'est-�a-dire l'ensemble des fonctions

sociales de tous les individus, et, �a partir de l�a, utiliser un algorithme d'optimisation

sous contraintes. L'�elicitation de ces fonctions est toutefois suj�ete �a pol�emique dans la

communaut�e scienti�que. En e�et, a�n de la mener �a bien, il conviendrait d'e�ectuer des

comparaisons interpersonnelles d'utilit�es, ce qui pose le probl�eme suivant : sur quelle

base e�ectuer ces comparaisons ? Y a t-il une unit�e de r�ef�erence qui permettrait ces

comparaisons ? De telles questions d�epassent largement le cadre de ce chapitre. Je ne

les traiterai donc pas ; n�eanmoins le lecteur int�eress�e par une telle discussion pourra se

reporter par exemple �a Harsanyi (1955), Harsanyi (1975), Harsanyi (1976, chapitre 4),

Armstrong (1951), Sen (1970), Keeney (1976), Keeney et Rai�a (1993), Brock (1980),

Duncan Luce et Rai�a (1957) pour des justi�cations des comparaisons interpersonnelles

d'utilit�es ; �a Vickrey (1960) et Kaldor (1939) pour des discussions sur le sujet ; et �a

Lange (1942) pour une tentative d'�echapper aux comparaisons interpersonnelles.

9.2 D�emonstrations

D�emonstration du corollaire 9.1 : La d�emonstration consiste �a montrer que l'on

est dans les conditions d'application des th�eor�emes 8.3 et 8.5, auquel cas le corollaire

devient trivial. D'apr�es les axiomes 9.2 et 9.3, % est un pr�eordre large total sur un

produit cart�esien X de dimension sup�erieure �a 3. D'apr�es l'axiome 9.1, % v�eri�e l'axiome

d'ind�ependance. D'apr�es les axiomes 9.4 et 9.6, les p > 3 premiers individus v�eri�ent la

solvabilit�e restreinte. Le reste de la d�emonstration est organis�ee en deux �etapes : dans la

premi�ere, on montre que, quels que soit l'individu k et deux allocations a et b pour cet

individu, a et b sont unidimensionnellement-joignables, ce qui implique en particulier

que les axiomes de conservation d'�echelle et d'i-lien sont v�eri��es. Dans la seconde �etape,

on montre que le nouvel axiome archim�edien est aussi v�eri��e. Ainsi, on se retrouve bien
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dans les conditions d'application des th�eor�emes 8.3 et 8.5.

Premi�ere �etape : axiome de conservation d'�echelle et d'i-lien

Soient a; b 2 X

3

tels que b �

3

a. S'il existe z

1

; t

1

2 X

1

et z

2

2 X

2

tels que

(z

1

; z

2

; a) �

123

(t

1

; z

2

; b), alors a et b sont unidimensionnellement-joignables. Sinon,

d'apr�es le lemme 8.2, page 190, 8z

1

; t

1

; z

2

, (z

1

; z

2

; a) �

123

(t

1

; z

2

; b). D'apr�es l'essentia-

lit�e par rapport �a chaque individu, il existe x

1

�

1

y

1

, ce qui implique que (y

1

; x

2

; a) �

123

(x

1

; x

2

; a) �

123

(y

1

; x

2

; b). Or les p premiers individus v�eri�ent la solvabilit�e restreinte ;

par cons�equent, il existe y

1

3

2 X

3

tel que (x

1

; x

2

; a) �

123

(y

1

; x

2

; y

1

3

). Si y

1

3

et b sont

directement-unidimensionnellement-joignables, alors a et b sont unidimensionnellement-

joignables. Sinon, par solvabilit�e restreinte, il existe y

2

3

2 X

3

tel que (x

1

; x

2

; y

1

3

) �

123

(y

1

; x

2

; y

2

3

), et ainsi de suite. La suite (y

k

3

) ainsi cr�e�ee est une s�equence standard born�ee

par b. Or on avait vu que (

Q

3

i=1

X

i

;%

123

) v�eri�e les hypoth�eses du th�eor�eme 4.1, ce qui

implique l'axiome archim�edien classique est v�eri��e, et donc que la s�equence standard

(y

k

3

) est �nie. Ainsi, cette s�equence v�eri�e les exigences de la d�e�nition 8.3 (cf. page 169),

et donc a et b sont unidimensionnellement-joignables.

Soient a = (a

3

; : : : ; a

i

) et b = (b

3

; : : : ; b

i

) deux �el�ements de

Q

i

k=3

X

k

, 3 < i � p,

tels que b �

3:::i

a. Supposons que, 8j < i, toutes les allocations de

Q

j

k=3

X

k

sont

unidimensionnellement-joignables. Par hypoth�ese, (a

3

; : : : ; a

i�1

) et (b

3

; : : : ; b

i�1

) sont

unidimensionnellement-joignables. Autrement dit, (a

3

; : : : ; a

i�1

; a

i

) et (b

3

; : : : ; b

i�1

; a

i

)

sont unidimensionnellement-joignables. Comme dans le paragraphe pr�ec�edent, soit

(b

3

; : : : ; b

i�1

; a

i

) et (b

3

; : : : ; b

i�1

; b

i

) sont unidimensionnellement-joignables, soit, par sol-

vabilit�e restreinte par rapport au i

�eme

individu, on peut construire une s�equence stan-

dard �nie (z

k

i

)

R

k=0

2 X

i

telle que

{ (x

1

; x

2

; z

k

i

) �

12i

(y

1

; x

2

; z

k+1

i

) 8k,

{ z

0

i

= a

i

{ (x

1

; x

2

; z

R

i

) %

12i

(y

1

; x

2

; b

i

) %

12i

(y

1

; x

2

; z

R

i

).

Par solvabilit�e restreinte par rapport au premier individu, la derni�ere relation de pr�e-

f�erence implique qu'il existe z

1

2 X

1

tel que (z

1

; x

2

; z

R

i

) �

12i

(y

1

; x

2

; b

i

). Mais par

d�e�nition,

(x

1

; x

2

; z

k

i

) �

12i

(y

1

; x

2

; z

k+1

i

), (x

1

; x

2

; b

3

; : : : ; b

i�1

; z

k

i

) �

1:::i

(y

1

; x

2

; b

3

; : : : ; b

i�1

; z

k+1

i

);

ce qui implique que (b

3

; : : : ; b

i�1

; a

i

) et (b

3

; : : : ; b

i�1

; b

i

) sont unidimensionnellement-

joignables. Par cons�equent, puisque (a

3

; : : : ; a

i�1

; a

i

) et (b

3

; : : : ; b

i�1

; a

i

) sont unidimen-

sionnellement-joignables, a et b le sont aussi.

Consid�erons maintenant deux allocations a et b de

Q

i

k=3

X

k

, i > p, telles que b �

3:::i

a. Supposons que 8j < i, toutes les allocations de

Q

j

k=3

X

k

soient unidimensionnellement-

joignables. D'apr�es l'axiome 9.8, il existe x

k

; y

k

2 X

k

, k = 2; : : : ; p, tels que :

(a

i

; x

2

; : : : ; x

p

) �

i;2:::p

(b

i

; y

2

; : : : ; y

p

);
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ou, d'une mani�ere �equivalente, 8x

1

2 X

1

,

(x

1

; x

2

; : : : ; x

p

; a

p+1

; : : : ; a

i�1

; a

i

) �

1:::i

(x

1

; y

2

; : : : ; y

p

; a

p+1

; : : : ; a

i�1

; b

i

):

Par cons�equent, (x

3

; : : : ; x

p

; a

p+1

; : : : ; a

i�1

; a

i

) et (y

3

; : : : ; y

p

; a

p+1

; : : : ; a

i�1

; b

i

) sont

unidimensionnellement-joignables. Mais par hypoth�ese, puisque toutes les allocations de

Q

p

k=3

X

k

sont unidimensionnellement-joignables, (x

3

; : : : ; x

p

; a

p+1

; : : : ; a

i�1

; a

i

) et

(a

3

; : : : ; a

p

; a

p+1

; : : : ; a

i�1

; a

i

) le sont aussi, de même que (y

3

; : : : ; y

p

; a

p+1

; : : : ; a

i�1

; b

i

) et

(b

3

; : : : ; b

p

; b

p+1

; : : : ; b

i�1

; b

i

). Par cons�equent, a et b sont aussi unidimensionnellement-

joignables.

Seconde �etape : nouvel axiome archim�edien

Consid�erons une s�equence sur-standard par rapport au i

�eme

individu croissante et

in�nie : (x

k

i

)

k2N

de base f�; �g 2

Q

j 6=i

X

j

, c'est-�a-dire (x

0

i

; �) � (x

0

i

; �) et (x

k+1

i

; �) %

(x

k

i

; �) 8k. Nous allons montrer que cette s�equence implique l'existence d'une s�equence

sur-standard in�nie dans l'espace (

Q

p

j=1

X

j

;%

1:::p

), ce qui est impossible puisque, sur cet

espace, le nouvel axiome archim�edien est v�eri��e (car le th�eor�eme classique 4.1 s'applique)

et, d'apr�es l'axiome 9.5, 8j 2 f1; : : : ; ng, 9 m

j

;M

j

2 X

j

tels que , 8x

j

2 X

j

, m

j

-

j

x

j

-

j

M

j

. Par cons�equent, toute s�equence sur-standard doit être �nie, et donc le nouvel

axiome archim�edien est v�eri��e.

On montre l'existence de la s�equence sur-standard dans l'espace (

Q

p

j=1

X

j

;%

1:::p

) en

deux sous-�etapes : dans la premi�ere, on montre qu'il existe x

r

; y

r

2 X

r

, r 2 f1; : : : ; pg,

tels que (x

k

i

)

k2N

est aussi une s�equence sur-standard de base fx

r

; y

r

g. Dans la deuxi�eme

sous-�etape, on montre que l'axiome 9.8 implique l'existence d'une s�equence sur-standard

in�nie dans l'espace (

Q

p

j=1

X

j

;%

1:::p

). Dans la suite de la d�emonstration, nous allons

utiliser les notations suivantes :

{ 8r 2 f1; : : : ; ng et 8x 2

Q

j2J

X

j

, J � f1; : : : ; ng tel que r 2 J , z = x

�r

y

r

d�esigne

l'allocation telle que z

j

= x

j

8j 2 Jnfrg, et z

r

= y

r

,

{ %

6=i

est une notation abr�eg�ee de %

1:::i�1;i+1:::n

.

Premi�ere sous-�etape :

Premier cas : s'il existe r 2 f1; : : : ; pgnfig tel que �

r

�

r

�

r

:

Par d�e�nition de �

r

et de l'ind�ependance, � �

6=i

�

�r

�

r

. D'apr�es l'essentialit�e, 9 x

r

�

r

z

r

2 X

r

, et, d'apr�es l'axiome d'ind�ependance, (x

k

i

)

k2N

est une s�equence sur-standard

de base f�

�r

x

r

; �

�r

x

r

g. Si �

�r

z

r

-

6=i

�

�r

x

r

, alors

(

�

�r

x

r

%

6=i

�

�r

z

r

�

6=i

�

�r

x

r

;

(x

k+1

i

; �

�r

x

r

) % (x

k

i

; �

�r

x

r

) % (x

k

i

; �

�r

z

r

);

ce qui implique que (x

k

i

)

k2N

est une s�equence sur-standard de base f�

�r

x

r

; �

�r

z

r

g, ou,

d'une mani�ere �equivalente, de base fx

r

; z

r

g.

Si, au contraire, �

�r

z

r

%

6=i

�

�r

x

r

, alors, puisque �

�r

x

r

-

6=i

�

�r

x

r

, la solvabilit�e

restreinte par rapport au r

�eme

individu implique qu'il existe y

r

2 X

r

tel que �

�r

y

r

�

6=i
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�

�r

x

r

. Par cons�equent, (x

k

i

)

k2N

est une s�equence sur-standard de base f�

�r

x

r

; �

�r

y

r

g,

ou, d'une mani�ere �equivalente, de base fx

r

; y

r

g.

Deuxi�eme cas : s'il existe r 2 f1; : : : ; pgnfig tel que �

r

�

r

�

r

:

Si �

�r

�

r

�

6=i

�, alors

(

� �

6=i

�

�r

�

r

�

6=i

�;

(x

k+1

i

; �

�r

�

r

) � (x

k+1

i

; �) % (x

k

i

; �);

ce qui implique que (x

k

i

)

k2N

est une s�equence sur-standard de base f�

�r

�

r

; �g, ou, d'une

mani�ere �equivalente, de base f�

r

; �

r

)g.

Si �

�r

�

r

-

6=i

�, alors �

�r

�

r

-

6=i

� �

6=i

�, ce qui implique d'apr�es la solvabilit�e

restreinte par rapport au r

�eme

individu qu'il existe y

r

2 X

r

tel que �

�r

y

r

�

6=i

�. Alors,

(

� �

6=i

� �

6=i

�

�r

y

r

;

(x

k+1

i

; �

�r

y

r

) � (x

k+1

i

; �) % (x

k

i

; �);

ce qui implique que (x

k

i

)

k2N

est une s�equence sur-standard de base f�

�r

y

r

; �g, ou, d'une

mani�ere �equivalente, de base fy

r

; �

r

g.

Troisi�eme cas : si, 8r 2 f1; : : : ; pgnfig, �

r

�

r

�

r

:

Supposons qu'il existe j 2 f1; : : : ; pgnfig tel que �

j

�

j

M

j

| rappelons que M

j

est

l'�el�ement pr�ef�er�e de X

j

et m

j

l'�el�ement le moins pr�ef�er�e de X

j

. Alors, soit �

�j

M

j

-

6=i

�,

et (x

k

i

)

k2N

est une s�equence sur-standard de base f�; �

�j

M

j

g, ce qui nous ram�ene aux

premier et second cas, soit �

�j

M

j

�

6=i

�, et, d'apr�es la solvabilit�e restreinte par rapport

au j

�eme

individu, il existe x

j

tel que �

�j

x

j

�

6=i

�, ce qui implique que (x

k

i

)

k2N

est une

s�equence sur-standard de base f�; �

�j

x

j

g. De même, s'il existe j 2 f1; : : : ; pgnfig tel que

�

j

�

j

m

j

, alors il existe une base pour la s�equence sur-standard (x

k

i

)

k2N

correspondant

au premier ou au deuxi�eme cas. Donc, maintenant, 8r 2 f1; : : : ; pgnfig, �

r

�

r

M

r

et

�

r

�

r

m

r

.

Supposons que i > p. Puisque � �

6=i

� et �

r

�

r

�

r

8r 2 f1; : : : ; pgnfig, il existe

j

0

> p tel que �

j

0

�

j

0

�

j

0

. D'apr�es l'axiome d'�equit�e, il existe aussi x

j

; y

j

, j 2 f1; : : : ; pg

tel que

(�

j

0

; x

2

; : : : ; x

p

) �

j

0

;2:::p

(�

j

0

; y

2

; : : : ; y

p

):

Par r�ecurrence, on peut ais�ement montrer qu'il existe aussi z

j

, j 2 f1; : : : ; pg, tel que

(�

j

0

; z

2

; : : : ; z

p

) �

j

0

;2:::p

(�

j

0

;M

2

; : : : ;M

p

) ; (9.1)

en e�et, soient J = fj : x

j

-

j

y

j

g et K = fk : x

k

�

k

y

k

g. Pour j 2 J ,

(�

j

0

; x

2

; : : : ; x

j�1

; y

j

; x

j+1

; : : : ; x

p

)

%

j

0

;2:::p

(�

j

0

; y

2

; : : : ; y

j�1

; y

j

; y

j+1

; : : : ; y

p

)

�

j

0

;2:::p

(�

j

0

; x

2

; : : : ; x

j�1

; x

j

; x

j+1

; : : : ; x

p

);

de telle sorte que, d'apr�es l'axiome d'ind�ependance et le fait que M

j

%

j

y

j

, 8j 2 J ,

(�

j

0

; x

2

; : : : ; x

j�1

;M

j

; x

j+1

; : : : ; x

p

)

%

j

0

;2:::p

(�

j

0

; y

2

; : : : ; y

j�1

;M

j

; y

j+1

; : : : ; y

p

)

%

j

0

;2:::p

(�

j

0

; x

2

; : : : ; x

j�1

; x

j

; x

j+1

; : : : ; x

p

):
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Par cons�equent, d'apr�es la solvabilit�e restreinte par rapport au j

�eme

individu, il existe

z

j

tel que

(�

j

0

; x

2

; : : : ; x

j�1

; z

j

; x

j+1

; : : : ; x

p

) �

j

0

;2:::p

(�

j

0

; y

2

; : : : ; y

j�1

;M

j

; y

j+1

; : : : ; y

p

):

Donc

(�

j

0

; z

j2J

; x

j2K

) �

j

0

;2:::p

(�

j

0

;M

j2J

; y

j2K

): (9.2)

Maintenant, par d�e�nition de K, pour un k 2 K,

(�

j

0

;M

j2J

; x

k

; y

j2Knfkg

) %

j

0

;2:::p

(�

j

0

; z

j2J

; x

k

; x

j2Knfkg

)

et par ind�ependance, en rempla�cant x

k

par M

k

, et puisque M

k

%

k

y

k

,

(�

j

0

;M

j2J

;M

k

; y

j2Knfkg

)

%

j

0

;2:::p

(�

j

0

; z

j2J

;M

k

; x

j2Knfkg

)

%

j

0

;2:::p

(�

j

0

; y

k

; y

j2Knfkg

):

Donc, par solvabilit�e restreinte par rapport au k

�eme

composant, il existe t

k

�

k

M

k

tel

que

(�

j

0

; z

j2J

;M

k

; x

j2Knfkg

) �

j

0

;2:::p

(�

j

0

;M

j2J

; t

k

; y

j2Knfkg

):

Mais puisque (�

j

0

;M

2

; : : : ;M

p

) �

j

0

;2:::p

(�

j

0

;M

2

; : : : ; : : : ;M

p

), il existe q 6= k tel que

z

q

�

q

M

q

ou x

q

�

q

M

q

, suivant que q 2 J ou q 2 K. Supposons que q 2 K, alors soit

(�

j

0

; z

j2J

;M

k

;M

q

; x

j2Knfk;qg

) %

j

0

;2:::p

(�

j

0

;M

j2J

;M

k

; y

j2Knfkg

)

et alors,

(�

j

0

; z

j2J

;M

k

;M

q

; x

j2Knfk;qg

)

%

j

0

;2:::p

(�

j

0

;M

j2J

;M

k

; y

j2Knfkg

)

%

j

0

;2:::p

(�

j

0

; z

j2J

;M

k

; x

j2Knfkg

)

ce qui implique, par solvabilit�e restreinte par rapport au q

�eme

individu, qu'il existe

z

q

2 X

q

tel que

(�

j

0

; z

j2J

;M

k

; z

q

; x

j2Knfk;qg

) �

j

0

;2:::p

(�

j

0

;M

j2J

;M

k

; y

j2Knfkg

);

et donc qu'on peut r�eduire dans K l'ensemble des y

j

di��erents de M

j

d'une unit�e. Soit,

au contraire,

(�

j

0

; z

j2J

;M

k

;M

q

; x

j2Knfk;qg

) �

j

0

;2:::p

(�

j

0

;M

j2J

;M

k

; y

j2Knfkg

);

et alors

(�

j

0

;M

j2J

;M

k

; y

j2Knfkg

)

�

j

0

;2:::p

(�

j

0

; z

j2J

;M

k

;M

q

; x

j2Knfk;qg

)

%

j

0

;2:::p

(�

j

0

;M

j2J

; t

k

; y

j2Knfkg

);

et donc, par solvabilit�e restreinte, il existe t

0

k

tel que

(�

j

0

; z

j2J

;M

k

;M

q

; x

j2Knfk;qg

) �

j

0

;2:::p

(�

j

0

;M

j2J

; t

0

k

; y

j2Knfkg

):
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Mais alors on a r�eduit d'une unit�e l'ensemble des q tels que q 2 J . Si q avait appartenu

�a J , la d�emonstration aurait �et�e similaire ; seule la notation aurait chang�e. Ce proces-

sus doit être utilis�e jusqu'�a ce qu'une allocation soit atteinte, qui soit indi��erente �a

(�

j

0

;M

j2J

;M

k

; y

j2Knfkg

) ; et puisque (�

j

0

;M

2

; : : : ;M

p

) �

j

0

;2:::p

(�

j

0

;M

2

; : : : ; : : : ;M

p

),

on doit arrêter ce processus apr�es au plus Card(J [ K) = p � 1 it�erations. Par r�e-

currence, le même proc�ed�e peut être utilis�e Card(K) fois pour d�emontrer (9.1). Pour

r�esumer, (9.1) peut être d�emontr�ee grâce �a un algorithme en O(p

2

). Or, par d�e�nition,

(9.1) est �equivalent �a

(�

j

0

;M

1

; z

2

; : : : ; z

p

) �

j

0

;1:::p

(�

j

0

;M

1

; : : : ;M

p

);

si bien que

 = (M

1

; z

2

; : : : ; z

p

; �

p+1

; : : : ; �

j

0

�1

; �

j

0

; �

j

0

+1

; : : : ; �

n

) �

6=i

�

est tel que (x

k

i

)

k2N

est une s�equence sur-standard de base f; �g. Mais on sait qu'il

existe au moins un z

j

tel que z

j

�

j

M

j

, ce qui veut dire que le premier paragraphe du

troisi�eme cas peut être appliqu�e.

En�n, si i � p, comme dans paragraphe pr�ec�edent, il existe j

0

> p tel que �

j

0

�

j

0

�

j

0

,

et x

j

; y

j

, j 2 f1; : : : ; pgnfj

0

g, tels que

(x

1

; : : : ; x

i�1

; �

j

0

; x

i+1

; : : : ; x

n

) �

1:::i�1;j

0

;i+1:::p

(y

1

; : : : ; y

i�1

; �

j

0

; y

i+1

; : : : ; y

p

):

On d�emontre alors par r�ecurrence, comme dans le paragraphe pr�ec�edent, qu'il existe

aussi z

j

, j 2 f1; : : : ; pg, tel que

(z

1

; : : : ; z

i�1

; �

j

0

; z

i+1

; : : : ; z

n

) �

1:::i�1;j

0

;i+1:::p

(M

1

; : : : ;M

i�1

; �

j

0

;M

i+1

; : : : ;M

p

);

si bien que

 = (z

1

; : : : ; z

p

; �

p+1

; : : : ; �

j

0

�1

; �

j

0

; �

j

0

+1

; : : : ; �

n

) �

6=i

�;

ce qui entrâ�ne une conclusion similaire �a celle du paragraphe pr�ec�edent.

Seconde sous-�etape :

Arriv�e �a ce stade, on suppose que (x

k

i

)

k2N

est une s�equence sur-standard croissante,

in�nie, et de base fx

r

; y

r

g 2 X

r

, r � p, c'est-�a-dire y

r

�

r

x

r

et (x

k+1

i

; x

r

) %

i;r

(x

k

i

; y

r

) 8k.

Si i � p, alors il existe une s�equence sur-standard in�nie dans l'espace (

Q

p

j=1

X

j

;%

1:::p

),

ce qui, on l'a vu, est impossible �a cause de l'existence des bornes m

j

et M

j

.

Supposons maintenant que i > p. D'apr�es l'axiome d'�equit�e, il existe 

k

; �

k

2

Q

p

j=1;j 6=r

X

j

tel que

(x

k

i

; �

k

) �

i;1:::r�1;r+1:::p

(x

0

i

; 

k

) -

i;1:::r�1;r+1:::p

(x

0

i

;M

1

; : : : ;M

r�1

;M

r+1

; : : : ;M

p

):

Par r�ecurrence, d'apr�es la solvabilit�e restreinte par rapport aux p premiers individus, et

puisque, par hypoth�ese, x

k+1

i

�

i

x

k

i

, il est facile de montrer qu'il existe d

k

2

Q

p

j=1;j 6=r

X

j

tel que

(x

k

i

; d

k

) �

i;1:::r�1;r+1:::p

(x

0

i

;M

1

; : : : ;M

r�1

;M

r+1

; : : : ;M

p

);
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si bien que 8k 2 N ,

(x

k+1

i

; d

k+1

) �

i;1:::r�1;r+1:::p

(x

k

i

; d

k

):

Ainsi, (x

k+1

i

; d

k+1

; x

r

) �

i;1:::p

(x

k

i

; d

k

; x

r

), et, puisque (x

k+1

i

; x

r

) %

i;r

(x

k

i

; y

r

),

(d

k

; x

r

) %

1:::p

(d

k+1

; y

r

): (9.3)

D'apr�es le th�eor�eme 4.1, (

Q

p

j=1

X

j

;%

1:::p

) est repr�esentable par une fonction d'utilit�e,

appelons-la f . Donc (9.3) est �equivalent �a

p

X

j=1;j 6=r

f

j

(d

k+1

j

) �

p

X

j=1;j 6=r

f

j

(d

k

j

)� [f

r

(y

r

)� f

r

(x

r

)];

ce qui implique que

p

X

j=1;j 6=r

f

j

(d

k

j

) �

p

X

j=1;j 6=r

f

j

(d

0

j

)� k[f

r

(y

r

)� f

r

(x

r

)]:

y

r

�

r

x

r

, donc f

r

(y

r

)� f

r

(x

r

) > 0. Puisque la suite (x

k

i

) est in�nie,

lim

k!+1

p

X

j=1;j 6=r

f

j

(d

k

j

) = �1;

ce qui est impossible car, chaque individu ayant une allocation pr�ef�er�ee �a toutes les

autres et une non pr�ef�er�ee,

p

X

j=1;j 6=r

f

j

(m

j

) �

p

X

j=1;j 6=r

f

j

(d

k

j

), 8k 2 N:

Par cons�equent, il n'existe pas de s�equence sur-standard in�nie dans (X;%). Une

d�emonstration similaire s'applique pour les s�equences sur-standard d�ecroissantes. Donc

le nouvel axiome archim�edien est v�eri��e. �

9.3 R�esum�e

Ce chapitre �etudie une soci�et�e S compos�ee de n individus pouvant recevoir d'un

organisme public des allocations. Celles-ci peuvent prendre deux formes bien distinctes :

{ des propositions d'emploi,

{ des aides �nanci�eres.

Notons X

i

l'ensemble des allocations (emplois + aides) et Z

i

� X

i

l'ensemble des aides

�nanci�eres que peut recevoir l'individu i. Chaque individu i a des pr�ef�erences sur son

ensemble X

i

, repr�esent�ees par la relation %

i

sur

Q

n

i=1

X

i

. l'agr�egation des pr�ef�erences

de tous les individus forme la relation de pr�ef�erence de la soci�et�e : %. Si

{ les pr�ef�erences des individus ne d�ependent pas des allocations (aides + emplois)

re�cues par le reste de la soci�et�e,
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{ les (Z

i

;%

i

), i = 1; : : : ; n, sont des espaces topologiques connexes et s�eparables,

{ tous les individus ont une allocation qu'il pr�ef�erent �a toutes les autres, M

i

, et une

allocation �a laquelle ils pr�ef�erent toutes les autres,m

i

. Soit p le nombre d'individus

pour lesquels m

i

;M

i

2 X

i

nZ

i

. On suppose que p � 3.

{ (X

1:::p

;%

1:::p

) est muni de la topologie produit, et %

1:::p

est un pr�eordre large total

continu,

{ principe d'�equit�e : 8 individus i > p et j � p, et 8 allocation x

i

; y

i

2 X

i

, il existe

des allocations x

k

; y

k

2 X

k

, k = 1; : : : ; p; k 6= j, telles que :

(x

1

; : : : ; x

j�1

; x

i

; x

j+1

; : : : ; x

p

) �

1:::j�1;i;j+1:::p

(y

1

; : : : ; y

j�1

; y

i

; y

j+1

; : : : ; y

p

):

alors :

{ il existe une fonction d'utilit�e additive (par rapport aux individus) repr�esentant

les pr�ef�erences de la soci�et�e S,

{ cette fonction est cardinale.
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Chapitre 10

Un mod�ele de d�ecision �a base de

donn�ees fr�equentistes

Il n'y a ni r�egles ni mod�eles ; ou plutôt il n'y a d'autres

r�egles que les lois g�en�erales de la nature qui planent

sur l'art tout entier, et les lois sp�eciales qui, pour

chaque composition, r�esultent des conditions d'exis-

tence propres �a chaque sujet.

Victor Hugo

D

ans ce chapitre, nous allons voir que les utilit�es additives peuvent être utili-

s�ees pour g�en�eraliser des mod�eles d�ej�a existant. Celui retenu �a cet e�et est

le mod�ele de prise de d�ecision �a base de donn�ees fr�equentistes de Coignard

(1993) et Coignard et Ja�ray (1994). Dans ce mod�ele, un d�ecideur, d'ordinaire

optimisateur d'esp�erance d'utilit�e, se trouve dans une situation dans laquelle il n'a pas

connaissance des probabilit�es associ�ees �a tous les �ev�enements possibles, mais il connâ�t

leur fr�equence observ�ee dans un �echantillon de taille �nie. Le mod�ele montre alors que

les d�ecisions \rationnelles" doivent être prises en fonction de l'esp�erance d'utilit�e par

rapport aux fr�equences observ�ees, et en fonction de la taille de l'�echantillon et d'un biais

qui d�epend de l'aversion du d�ecideur pour l'ambiguit�e.

Dans ce mod�ele, les th�eor�emes classiques d'existence d'utilit�es additives peuvent être

employ�es car il n'est pas restrictif de supposer que tous les param�etres entrant en jeu

dans la prise de d�ecision v�eri�ent la solvabilit�e restreinte. Par contre, ils ne s'appliquent

plus lorsque les fr�equences observ�ees sont impr�ecises : un e�et de certitude empêche

l'un des param�etres d'être solvable. L'objectif est ici de montrer que les r�esultats de la

partie 2 permettent d'utiliser les utilit�es additives dans ce cas.

Le chapitre est divis�e en 7 sections. La premi�ere d�ecrit le probl�eme trait�e dans le

reste du chapitre. La deuxi�eme section explique les di��erences de comportement du d�eci-

deur lorsque celui-ci connâ�t une loi de probabilit�e sur les �ev�enements possibles, lorsqu'il

connâ�t seulement des intervalles auxquels appartient cette loi de probabilit�e, ou encore

lorsque ces intervalles ne sont connus qu'au travers d'un �echantillon de taille �nie. La

245
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troisi�eme partie montre di��erents mod�eles (EU, GEU, DDM) associ�es �a di��erentes situa-

tions d'incertitude (risque, risque impr�ecis, probabilit�es estim�ees par �echantillonnage).

En�n, la quatri�eme section pr�esente le mod�ele principal de ce chapitre : il mod�elise les

pr�ef�erences de d�ecideurs confront�es �a des situations dans lesquelles ils ne connaissent

les di��erents �ev�enements possibles que par le biais d'un �echantillon impr�ecis de taille

�nie. Apr�es avoir donn�e et justi��e quelques axiomes, des th�eor�emes de repr�esentation

sont pr�esent�es, qui sont suivis par un th�eor�eme de repr�esentation additive.

La cinqui�eme section fournit une discussion sur ce dernier mod�ele ainsi qu'une com-

paraison avec d'autres mod�eles. En�n les deux derni�eres sections renferment respecti-

vement les d�emonstrations des th�eor�emes d'existence, et une bibliographie du chapitre.

10.1 Introduction

Le mod�ele d'Esp�erance d'Utilit�e (EU) s'applique �a des situations de d�ecision dans

le risque, c'est-�a-dire des situations dans lesquelles tous les �ev�enements possibles A

ont des probabilit�es �(A), connues du d�ecideur (DM) ; chaque d�ecision d engendre alors

une distribution de probabilit�e P = � � d

�1

(c'est-�a-dire P (G) = �(d

�1

(G)) pour tout

G) sur l'ensemble des r�esultats possibles des d�ecisions, et c'est cette distribution qui

d�etermine les pr�ef�erences du d�ecideur :

d

[1]

% d

[2]

(la d�ecision \d

[1]

est pr�ef�er�ee ou indi��erente �a d

[2]

") , E

P

[1]

u � E

P

j2]

u;

o�u E

P

u repr�esente l'esp�erance de l'utilit�e u de von Neumann-Morgenstern (vNM) par

rapport �a la probabilit�e P (cf. von Neumann et Morgenstern (1944)). Autant sa confor-

mit�e avec les exigences de rationalit�e que son application d'un point de vue compu-

tationnel ont assur�e �a la th�eorie de l'esp�erance d'utilit�e une place pr�epond�erante en

d�ecision dans le risque.

Cependant, dans les probl�emes de d�ecision r�eels, on connait rarement les probabilit�es

d'occurence des di��erents �ev�enements, ce qui, dans une perspective d'aide �a la d�ecision,

rend n�ecessaire soit d'adapter les donn�ees dont dispose le d�ecideur au mod�ele de d�ecision,

comme dans le mod�ele SEU (Subjective Expected Utility), soit d'adapter le mod�ele de

d�ecision aux donn�ees disponibles, ce qui constitue la solution retenue dans ce chapitre.

La motivation de ce choix r�eside dans le fait que l'on ne veut pas que les choix du

d�ecideur d�ependent de param�etres plus ou moins arbitraires, mais plutôt qu'ils soient

d�etermin�es par :

i) une description objective de l'ensemble de d�ecision et des donn�ees dont dispose le

d�ecideur ;

ii) les traits de caract�ere du d�ecideur.

Les arguments en faveur et contre ce choix seront discut�es dans la section 10.5.2.

Les situations r�eelles de d�ecision dans l'incertain di��erent toutefois des situations

dans le risque et n�ecessitent diverses adaptations de la th�eorie de l'utilit�e esp�er�ee. Nous

allons nous int�eresser dans la suite du chapitre �a des situations o�u les donn�ees dont



Section 10.2. Echantillons impr�ecis et d�ecisions 247

dispose le d�ecideur sont obtenues grâce �a des �echantillons et o�u le proc�ed�e utilis�e pour

obtenir ces derniers engendre de l'impr�ecision. De telles situations di��erent des d�ecisions

dans le risque, et ce de deux mani�eres :

i) les donn�ees r�ecolt�ees ne permettent d'obtenir que des fr�equences d'occurence des

�ev�enements, et non des probabilit�es ;

i) ces fr�equences sont partiellement ind�etermin�ees.

Par cons�equent, une double adaptation du mod�ele d'esp�erance d'utilit�e va être n�eces-

saire.

10.2 Echantillons impr�ecis et d�ecisions

10.2.1 Echantillons impr�ecis

Dans la r�ealit�e, comme le sugg�ere l'exemple ci-dessous, il est probable qu'aux im-

pr�ecisions sur les observations s'ajoutent des divergences entre les \vraies" fr�equences

et celles observ�ees.

Exemple 10.1 Une banque de donn�ees contient des �ches sur les membres d'une

population de taille �elev�ee. Chaque �che est suppos�ee contenir certains �el�ements

d'information sur la personne correspondante ; mais certaines �ches n'ont pas �et�e

enti�erement remplies, si bien qu'elles ne contiennent pas tous les renseignements

qu'elles devraient contenir.

La question peut se poser de savoir si une a�rmation est vraie ou fausse pour

une personne choisie au hasard dans la population. Si une lecture exhaustive des

�chiers est r�ealisable et, de plus, si toutes les �ches contiennent les informations

appropri�ees, on peut alors r�epondre �a la question de mani�ere probabiliste : la

probabilit�e que l'a�rmation est vraie est le pourcentage exact de �chiers v�eri�ant

cette a�rmation.

Cependant il est clair que si certaines �ches sont incompl�etes ou si elles ne

permettent pas de valider ou d'invalider l'a�rmation, on ne pourra connâ�tre le

pourcentage ci-dessus que par le truchement de bornes inf�erieures et sup�erieures,

et donc on ne pourra connâ�tre que des bornes inf�erieures et sup�erieures de la

\vraie" loi de probabilit�e concernant l'a�rmation.

Pire encore ! si l'�echantillon examin�e ne repr�esente qu'une sous-population, les

probabilit�es pr�ec�edentes ou probabilit�es inf�erieures/sup�erieures ne peuvent même

plus être �evalu�ees, et les d�ecisions ne sont alors fond�ees que sur les fr�equences

observ�ees (qui ne sont que des estimations de ces probabilit�es). �

Plus formellement, on peut d�ecrire une situation d'�echantillonnage impr�ecis de la ma-

ni�ere suivante : 
, l'ensemble des �etats (concevables) de la nature, est in�ni et contient

la population dont l'�echantillon est extrait, celle-ci pouvant être �nie ou in�nie ; dans

les deux cas, l'�echantillon recueilli ne permet de d�ecrire qu'une sous-population de taille

�nie N . De plus ces descriptions sont impr�ecises : une observation donn�ee ne permet
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pas toujours au d�ecideur d'identi�er compl�etement un �etat de la nature !, mais seule-

ment un sous-ensemble (�ev�enement) B de 
 (par exemple, ! peut être la liste de toutes

les caract�eristiques physiques d'une personne, ce qui est su�sant pour l'identi�er com-

pl�etement, et B est l'a�rmation que celle-ci fait plus d'1:65m et p�ese moins de 55kg).

Puisque deux observations di��erentes peuvent apporter la même information B, les don-

n�ees recueillies consistent en une collection �nie (m(B), B 2 B), B 2 2




, jBj � N , o�u

m(B) = k(B)=N et k(B) 2 N

�

est le nombre d'observations qui apportent exactement

l'information \B est vraie".

A partir de ces donn�ees, on peut d�eriver les fr�equences inf�erieures et sup�erieures

observ�ees, �;	 : A � 2




7! [0; 1], d�e�nies respectivement par :

�(A) =

X

B�A

m(B) and 	(A) =

X

B\A 6=�

m(B): (10.1)

On peut interpr�eter � comme �etant :

i) soit la borne inf�erieure du pourcentage d'observations dans lesquelles l'�ev�enement A

est vrai ;

ii) soit le pourcentage d'observations dans lesquelles on peut d�eduire que A est vrai.

Une interpr�etation similaire serait valable pour 	(A), qui v�eri�e 8A 2 A, 	(A) =

1��(A

c

), o�u A

c

= 
nA.

10.2.2 Prise de d�ecision avec des �echantillons impr�ecis

Avec ce nouveau type de donn�ees, le crit�ere d'esp�erance d'utilit�e n'est visiblement

plus adapt�e et doit donc être modi��e. L'exemple suivant illustre cette n�ecessit�e.

Exemple 10.2 On propose �a monsieur Nipigue de jouer au jeu suivant : Dans une

urne sont plac�ees des boules R(ouges), B(leues) et V(ertes). Dans une premi�ere

�etape, monsieur Nipigue doit choisir une d�ecision parmi fd

[1]

; d

[2]

; d

[3]

; d

[4]

g. Puis,

dans une deuxi�eme �etape, un tirage est e�ectu�e, et le gain qu'il re�coit est donn�e

dans le tableau 10.1, qui d�ecrit les gains pour chaque d�ecision en fonction de la

boule tir�ee :

A R B V

d

[1]

(A) 100F 0F 0F

d

[2]

(A) 0F 100F 0F

d

[3]

(A) 50F 50F 50F

d

[4]

(A) 0F f0F; 100Fg f0F; 100Fg

Tab. 10.1: Ev�enements et d�ecisions.

\f0F; 100Fg" indique que l'on ignore exactement quel sera le gain : tout ce que

l'on peut dire c'est qu'il sera �egal soit �a 0F, soit �a 100F. Le tableau 10.2 d�ecrit

quatre �etats de connaissance possibles sur la composition de l'urne :
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A R B V

S �(A)

1

3

1

2

1

6

S

0

�(A)

1

3

� 2 [0;

2

3

] (1� �) 2 [0;

2

3

]

S

00

�(A) 33:3% 50% 16:7%

S

000

�(A) 33:3% � 2 [0%; 66:7%] (1� �) 2 [0%; 66:7%]

Tab. 10.2: Ev�enements, probabilit�es et fr�equences.

Dans la situation S, la comparaison des d�ecisions d

[1]

, d

[2]

et d

[3]

, est un choix

dans le risque ; en e�et, d

[2]

domine stochastiquement d

[1]

, c'est-�a-dire que la

probabilit�e de gagner 100F est plus �elev�ee si l'on choisit d

[2]

que si l'on choisit d

[1]

,

et tout maximisateur d'esp�erance d'utilit�e pr�ef�erera donc d

[2]

�a d

[1]

; un d�ecideur

manifestant de l'aversion au risque (que l'on abr�egera dans la suite par le terme

riscophobe

1

) pr�ef�erera d

[3]

�a d

[2]

tandis qu'un d�ecideur riscophile pr�ef�erera d

[2]

�a

d

[3]

.

Dans la situation S

0

, le d�ecideur peut seulement attribuer des bornes inf�erieures

et sup�erieures �a la probabilit�e de tirer une boule bleue et �a celle de tirer une

boule verte, ce qui implique qu'il ne peut qu'inf�erer des bornes inf�erieures et

sup�erieures sur les gains �eventuels qu'il recevrait en choisissant d

[2]

, comme le

montre le tableau 10.3.

A � R B V R [ B R [ V B [ V R [ B [ V

Proba inf �

�

(A) 0

1

3

0 0

1

3

1

3

2

3

1

Proba sup �

+

(A) 0

1

3

2

3

2

3

1 1

2

3

1

Tab. 10.3: Bornes inf�erieures et sup�erieures de �(�) dans la situation S

0

.

Il est tout �a fait remarquable de constater, comme le montre le tableau 10.4,

que la situation S avec la d�ecision d

[4]

engendre exactement la même impr�ecision

quant aux probabilit�es des di��erents gains (celle-ci provient de l'ind�etermination

des gains par d

[4]

). C'est en fait une propri�et�e tout �a fait g�en�erale : sous des

hypoth�eses relativement faibles, l'ind�etermination sur les r�esultats des d�ecisions

et l'impr�ecision sur les lois de probabilit�e des �ev�enements ont des e�ets semblables.

Quoi qu'il en soit, EU ne s'applique dans aucun des deux cas �a cause de

l'absence de description probabiliste des cons�equences des d�ecisions d

[2]

et d

[4]

.

Une �evaluation de d

[2]

dans S

0

et de d

[4]

dans S est tout de même possible grâce �a

(GEU) : l'Esp�erance d'Utilit�e G�en�eralis�ee, une extension de EU que l'on d�ecrira

dans la sous-section 10.3.3.

1

Eeckhoudt et Gollier (1992) attribuent la paternit�e de ce terme �a Boyer et Dione (1983).
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G � f0Fg f100Fg f0F; 100Fg

d

[2]

dans S

0

f

[2]

(G)

F

[2]

(G)

0

1

3

0 1

0 1

2

3

1

d

[4]

dans S

f

[4]

(G)

F

[4]

(G)

0

1

3

0 1

0 1

2

3

1

Proba inf : f

[2]

, f

[4]

; Proba sup : F

[2]

, F

[4]

.

8

>

<

>

:

f

[2]

(G) = �

�

(d

�1

[2]

(G))

F

[2]

(G) = �

+

(d

�1

[2]

(G))

8

>

<

>

:

f

[4]

(G) = �(f! : d

[4]

(!) � Gg)

F

[4]

(G) = �(f! : d

[4]

(!) \G 6= �g)

Tab. 10.4: Comparaison entre d

[2]

dans S

0

et d

[4]

dans S.

Retournons maintenant �a la situation S

00

, dans laquelle un �echantillon consti-

tu�e �a partir de N tirages avec replacement a permis de d�eterminer des fr�equences

de sortie des boules R, B et V . Ces fr�equences sont identiques aux probabili-

t�es de la situation S, mais elles ne re�etent en r�ealit�e que des estimations des

vraies distributions de probabilit�e, et elles en di��ereront d'autant plus que N est

petit. C'est pourquoi l'on ne peut exclure la possibilit�e que même des d�ecideurs

riscophiles pr�ef�erent d

[3]

, qui garantit EU = u(50), �a d

[2]

, qui o�re une EU ind�e-

termin�ee pouvant certes être sup�erieure �a u(50), mais aussi inf�erieure. Le crit�ere

propos�e par la th�eorie DDM de Coignard et Ja�ray (1994) permet d'�evaluer d

[4]

dans la situation S

00

(cf. sous-section 10.3.4).

Observons en�n que S

000

combine la discordance fr�equence/probabilit�e de S

00

avec une impr�ecision sur les �echantillons recueillis.

Dans la situation S

000

, le pourcentage d'observations pour lesquelles R [B est

vrai est inconnu, mais admet pour borne inf�erieure �(R [ B) = 33:3%, et pour

borne sup�erieure 	(R [B) = 100%.

Avec 33:3% d'observations de l'�ev�enement R et 66:7% de l'�ev�enement B [ V ,

�(R [ B) = 33:3% repr�esente aussi le pourcentage de cas dans lesquels R [ B

peut être inf�er�e (puisque R � R [ B) et 	(R [ B) = 100% le pourcentage de

cas dans lesquels (R [ B)

c

ne peut être inf�er�e (puisque Non[R � (R [ B)

c

] et

Non[(B [ V ) � (R [ B)

c

]), et donc pour lesquels il est seulement possible que

R [B soit vrai. �

La suite de ce chapitre va tenter de fournir une justi�cation axiomatique �a un mo-

d�ele de d�ecision s'appliquant aux situations telles que S

000

, dans lesquelles les donn�ees

disponibles sont recueillies �a partir d'�echantillons impr�ecis. Il n'est pas surprenant de

constater que ce mod�ele est �etroitement li�e �a aux th�eories GEU et DDM. En fait, on

peut la consid�erer comme l'adaptation de GEU �a des fr�equences, de la même mani�ere

que DDM est une adaptation de EU, ou comme l'extension de DDM �a des donn�ees
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impr�ecises, de la même mani�ere que GEU �etend EU.

En particulier, comme dans la th�eorie DDM, le crit�ere de d�ecision d�ependra de nou-

velles caract�eristiques telles que la taille N de l'�echantillon dont sont tir�ees les donn�ees,

et le support de la d�ecision d(
). L'exemple suivant illustre ces d�ependances :

Exemple 10.3 Consid�erons une urne du même type que celle de l'exemple 2, et

supposons qu'apr�es N tirages, seules des boules bleues aient �et�e observ�ees. On

demande alors au d�ecideur, monsieur Nipigue, de choisir entre deux d�ecisions,

d

[1]

, d

[2]

, d�ecrites de la mani�ere suivante :

A R B V

d

[1]

(A) �100F 10F 20F

d

[2]

(A) 0F 0F 0F

S

[1]

= d

[1]

(
) = f�100F; 10F; 20Fg et S

[2]

= d

[2]

(
) = f0Fg. Si N = 1, monsieur

Nipigue n'a tir�e qu'une seule boule et il s'est av�er�e qu'elle �etait bleue. Devrait-il

choisir la d�ecision d

[1]

ou bien d

[2]

? Sur la base d'un �echantillon de taille 1, il

ne serait pas surprenant qu'il choisisse d

[2]

| particuli�erement s'il manifeste de

l'aversion pour l'ambiguit�e. Cependant, face �a des �echantillons de grande taille,

monsieur Nipigue devrait avoir plus con�ance dans les fr�equences observ�ees, et,

pour N su�samment grand, il devrait même choisir la d�ecision d

[1]

, pensant que

la probabilit�e de tirer une boule rouge est vraiment tr�es faible. �

Cet exemple nous apprend que le support de chaque d�ecision (l'ensemble des r�e-

sultats potentiellement observables), qui di��ere en g�en�eral de l'ensemble des r�esultats

e�ectivement observ�es, doit aussi être pris en compte lorsque l'on compare des d�ecisions.

10.3 Quelques situations d'incertitude et leur mod�ele de

d�ecision

10.3.1 D�e�nitions et notations

Soient 
 un ensemble in�ni repr�esentant l'ensemble des �etats de la nature et A � 2




la �-alg�ebre des �ev�enements. D�esignons par C l'ensemble des cons�equences et par G � 2

C

sa �-alg�ebre ; A et G contiennent les singletons. Dans l'exemple 2, 
 = fR;V;Bg,

A = f�; R; V;B;R [ B;R [ V;B [ V;R [ V [ Bg, C = f0F; 50F; 100Fg et G =

f�; f0Fg; f50Fg; f100Fg; f0F; 50Fg; f0F; 100Fg; f50F; 100Fg; f0F; 50F; 100Fgg. Une d�e-

cision d est une fonction mesurable de 
 dans C, c'est-�a-dire que 8G 2 G, d

�1

(G) 2 A.

Soit S = d(
) le support de la d�ecision d, c'est-�a-dire l'ensemble des cons�equences que

peut avoir cette d�ecision. Appelons D l'ensemble de toutes les d�ecisions possibles, et %

la relation de pr�ef�erence sur D.

Di��erentes hypoth�eses sur les informations d�etenues par le d�ecideur et sur son com-

portement conduisent �a di��erents mod�eles de d�ecision. Rappelons bri�evement les ca-

ract�eristiques principales des mod�eles sur lesquels repose l'extension pr�esent�ee dans ce

chapitre.
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10.3.2 Risque et utilit�e esp�er�ee

Situation : d�ecision dans le risque

On connait la loi de probabilit�e � sur (
;A) ; celle-ci d�etermine la loi de probabilit�e

P = � � d

�1

(c'est-�a-dire P (G) = �(d

�1

(G))) engendr�ee sur (C;G) par une d�ecision

d 2 D.

Mod�ele de d�ecision : utilit�e esp�er�ee

L'attitude du d�ecideur face au risque est caract�eris�ee par son utilit�e de vNM u

puisque la relation de pr�ef�erence % est repr�esentable sur D par la fonction d'utilit�e

U : D 7! R telle que U(d) = E

P

u. Lorsque � est de support �ni, c'est-�a-dire lorsqu'il

existe un ensemble �ni 


0

� 
 tel que �(


0

) = 1, P est aussi de support �ni et

E

p

u =

P

c2C

P (fcg)u(c).

10.3.3 Risque impr�ecis et utilit�e esp�er�ee g�en�eralis�ee (GEU)

Les informations disponibles sur les probabilit�es peuvent être vagues et ne permettent

au d�ecideur que de localiser celles-ci dans des intervalles de probabilit�e.

Situation : risque impr�ecis

On sait seulement que la loi de probabilit�e � sur (
;A) appartient �a la famille de

lois de probabilit�e d�e�nie par M = f� : �(A) � g(A) 8A 2 Ag, o�u g : A 7! [0; 1]

est une capacit�e monotone d'ordre in�ni, c'est-�a-dire qu'elle v�eri�e les deux propri�et�es

suivantes :

(i) g(�) = 0 ; g(
) = 1 ; A � B ) g(A) � g(B) ;

(ii) g

 

[

i2I

A

[i]

!

�

X

J�I ;J 6=�

(�1)

jJj+1

g

0

@

\

j2J

A

[j]

1

A

, 8I tel que jIj � 2:

Ainsi, g(A) est la probabilit�e inf�erieure de A, c'est-�a-dire la borne inf�erieure de �(A),

et g

�

(A) = 1 � g(A

c

) est sa probabilit�e sup�erieure. On peut seulement inf�erer que la

probabilit�e de A se situe dans l'intervalle [g(A); g

�

(A)].

L'incertitude sur le r�esultat d'une d�ecision d peut alors être d�ecrite comme l'image

de g engendr�ee par d sur C, f

[d]

= g � d

�1

, c'est-�a-dire f

[d]

(G) = g(d

�1

(G)) 8G 2 G ; l�a

encore, la probabilit�e que le r�esultat de la d�ecision d appatienne �a G reste inconnue mais

se situe dans l'intervalle [f

[d]

(G); f

�

[d]

(G)]. Remarquons que f

[d]

h�erite des propri�et�es de

g et qu'elle est elle-même une capacit�e monotone d'ordre in�ni. On a seulement besoin

de consid�erer des capacit�es f

[d]

monotones d'ordre in�ni engendr�ees de mani�ere �nie,

c'est-�a-dire des cas pour lesquels f

[d]

est d�etermin�e par

f

[d]

(G) =

X

B�G

�

[d]

(B), 8G 2 G; (10.2)

o�u �

[d]

: G 7! [0; 1] prend partout la valeur 0, sauf sur un ensemble �ni ; �

[d]

est la

transform�ee de M�obius g�en�eralis�ee de f

[d]

. C'est en particulier le cas lorsque C est un

ensemble �ni et f

[d]

est une fonction de croyance (cf. Shafer (1976)).
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Mod�ele de d�ecision : esp�erance d'utilit�e g�en�eralis�ee (GEU)

Soit F l'ensemble des capacit�es monotones d'ordre in�ni sur C engendr�ees de mani�ere

�nie.

Le mod�ele d'Utilit�e Esp�er�ee peut être �etendu �a cette situation (cf. Ja�ray (1989a),

Ja�ray (1989b) et Ja�ray (1994)), ce qui conduit �a l'Esp�erance d'Utilit�e G�en�eralis�ee,

th�eorie dans laquelle % est repr�esentable sur D par la fonction d'utilit�e U :

d! U(d) = E

f

[d]

u =

X

G2G

�

[d]

(G)u(m

[G]

;M

[G]

); (10.3)

o�u

{ �

[d]

est la transform�ee de M�obius de f

[d]

= g � d

�1

, caract�erisable par (10.2),

{ m

[G]

= argminfu(c); c 2 Gg,

{ M

[G]

= argmaxfu(c); c 2 Gg,

{ u, d�e�nie par c 7! u(c) = u(c; c), peut être interpr�et�ee comme l'utilit�e de vNM du

d�ecideur,

{ u(m) � u(m;M) � u(M),

{ u(m;M) crô�t avec u(m) et u(M).

Remarquons que u d�epend de u, c'est-�a-dire de l'attitude du d�ecideur face au risque, et

de param�etres suppl�ementaires re�etant son degr�e d'aversion pour l'ambiguit�e (pessi-

misme). Les cas extrêmes de pessimisme et d'optimisme correspondent respectivement

�a

U(d) = E

f

[d]

u =

X

G2G

�

[d]

(G)u(m

[G]

) = inf

�2M

E

�

u � d

et

U(d) = E

f

[d]

u =

X

G2G

�

[d]

(G)u(M

[G]

) = sup

�2M

E

�

u � d

(cf. Ja�ray (1989a)).

L'�equation (10.3) peut être interpr�et�ee comme une esp�erance, avec �

[d]

(G) la pro-

babilit�e d'obtenir un r�esultat dans G lorsque l'on prend la d�ecision d, et u(m

[G]

;M

[G]

)

l'�evaluation de la perspective de recevoir un gain pouvant être n'importe quel �el�ement

de G. En fait, ce crit�ere est applicable dans deux cas distincts (cf. exemple 2) :

i) probabilit�es impr�ecises et r�esultats des d�ecisions pr�ecis ;

ii) probabilit�es pr�ecises et r�esultats des d�ecisions impr�ecis.

10.3.4 Echantillons et prise de D�ecision Directe (mod�ele DDM) :

Lorsque c'est r�ealisable, il est courant d'employer des �echantillons sur l'occurence

des �ev�enements, ceci pour des raisons d'e�cacit�e et de �abilit�e.
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Situation : donn�ees obtenues �a partir d'�echantillons

Le d�ecideur ne connait pas la loi de probabilit�e � sur (
;A), et il fonde enti�ere-

ment son jugement sur (
;A) �a partir d'une distribution de fr�equences (relatives) �

d�etermin�ee �a partir d'un �echantillon de N 2 N

�

observations. On suppose donc que

l'information utilis�ee pour �evaluer chaque d�ecision d consiste exactement en :

i) le support de d, c'est-�a-dire S = d(
), l'ensemble de tous les r�esultats

potentiellement engendr�es par la d�ecision d ;

ii) la mesure P = � � d

�1

, qui repr�esente la distribution de fr�equences des

r�esultats obtenus par d d'apr�es les N observations de l'�echantillon.

Remarquons au passage que � et P sont de supports �nis. Cette hypoth�ese est justi��ee

dans la sous-section 10.4.2.

Mod�ele de d�ecision : mod�ele DDM (prise de d�ecision directe ; Coignard et

Ja�ray (1994)) :

Grâce �a quelques hypoth�eses suppl�ementaires (semblables �a celles de la section 10.4),

on peut obtenir le r�esultat suivant : pour un �echantillon donn�e de taille N , la relation

de pr�ef�erence % est repr�esentable sur D par la fonction d'utilit�e H

[N ]

d�e�nie par :

d 7! H

[N ]

(d) = h

[N ]

(E

P

u; u

[S]

; U

[S]

);

o�u u

[S]

et U

[S]

repr�esentent respectivement les niveaux d'utilit�e de vNM le plus faible

et le plus �elev�e obtenus sur le support S de d. Ainsi, E

P

u, qui serait la valeur de la

d�ecision d dans le mod�ele EU si P �etait la vraie loi de probabilit�e engendr�ee par d, est

corrig�ee par des consid�erations MAXMIN et MAXMAX ; on peut s'attendre �a ce que

ces corrections soient de moins en moins importantes lorsque N crô�t (ce qui est permis

par la d�ependance de H

[N ]

�a N). La d�enomination de \Prise de d�ecision directe" est

une r�ef�erence au mod�ele d'inf�erence directe de Bacchus (1989), Bacchus (1991).

10.4 Echantillons impr�ecis et prise de d�ecision directe

10.4.1 Echantillons impr�ecis et incertitude sur le r�esultat des d�ecisions

Consid�erons une situation dans laquelle les donn�ees �a la disposition du d�ecideur

ont �et�e obtenues grâce �a des �echantillons impr�ecis, et, comme d�e�ni dans la sous-

section 10.2.1, sont caract�eris�ees par une collection �nie (m(B); B 2 B), o�u m(B) est

la proportion d'observations dans lesquelles l'information \B est vraie" a �et�e observ�ee ;

d�esignons par � et 	 les fr�equences inf�erieures et sup�erieures correspondantes :

�(A) =

X

B�A

m(B) et 	(A) =

X

B\A 6=�

m(B): (10.4)

D'apr�es l'�equation (10.4), � est une capacit�e monotone d'ordre in�ni engendr�ee de

mani�ere �nie (puisque 
 n'est pas �ni, c'est une l�eg�ere extension du concept de fonction

de croyance | cf. Shafer (1976)).
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Pour toute d�ecision d, l'image de � par d, f

[d]

= � � d

�1

, h�erite des propri�et�es de

� et est aussi une capacit�e monotone d'ordre in�ni engendr�ee de mani�ere �nie ; en fait,

�

[d]

: G ! [0; 1], d�e�nie par :

�

[d]

(G) =

X

d(B)=G

m(B); (10.5)

et que nous appelons transform�ee de M�obius (g�en�eralis�ee), d�etermine f

[d]

de la fa�con

suivante :

f

[d]

(E) =

X

G�E

�

[d]

(G): (10.6)

L'interpr�etation de � fournit celle de f

[d]

: soit E 2 G ; si la d�ecision d avait �et�e

s�electionn�ee pr�ec�edemment par le d�ecideur, son r�esultat aurait appartenu �a E dans

au moins 100f

[d]

(E)% des observations (interpr�etation (i)), ou il aurait �et�e possible de

d�eduire qu'il appartenait �a E dans 100f

[d]

(E)% des observations (interpr�etation (ii)).

Soit l'ensemble

F

[N ]

= ff

[d]

= � � d

�1

: d 2 Dg ; (10.7)

alors les �el�ements de F

[N ]

v�eri�ent (10.6) pour �

[d]

v�eri�ant (10.5). Posons

S

[f

[d]

]

=

[

fG 2 G : �

[d]

(G) > 0g: (10.8)

S

[f

[d]

]

est appel�e support de f

[d]

. On a n�ecessairement S

[f

[d]

]

� S, o�u S = d(
) repr�esente

le support de la d�ecision d. Aucun r�esultat n'appartenant pas �a S

[f

[d]

]

ne peut r�esulter

de la d�ecision d dans les observations.

La GEU de f

[d]

est d�e�nie par

U(f

[d]

) = E

f

[d]

u =

X

G2G

�

[d]

(G)u(m

[G]

;M

[G]

) ; (10.9)

elle fournirait une �evaluation de la d�ecision d dans le mod�ele d�ecrit dans ce chapitre si

les fr�equences inf�erieures �etaient assimil�ees �a des probabilit�es inf�erieures, ce qui ne sera

le cas que lorsque N tendra vers +1.

10.4.2 Les axiomes

L'axiomatique d�ecrite dans ce chapitre comprend trois pr�eordres distincts :

{ la relation de pr�ef�erence du d�ecideur sur les di��erentes d�ecisions, que nous noterons

% ;

{ la relation de pr�ef�erence que le d�ecideur aurait sous GEU, c'est-�a-dire le cas asymp-

totique o�u l'�echantillon est de taille in�nie. Cette relation sera not�ee par la suite

%

1

;

{ l'ordre partiel (de dominance) %

�

sur les d�ecisions d�e�ni par :

d

[1]

%

�

d

[2]

, u(d

[1]

(!)) � u(d

[2]

(!)) 8! 2 
:



256 Chapitre 10. Un mod�ele de d�ecision �a base de donn�ees fr�equentistes

Dans le mod�ele pr�esent�e dans ce chapitre, les pr�ef�erences sur les d�ecisions d�ependent

de triplets (f;N; S), o�u f est la fr�equence sur l'espace des r�esultats engendr�ee �a partir de

la fr�equence observ�ee des �etats de la nature par la d�ecision d, N la taille de l'�echantillon

et S le support de la d�ecision. Cette hypoth�ese peut être justi��ee de la mani�ere suivante :

consid�erons tout d'abord le cas o�u le d�ecideur ne dispose d'aucun �echantillon pour fonder

ses choix (N = 0 ; f est ind�e�ni), ce qui correspond en fait �a une situtation de totale

ignorance. Le comportement rationnel des d�ecideurs en situation de compl�ete ignorance

a �et�e �etudi�e dans Arrow et Hurvicz (1972), Cohen et Ja�ray (1980) et Cohen et Ja�ray

(1983). Des arguments d'invariance des pr�ef�erences par rapport aux permutations des

�etats de la nature ! de 
, et par rapport �a leur ra�nement (g�en�eration de nouveaux

espaces 


0

d'�etats de la nature en subdivisant les singletons f!g de 
), permettent de

conclure que les pr�ef�erences du d�ecideur entre des couples de d�ecisions d; d

0

ne devraient

d�ependre que :

i) des images d(
) = S et d(


0

) = S

0

des d�ecisions dans l'espace des r�esultats ;

ii) de la dominance ; de plus, on peut montrer que la dominance stricte (d �

�

d

0

)

ne peut avoir qu'une inuence du \second ordre" quand S = S

0

(au sens que de

petites variations sur les r�esultats des d�ecisions peuvent �eliminer cette inuence).

Le mod�ele pr�esent�e dans ce chapitre n�eglige cet e�et et ne requiert que le respect de la

dominance faible (cf. axiom 10.4).

Examinons maintenant l'inuence des observations sur les pr�ef�erences du d�ecideur :

puisque les pr�ef�erences devraient encore être invariantes par rapport aux permutations

des �etats de la nature qui ont �et�e observ�es (l'information que l'on a sur chacun de

ces �etats est toujours la même : on sait seulement que l'�etat s'est r�ealis�e), l'ajout de

nouvelles donn�ees fr�equentites observ�ees concernant la d�ecision d peut être r�esum�ee

par les fr�equences correspondant �a d dans l'espace des r�esultats et par la taille N de

l'�echantillon.

En�n, en situation d'incertain probabilis�e de mani�ere impr�ecise, c'est-�a-dire lorsque

l'information disponible est caract�erisable par une probabilit�e inf�erieure monotone d'ordre

in�ni, on suppose que le d�ecideur agit selon l'Esp�erance d'Utilit�e G�en�eralis�ee sur les r�e-

sultats. Par cons�equent, F

[N ]

, S

[f

[d]

]

et E

f

[d]

u, d�e�nis respectivement par (10.7), (10.8)

et (10.9), requi�erent l'axiome suivant :

Axiome 10.1 (relation d'ordre)

(i) Pour N 2 N

�

�x�e, % est un pr�eordre large total sur les triplets (f;N; S), o�u

f 2 F

[N ]

, et donc f = f

[d]

pour une d�ecision d, et S � S

[f

[d]

]

.

(ii) %

1

est un pr�eordre large total sur F repr�esentable par U(f) = E

f

u.

Soient deux d�ecisions d

[1]

et d

[2]

de supports identiques S. Pour un �echantillon de

taille donn�ee N , ces deux d�ecisions engendrent des fr�equences sur l'ensemble des r�esul-

tats f et g. Dans notre mod�ele, le d�ecideur compare d

[1]

et d

[2]

uniquement en fonction

des triplets (f;N; S) et (g;N; S). Autrement dit, il ne fonde ici ses pr�ef�erences que

sur f et g, c'est-�a-dire sur les donn�ees observ�ees. Si l'apport de nouvelles observations

con�rme ces donn�ees, c'est-�a-dire si les fr�equences engendr�ees par d

[1]

et d

[2]

sont encore
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f et g, il n'y a donc aucune raison pour que le d�ecideur r�evise son jugement. On obtient

ainsi l'axiome suivant :

Axiome 10.2 (Nouvelle ind�ependance)

(i) (f;N; S) � (g;N; S) ) (f; 2N;S) � (g; 2N;S)

(ii) (f;N; S) � (g;N; S) ) (f; 2N;S) � (g; 2N;S).

Lorsque les �echantillons sont de taille �elev�ee, le d�ecideur devrait être assez con�ant

dans les fr�equences observ�ees. Par cons�equent, lorsque N tend vers +1, pour comparer

deux d�ecisions (f;N; S) et (g;N; S), la valeur relative des �evaluations GEU par rapport

aux fr�equences observ�ees, E

f

u et E

g

u, devrait devenir d�eterminante. D'o�u l'axiome

suivant :

Axiome 10.3 (Continuit�e) Soient f; g 2 F

[N ]

tels que S

[f ]

[ S

[g]

� S. Alors

f �

1

g , 9 k

0

2 N

�

tel que, 8k � k

0

, (f; 2

k

N;S) � (g; 2

k

N;S).

L'axiome ci-dessous est une hypoth�ese classique de rationalit�e en D�ecision dans l'in-

certain :

Axiome 10.4 (Dominance) 8d

[1]

; d

[2]

2 D tels que f

[1]

= � � d

�1

[1]

, f

[2]

= � � d

�1

[2]

,

S

[f

[1]

]

� S

[1]

2 G et S

[f

[2]

]

� S

[2]

2 G, la propri�et�e suivante est vraie :

d

[1]

%

�

d

[2]

) (f

j1]

; N; S

j1]

) % (f

[2]

; N; S

[2]

):

Grâce aux axiomes d�e�nis dans cette sous-section, il est maintenant possible de

d�eriver des th�eor�emes de repr�esentation. C'est l'objet de la sous-section suivante.

10.4.3 Th�eor�emes de representation

Existence d'utilit�es

Soit T l'espace des pr�ef�erences, c'est-�a-dire T = f(f;N; S) tel que f 2 F

[N ]

, N 2 N

�

,

S 2 G et S � S

[f ]

g.

Lemme 10.1 Supposons que les axiomes 10.1 �a 10.3 soient v�eri��es. Alors les pr�e-

f�erences du d�ecideur sur T sont fond�ees uniquement sur les triplets (E

f

u;N; S).

Dans la suite de ce chapitre, pour des raisons techniques, nous allons restreindre

l'espace des pr�ef�erences �a T

0

= f(f;N; S) 2 T tel que S � fm

[S]

;M

[S]

gg, o�um

[S]

;M

[S]

2

C sont tels que inf

c2S

u(c) = u(m

[S]

) et sup

c2S

u(c) = u(M

[S]

), et u est l'utilit�e de vNM.

Ainsi, il existe dans S un r�esultat non pr�ef�er�e �a tous les autres, m

[S]

, et un r�esultat

pr�ef�er�e �a tous les autres, M

[S]

.

Th�eor�eme 10.1 Supposons que les axiomes 10.1 �a 10.4 soient v�eri��es.

Alors les pr�ef�erences du d�ecideur sur T

0

ne d�ependent que du quadruplet

(E

f

u;N; u(m

[S]

); u(M

[S]

)).

En d'autres termes, S inuence l'ordre des pr�ef�erences uniquement par le truche-

ment de ses �el�ements les pires et les meilleurs, et f n'est pris en compte que par son

�evaluation par l'Esp�erance d'Utilit�e G�en�eralis�ee, E

f

u. De plus, l'importance relative des
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trois facteurs E

f

u, u(m

[S]

) et u(M

[S]

)), d�epend, comme on l'avait d�ej�a annonc�e, de la

taille N de l'�echantillon �a disposition du d�ecideur.

Existence d'utilit�es additives

On a montr�e dans le th�eor�eme 10.1 que l'ordre sur les triplets (f;N; S) 2 T

0

est

�equivalent �a l'ordre sur les quadruplets (E

f

u;N; u(m

[S]

); u(M

[S]

)). Dans cette sous-

section, nous allons donner quelques axiomes suppl�ementaires garantissant l'existence

de trois fonctions h

i

[N ]

, i 2 f1; 2; 3g, telles que

(f;N; S) % (f

0

; N; S

0

),

h

1

[N ]

(E

f

u) + h

2

[N ]

(u(m

[S]

)) + h

3

[N ]

(u(M

[S]

)) � h

1

[N ]

(E

f

0

u) + h

2

[N ]

(u(m

[S

0

]

)) + h

3

[N ]

(u(M

[S

0

]

)):

Remarquons que l'on doit seulement comparer des triplets ayant des tailles d'�echan-

tillon identiques N . Par cons�equent, dans la suite du chapitre, N est �x�e, et l'espace

des pr�ef�erences devient T

0

[N ]

= f(E

f

u; u(m

[S]

); u(M

[S]

)) : f 2 F

[N ]

, et u(m

[S]

) � E

f

u �

u(M

[S]

)g. On note un �el�ement g�en�erique de T

0

[N ]

de la fa�con suivante : (v; u; U). Remar-

quons que, d'apr�es la d�e�nition de T

0

[N ]

, on a forc�ement u � v � U , si bien que T

0

[N ]

n'est pas un produit cart�esien.

Nb : Dans toutes les formules ci-dessous, chaque fois qu'apparâ�t un triplet

(v; u; U), les in�egalit�es u � v � U sont suppos�ees v�eri��ees.

Le probl�eme de l'existence d'utilit�es additives repr�esentant % sur T

0

[N ]

n'est pas

trivial, et ce pour deux raisons :

i) T

0

[N ]

n'est pas un produit cart�esien mais un sous-ensemble, si bien qu'�a priori les

th�eor�emes classiques d'existence (cf. Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1971),

Wakker (1989)) ne semblent pas applicables ;

ii) comme nous allons le voir, il se peut que u ne v�eri�e ni la connexit�e, ni la solvabilit�e

restreinte et encore moins la solvabilit�e non restreinte, si bien que les th�eor�emes

d'existence d'utilit�es additives \classiques" sur des sous-ensembles de produits

cart�esiens (cf. Chateauneuf et Wakker (1993), Segal (1991) et Segal (1994)) ne

peuvent être employ�es.

Nous allons voir cependant que les th�eor�emes d�evelopp�es dans la partie 2 de ce m�emoire

vont permettre de repr�esenter % par des utilit�es additives.

L'existence ou la non existence d'utilit�es additives n'a pas de lien avec la rationnalit�e

du d�ecideur. En e�et, ce n'est pas parce qu'une relation de pr�ef�erence n'est pas repr�e-

sentable par une utilit�e additive que le d�ecideur n'a pas un comportement rationnel.

Par cons�equent, la validation des axiomes permettant l'existence d'utilit�es additives ne

peut être qu'empirique. Comme nous l'avons vu dans les parties pr�ec�edentes, l'axiome

d'�elimination du second ordre est n�ecessaire �a l'existence de toute utilit�e additive. Ici

cet axiome peut être d�e�ni comme suit :
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Axiome 10.5 (axiome d'�elimination du second ordre) Soient (v

j

; u

j

; U

j

),

(v

0

j

; u

0

j

; U

0

j

), (v

00

j

; u

00

j

; U

00

j

), j 2 f1; 2g, six �el�ements de T

0

[N ]

tels que (v

2

; v

0

2

; v

00

2

),

(u

2

; u

0

2

; u

00

2

) et (U

2

; U

0

2

; U

00

2

) sont des permutations de (v

1

; v

0

1

; v

00

1

), (u

1

; u

0

1

; u

00

1

) et

(U

1

; U

0

1

; U

00

1

). alors :

(v

1

; u

1

; U

1

) % (v

2

; u

2

; U

2

)

(v

0

1

; u

0

1

; U

0

1

) % (v

0

2

; u

0

2

; U

0

2

)

)

) (v

00

1

; u

00

1

; U

00

1

) - (v

00

2

; u

00

2

; U

00

2

):

En particulier, cet axiome re�ete les relations de pr�ef�erence suivantes, qui sont vraiment

consistentes avec ce que l'on a d�ej�a dit du comportement du d�ecideur dans le mod�ele

du pr�esent chapitre :

(v; u; U) % (v; u

0

; U

0

) , [(v

0

; u; U) %(v

0

; u

0

; U

0

); pour tout v

0

];

(v; u; U) % (v

0

; u; U

0

) , [(v; u

0

; U) %(v

0

; u

0

; U

0

); pour tout u

0

];

(v; u; U) % (v

0

; u

0

; U) , [(v; u; U

0

) %(v

0

; u

0

; U

0

); pour tout U

0

]:

Plus g�en�eralement, cela signi�e que, lorsqu'il compare di��erentes alternatives, le d�e-

cideur ne tient pas compte des composants qui sont identiques dans les deux triplets.

Remarquons au passage que les �equivalences ci-dessus impliquent l'existence de relations

de pr�ef�erence sur chacun des composants des triplets :

v -

1

v

0

, (v; u; U) - (v

0

; u; U) pour tout u;U;

u -

2

u

0

, (v; u; U) - (v; u

0

; U) pour tout v; U;

U -

3

U

0

, (v; u; U) - (v; u; U

0

) pour tout v; u:

Toute augmentation des niveaux d'utilit�e des plus mauvais et/ou des meilleurs �el�e-

ments de S devrait être consid�er�ee par le d�ecideur comme une am�elioration ; il devrait

en être de même pour le niveau GEU. Comme le montre le lemme suivant, ces consid�e-

rations tout �a fait intuitives se voient e�ectivement v�eri��ees de mani�ere th�eorique, et ce

grâce aux axiomes mis en place jusqu'ici.

Lemme 10.2 Supposons que les axiomes 10.1 �a 10.4 soient v�eri��es. Alors :

v � v

0

, v -

1

v

0

;

u � u

0

) u -

2

u

0

;

U � U

0

) U -

3

U

0

:

Remarquons que, d'apr�es les deux derni�eres relations (qui ne sont que des implications

et non des �equivalences), les comportements suivants ne sont pas incompatibles avec

notre mod�ele :

u < u

0

et u �

2

u

0

;

U < U

0

et U �

3

U

0

:

Ces comportements peuvent en e�et se manifester lorsque le d�ecideur ne prête pas une

attention particuli�ere aux pires ou aux meilleurs r�esultats possibles lorsqu'il prend ses

d�ecisions. Ceci peut arriver lorsque le d�ecideur a particuli�erement con�ance dans les

fr�equences observ�ees.
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Comme le montre l'exemple ci-dessous, la solvabilit�e restreinte par rapport �a u peut

apparâ�tre comme une hypoth�ese totalement irr�ealiste (au moins dans certains cas).

Rappelons que la connexit�e et la solvabilit�e non restreinte impliquent la solvabilit�e

restreinte et sont par cons�equent tout aussi irr�ealistes.

Exemple 10.4 Consid�erons un d�ecideur (monsieur Nipigue ?) manifestant une pro-

fonde aversion pour les pertes, si petites soient-elles, et qui rejette syst�emati-

quement toute d�ecision pouvant entrâ�ner des pertes �a moins qu'il n'ait l'intime

conviction que la probabilit�e d'une perte est extrêmement faible. Pour des �echan-

tillons de petite taille N , il n'y a aucune garantie que les �ev�enements non observ�es

soient rares ; par cons�equent, il est probable que % soit tel que :

8u

0

� u(0) > u

00

, 8U

0

� v

0

� u

0

et 8U

00

� v

00

� u

00

, (v

0

; u

0

; U

0

) � (v

00

; u

00

; U

00

):

Supposons maintenant que v; U; U

[0]

et v

[0]

soient tels que :

(v; u(0); U) � (v

[0]

; u(0); U

[0]

) � (v; u

00

; U):

Alors (v

[0]

; u(0); U

[0]

) � (v; u; U) 8u < u(0), et (v; u; U) � (v

[0]

; u(0); U

[0]

) 8u �

u(0) ; par cons�equent, il n'existe aucun u tel que (v; u; U) � (v

[0]

; u(0); U

[0]

), et

donc u ne v�eri�e pas la solvabilit�e restreinte. �

Puisque les e�ets de certitude (ou de s�ecurit�e) apparaissent exp�erimentalement bien

plus puissants que les e�ets de potentialit�e, on ne doit pas s'attendre n�ecessairement

�a ce qu'un ph�enom�ene sym�etrique empêche U de v�eri�er la solvabilit�e restreinte. Il est

donc int�eressant de consid�erer des cas o�u la solvabilit�e restreinte est bien v�eri��ee par

rapport �a v et U , mais pas par rapport �a u. D'o�u l'axiome suivant :

Axiome 10.6 (solvabilit�e restreinte par rapport �a v et U)

(v; u; U) % (v

[0]

; u

[0]

; U

[0]

) % (v

0

; u; U) ) 9 v

00

tel que (v

[0]

; u

[0]

; U

[0]

) � (v

00

; u; U):

(v; u; U) % (v

[0]

; u

[0]

; U

[0]

) % (v; u; U

0

) ) 9 U

00

tel que (v

[0]

; u

[0]

; U

[0]

) � (v; u; U

00

):

Cet axiome est illustr�e par la �gure 10.1.

Rappelons que, dans le chapitre 8, on a montr�e grâce au th�eor�eme 8.2 que tout

pr�eordre large total %

{ d�e�ni sur un produit cart�esien de dimension 3 dont deux composants v�eri�ent

la solvabilit�e restreinte et la condition de Thomsen,

{ et v�eri�ant l'axiome d'ind�ependance (correspondant ici �a peu pr�es au lemme 10.2),

l'axiome de conservation d'�echelle (cf. page 170) et le nouvel axiome archim�edien

(cf. page 175),

est repr�esentable par des utilit�es additives. Dans le même chapitre, nous avons en outre

montr�e que si l'on omettait l'une (quelconque) des hypoth�eses ci-dessus, % risquait de

ne plus être repr�esentable par une utilit�e additive.
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u

U

0

U

U

00

classe d'indi��erence de

(v

0

; u

0

; U

0

)

B

C

A

D

v

U

Fig. 10.1: Solvabilit�e restreinte par rapport �a U : B et C sont sur la même verticale. Si

B - A et A - C, alors il existe D tel que D � A.

Ici, les mêmes axiomes vont nous permettrent de montrer l'existence de repr�esenta-

tions additives de %. En fait, puisque l'on va utiliser l'axiome d'�elimination d'ordre 2,

il n'est pas utile de requ�erir l'ind�ependance, la condition de Thomsen ni l'axiome de

conservation d'�echelle, qui en sont des sous-ensembles. Le lecteur objectera qu'au cha-

pitre 8 on avait consid�er�e que % �etait d�e�ni sur un produit cart�esien, alors que dans le cas

pr�esent T

0

[N ]

est plutôt un sous-ensemble de produit cart�esien. Certes, mais consid�erons

quatre nombres r�eels quelconques u

[0]

; u

[1]

; U

[0]

; U

[1]

2 fu(c), c 2 Gg tels que u

[0]

< u

[1]

<

U

[0]

< U

[1]

, u(c) �etant la valeur de l'utilit�e de vNM de c. Si % est repr�esentable par une

utilit�e additive sur T

0

[N ]

, alors elle l'est aussi sur Y = [u

[0]

; u

[1]

] � [u

[1]

; U

[0]

] � [U

[0]

; U

[1]

]

car Y � T

0

[N ]

. Or Y est un produit cart�esien ; pour d�eduire l'existence d'utilit�es addi-

tives repr�esentant % (en n'utilisant que des hypoth�eses ais�ement testables), on doit donc

utiliser les d�e�nitions et axiomes suivants :

D�e�nition 10.1 (s�equence sur-standard par rapport �a U) Pour toute suite K

d'entiers relatifs cons�ecutifs, �nie ou in�nie, croissante ou d�ecroissante, (U

k

; k 2 K)

est une s�equence sur-standard si et seulement si l'une des propri�et�es suivantes est

v�eri��ee :

{ (v

[0]

; u

[0]

; U

0

) � (v

[1]

; u

[1]

; U

0

), et (v

[0]

; u

[0]

; U

k+1

) % (v

[1]

; u

[1]

; U

k

) 8k; k+1 2 K ;

{ (v

[0]

; u

[0]

; U

0

) � (v

[1]

; u

[1]

; U

0

), et (v

[0]

; u

[0]

; U

k+1

) - (v

[1]

; u

[1]

; U

k

) 8k; k+1 2 K.

Des d�e�nitions similaires s'appliquent pour les s�equences sur-standards par rapport �a

u et v.

Comme dans le chapitre 8, on en d�eduit le nouvel axiome archim�edien :
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Axiome 10.7 (nouvel axiome archim�edien) Toute s�equence sur-standard born�ee

est �nie.

Outre ces axiomes, on doit rajouter l'axiome suivant, qui permet de prendre en

compte le fait que les pr�ef�erences ne portent pas sur un produit cart�esien, mais sur un

sous-ensemble. Par d�e�nition, l'utilit�e de vNM est born�ee. L'axiome ci-dessous indique

seulement que ces bornes ne peuvent être atteintes.

Axiome 10.8 @ c

m

2 C tel que u(c

m

) -

2

u(c) 8c 2 C.

@ c

M

2 C tel que u(c) -

3

u(c

M

) 8c 2 C.

En utilisant tous ces axiomes, on peut alors d�emontrer le th�eor�eme suivant, qui suit

la même philosophie que le th�eor�eme 8.2 de la page 175.

Th�eor�eme 10.2 Supposons que N , la taille des �echantillons observ�es, soit �x�ee.

Supposons de plus que les axiomes 10.1 �a 10.8 soient v�eri��es. Alors il existe trois

fonctions �a valeurs dans R, h

1

[N ]

, h

2

[N ]

, h

3

[N ]

, telles que, 8(v; u; U); (v

0

; u

0

; U

0

) 2 T

0

[N ]

,

(v; u; U) % (v

0

; u

0

; U

0

), h

1

[N ]

(v) + h

2

[N ]

(u) + h

3

[N ]

(U) � h

1

[N ]

(v

0

) + h

2

[N ]

(u

0

) + h

3

[N ]

(U

0

):

Cependant, contrairement aux th�eor�emes classiques d'existence d'utilit�es additives

(sur des produits cart�esiens ou des sous-ensembles), les utilit�es du th�eor�eme 10.2 ne sont

pas uniques �a une transformation a�ne strictement positive pr�es. Cette remarque, qui

rejoint les r�esultats de l'exemple 10 et du th�eor�eme 8.4, page 182, peut être illustr�ee par

l'exemple suivant :

Exemple 10.4 (suite) Supposons que h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

soit une utilit�e additive re-

pr�esentant les pr�ef�erences du d�ecideur de l'exemple 10.4 ; son aversion pour les

pertes implique que

inf

U�v�u�u(0)

fh

1

[N ]

(v) + h

2

[N ]

(u) + h

3

[N ]

(U)g � sup

U�v�u

u(0)>u

fh

1

[N ]

(v) + h

2

[N ]

(u) + h

3

[N ]

(U)g:

8(v; u; U) 2 T

0

[N ]

, posons

k

1

[N ]

(v) = � h

1

[N ]

(v);

k

2

[N ]

(u) = � h

2

[N ]

(u) + �(u);

k

3

[N ]

(U) = � h

3

[N ]

(U);

o�u � est une constante positive arbitraire et la fonction � : R ! R est telle que

�(u) =

(

1 si u � u(0)

0 si u < u(0):

Il est clair que k

1

[N ]

+ k

2

[N ]

+ k

3

[N ]

est aussi une utilit�e additive repr�esentant % sur

T

0

[N ]

; cependant, k

2

[N ]

n'est pas une transform�ee a�ne de h

2

[N ]

. �
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Cet exemple sugg�ere donc la d�e�nition et le th�eor�eme d'unicit�e suivant :

D�e�nition 10.2 (i-reli�e) u et u

0

sont i-reli�es, ce que l'on note uOu

0

, si et seulement

si u �

2

u

0

ou s'il existe un entier n et une suite (u

i

)

p

i=0

telle que

{ u

0

= u,

{ u

p

= u

0

,

{ 8i 2 f0; : : : ; p� 1g, 9 v

i

; U

i

; v

i+1

; U

i+1

tels que (v

i+1

; u

i+1

; U

i+1

) � (v

i

; u

i

; U

i

),

{ soit u

i+1

�

2

u

i

8i 2 f0; : : : ; p� 1g, soit u

i+1

�

2

u

i

8i 2 f0; : : : ; p� 1g.

Cette d�e�nition est l�eg�erement di��erente de celle que j'avais donn�ee page 163 car elle

suppose ici que le suite (u

i

)

p

i=0

est soit croissante, soit d�ecroissante. En fait, d'apr�es le

lemme 8.5, page 207, on peut toujours extraire d'une suite (u

i

)

p

i=0

2-reliante, une suite

strictement monotone.

Th�eor�eme 10.3 Supposons que les axiomes 10.1 �a 10.8 soient v�eri��es. Alors il

existe un ensemble K d'entiers cons�ecutifs, �ni ou in�ni, positifs ou n�egatifs, et une

suite, (u

k

)

k2K

, tels que

{ 8u, 9 k 2 K tel que uO u

k

,

{ si Card(K) > 1, alors u

k+1

> u

k

et Non(u

k

O u

k+1

) 8k; k + 1 2 K.

Supposons maintenant que v

1

[N ]

+ v

2

[N ]

+ v

3

[N ]

et w

1

[N ]

+w

2

[N ]

+ w

3

[N ]

soient des utilit�es

additives repr�esentant % sur T

0

[N ]

. Alors il existe des constantes � > 0, �

[1]

, �

[3]

et

�

[k]

, k 2 K, telles que :

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

8v; w

1

[N ]

(v) = � � v

1

[N ]

(v) + �

[1]

8U; w

3

[N ]

(U) = � � v

3

[N ]

(U) + �

[3]

8uO u

k

, w

2

[N ]

(u) = � � v

2

[N ]

(u) + �

[k]

o�u, 8k; k + 1 2 K,

�

[k+1]

� �

[k]

+ � � [ sup

u

0

O u

k

u

0

�v�U

fv

1

[N ]

(v) + v

2

[N ]

(u

0

) + v

3

[N ]

(U)g]

� � � [ inf

u

0

O u

k

u

0

�v�U

fv

1

[N ]

(v) + v

2

[N ]

(u

0

) + v

3

[N ]

(U)g]:

10.5 Discussion et conclusion sur le mod�ele

10.5.1 Questions ouvertes sur le mod�ele

Dans ce chapitre, nous avons �etabli un fondement th�eorique �a la d�ependance des pr�e-

f�erences par rapport �a certaines caract�eristiques des d�ecisions, et �a leur repr�esentation

par des fonctions d'utilit�e particuli�eres, lorsque les seules donn�ees connues proviennent
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d'�echantillons impr�ecis. Cependant, �a l'heure actuelle aucune proc�edure n'a �et�e im-

pl�ement�ee, qui permettrait d'�eliciter ces fonctions. Bien entendu, les constructions de

fonctions d'utilit�e ont �et�e particuli�erement �etudi�ees dans la communaut�e scienti�que (ci-

tons par exemple Keeney et Sicherman (1976) ; Keeney et Rai�a (1993) ; Holz et Mosler

(1994) ; Von Nitzsch et Weber (1988)) ; cependant, dans le contexte de ce chapitre, il

devrait être possible de simpli�er les m�ethodes classiques car des informations sur le

comportement du d�ecideur sont disponibles : en particulier, plus N est grand, plus le

crit�ere de pr�ef�erence devrait se rapprocher de GEU ; de plus, l'importance relative de

m

S

et M

S

dans les quadruplets de la section 10.4.3 ref�etent le degr�e de pessimisme du

d�ecideur.

En d�ecision dans l'incertain, un indice de pessimisme bien connu a �et�e introduit par

Hurwicz (1951). Les liens entre les deux indices ne sont pas �evidents car ils repr�esentent

les r�eactions du d�ecideur face �a deux types d'incertitude : le premier indice re�ete la

con�ance du d�ecideur en l'�echantillon observ�e tandis que le second exprime son attitude

envers l'ambiguit�e (c'est-�a-dire pour des situations dans lesquelles seules les probabilit�es

inf�erieures et sup�erieures des �ev�enements sont connues). Cependant, il est raisonnable

de penser que le même trait psychologique est responsable de l'importance accord�ee

aux mauvaises cons�equences par rapport aux bonnes dans les deux mod�eles, �etablissant

ainsi une connexion entre les deux indices de pessimisme.

Un autre aspect qui n'a pas �et�e �etudi�e dans le pr�esent chapitre, c'est l'e�et que

produit un apport d'information : comment l'attitude du d�ecideur change t-elle dans ce

cas ? Intuitivement, le d�ecideur devrait être enclins �a faire plus con�ance �a l'�echantillon

observ�e, et �a prendre moins en compte la plus mauvaise et la meilleure cons�equence

possible. D'un autre côt�e, l'apport de donn�ees tr�es vagues pourrait peut-être r�esulter en

une perte globale de con�ance en l'�echantillon et avoir ainsi l'e�et oppos�e.

Le dernier aspect qui m�erite un approfondissement est la possibilit�e de justi�er

l'existence de fonctions d'utilit�e de formes particuli�eres. Dans la section 10.4.3, on a

montr�e l'existence de fonctions d'utilit�e additives lorsque les �echantillons �etaient de

taille �xe ; on pourrait essayer de g�en�eraliser ce r�esultat en repr�esentant les pr�ef�erences

selon :

V (f;N; S) = �

[N ]

G

f

(u) + (1� �

[N ]

)[H(m

S

) +K(M

S

)];

ce qui permettrait de s�eparer l'attitude du d�ecideur face �a l'ambiguit�e (H et K) de celle

qu'il a face �a l'impr�ecision (�

[N ]

).

10.5.2 Comparaison avec d'autres approches

La statistique param�etrique classique suppose que la distribution de l'�echantillon �a

disposition du d�ecideur suit une famille param�etrique connue de lois de probabilit�e ;

la statistique Bay�esienne introduit en outre une distribution a priori sur l'espace des

param�etres. Tant que les informations que requi�erent ces approches sont disponibles, il

n'y a aucune objection �a leur faire, d'autant que ce sont des m�ethodes tr�es attractives car

elles ont �et�e �eprouv�ees par la communaut�e scienti�que. De plus, la statistique Bay�esienne

pr�esente l'avantage de ne pas être sujette aux probl�emes d'inconsistance dynamique,

ce que tous les autres mod�eles, y compris celui du pr�esent chapitre, ont beaucoup de
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di�cult�es �a contourner. D'un autre côt�e, lorsqu'il y a peu ou pas d'informations sur les

distributions a priori et que les valeurs des param�etres sont dans une large part �x�ees

arbitrairement

2

, on est en droit de se demander dans quelle mesure ces choix arbitraires

ne jouent pas un rôle pr�epond�erant dans la s�election d'une d�ecision \optimale".

C'est pour cette raison qu'il est int�eressant d'�etudier des mod�eles de d�ecision qui

\collent" aux donn�ees (sans introduire de param�etres plus li�es �a des raisons techniques

qu'au comportement du d�ecideur). Cette pr�eoccupation n'est bien sûr pas nouvelle :

la statistique non param�etrique �evite les hypoth�eses injusti�ables ; et des m�ethodes de

Bayes empiriques utilisent des lois de probabilit�e a priori fond�ees sur des donn�ees. Le

mod�ele pr�esent�e dans ce chapitre a �et�e ellabor�e dans cet esprit.

10.6 D�emonstrations

D�emonstration du lemme 10.1 : Lorsque (f;N; S) � (g;N; S), une utilisation r�e-

p�et�ee de l'axiome 10.2 montre que (f; 2

k

N;S) � (g; 2

k

N;S) 8k 2 N

�

, et donc, d'apr�es

l'axiome 10.3, que f �

1

g et E

f

u > E

g

u. Par cons�equent, E

f

u = E

g

u implique

que(f;N; S) � (g;N; S) : les pr�ef�erences sur T ne d�ependent de f que par le biais

de E

f

u. �

D�emonstration du th�eor�eme 10.1 : Le th�eor�eme 10.1 explique qu'il existe un ordre

sur les quadruplets (E

f

u;N; u(m

[S]

); u(M

[S]

)) qui pr�eserve l'ordre des pr�ef�erences sur

les triplets (f;N; S). D'apr�es le lemme 10.1, l'ordre sur les triplets (f;N; S) peut être

transform�e en un ordre sur (E

f

u;N; S). Montrons maintenant que cet ordre est lui-

même repr�esentable par un ordre sur (E

f

u;N; u(m

[S]

); u(M

[S]

)). En d'autres termes, si

� = f(f;N; S) 2 T

0

tel que E

f

u = v, inf

s2S

u(s) = u, sup

s2S

u(s) = Ug, o�u u, v et U

sont des constantes r�eelles quelconques, alors tous les �el�ements de � appartiennent �a la

même classe d'indi��erence de %.

Consid�erons une d�ecision d correspondant au triplet (f;N; S) 2 �. Puisque S �

fm

[S]

;M

[S]

g, il existe !

[m]

; !

[M ]

2 
 tels que d(!

[m]

) = m

[S]

et d(!

[M ]

) = M

[S]

. Soit




[N ]

l'ensemble des �etats de la nature ayant �et�e observ�es. Soit 


c

[N ]

= 
n


[N ]

l'ensemble

des �etats de la nature non observ�es. Remarquons que 


c

[N ]

est un ensemble in�ni car


 = 


[N ]

[ 


c

[N ]

, Card(


[N ]

) est �ni et Card(
) est in�ni. Soit d

+

la d�ecision d�e�nie

par :

8

>

<

>

:

8! 2 


[N ]

\ f!

[m]

g

c

; d

+

(!) = d(!);

8! 2 


c

[N ]

\ f!

[m]

g

c

; d

+

(!) =M

[S]

;

Pour ! = !

[m]

d

+

(!) = m

[S]

:

D'apr�es sa d�e�nition, d

+

correspond �a une d�ecision (f;N; S

[f ]

[ fm

[S]

;M

[S]

g). De plus,

d

+

%

�

d, donc d'apr�es l'axiome 10.4, il est clair que d

+

% d, c'est-�a-dire

(f;N; S

[f ]

[ fm

[S]

;M

[S]

g) % (f;N; S):

2

En fait, ces valeurs sont plutôt choisies pour des raisons techniques : hypoth�eses de normalit�e ; etc.
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De même si d

�

est d�e�nie par :

8

>

<

>

:

8! 2 


[N ]

\ f!

[M ]

g

c

; d

�

(!) = d(!);

8! 2 


c

[N ]

\ f!

[M ]

g

c

; d

�

(!) = m

[S]

;

Pour ! = !

[M ]

d

�

(!) =M

[S]

;

alors d

�

correspond �a (f;N; S

[f ]

[ fm

[S]

;M

[S]

g), et d % d

�

. Par cons�equent,

(f;N; S) � (f;N; S

[f ]

[ fm

[S]

;M

[S]

g):

De la même mani�ere, 8(f

0

; N; S

0

) 2 �, (f

0

; N; S

0

) � (f

0

; N; S

[f

0

]

[ fm

[S

0

]

;M

[S

0

]

g).

Maintenant, pour u(m

[S

0

]

) = u(m

[S]

) et u(M

[S

0

]

) = u(M

[S]

), puisque S

[f ]

et S

[f

0

]

sont des

ensembles �nis, les valeurs de d

+

(!) et d

�

(!) peuvent être modi��ees sur des ! 2 


c

[N ]

\

f!

[m]

; !

[m

0

]

; !

[M ]

; !

[M

0

]

g

c

, de telle sorte que les nouvelles d�ecisions d

+

[1]

et d

�

[1]

engendrent

(f;N; S

[f ]

[S

[f

0

]

[fm

[S]

;m

[S

0

]

;M

[S]

;M

[S

0

]

g) ; et, bien entendu, puisque d

+

%

�

d

+

[1]

%

�

d

�

et d

+

%

�

d

�

[1]

%

�

d

�

, d'apr�es l'axiome 10.4, on a d � d

+

[1]

� d

�

[1]

, et donc

(f;N; S

[f ]

) � (f;N; S

[f ]

[ S

[f

0

]

[ fm

[S]

;m

[S

0

]

;M

[S]

;M

[S

0

]

g):

D'apr�es un raisonnement similaire,

(f

0

; N; S

0

) � (f

0

; N; S

[f ]

[ S

[f

0

]

[ fm

[S]

;m

[S

0

]

;M

[S]

;M

[S

0

]

g):

Maintenant, d'apr�es les axiomes 10.2 et 10.3, puisque E

f

u = E

f

0

u = v,

(f

0

; N; S

[f ]

[S

[f

0

]

[fm

[S]

;m

[S

0

]

;M

[S]

;M

[S

0

]

g) � (f;N; S

[f ]

[S

[f

0

]

[fm

[S]

;m

[S

0

]

;M

[S]

;M

[S

0

]

g);

par cons�equent, (f;N; S) � (f

0

; N; S

0

). Donc tous les �el�ements de � appartiennent �a la

même classe d'indi��erence de %. �

D�emonstration du lemme 10.2 : Consid�erons des quadruplets (v;N; u; U) et

(v

0

; N; u; U). Soit S 2 G tel que inf

c2S

u(c) = u et sup

c2S

u(c) = U . D'apr�es le th�eo-

r�eme 10.1 et l'axiome 10.2, l'ordre des pr�ef�erences entre (v;N; u; U) et (v

0

; N; u; U) est

identique �a celui entre (v;N; S) et (v

0

; N; S) et, 8k 2 N

�

, �a celui entre (v; 2

k

N;S)

et (v

0

; 2

k

N;S), et par cons�equent, d'apr�es l'axiome 10.3, �a celui entre v et v

0

. Donc

(v;N; u; U) - (v

0

; N; u; U), v � v

0

.

Supposons que u � u

0

. Soit 


[N ]

l'ensemble des �etats de la nature ayant �et�e observ�es,

et 


c

[N ]

= 
n


[N ]

. Consid�erons une d�ecision d engendrant le quadruplet (v;N; u

0

; U),

et telle que, pour !

[1]

; !

[2]

2 


c

N

, !

[1]

6= !

[2]

, d(!

[1]

) = d(!

[2]

) = U . Soit d

0

la d�ecision

d�e�nie par :

(

d

0

(!) = d(!) pour ! 6= !

[2]

;

d

0

(!

[2]

) = u:

Il est clair que d

0

engendre (v;N; u; U), et puisque d

0

-

�

d, d'apr�es l'axiome 10.4, on a

aussi (v;N; u; U) - (v;N; u

0

; U).

La troisi�eme �equivalence du lemme peut être d�emontr�e d'une mani�ere analogue au

paragraphe pr�ec�edent. �



Section 10.6. D�emonstrations 267

Comme dans le chapitre 8, il est pratique de d�emontrer les th�eor�emes 10.2 et 10.3

en une seule d�emonstration.

D�emonstration du th�eor�eme 10.2 et du th�eor�eme 10.3 :

Le principe de d�emonstration est de construire une utilit�e additive sur chaque classe

d'�equivalence de O, et de \recoller" les morceaux ainsi cr�e�es pour former une utilit�e

additive sur T

0

[N ]

. Notons que, comme l'a fait remarquer Wakker (1993, section 2),

d'une mani�ere g�en�erale, ce principe de d�emonstration ne fonctionne pas ; mais, ici le

lemme 10.2 garantit que la fonction ainsi cr�e�ee est bien une fonction d'utilit�e.

Soit u

[0]

un r�eel quelconque tel qu'il existe une d�ecision d telle que inf

!2


u(d(!)) =

u

[0]

. Commen�cons par montrer qu'il existe une fonction d'utilit�e additive (unique �a

une transformation a�ne strictement positive pr�es) h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

repr�esentant %

sur f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � Ug. Remarquons que cet ensemble n'est pas un produit

cart�esien, et donc que l'existence d'une utilit�e additive repr�esentant % dessus ne d�ecoule

pas directement des th�eor�emes d'existence montr�es tout au long de ce m�emoire.

Premi�ere �etape : existence d'une utilit�e additive sur f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

< Ug

8v

[0]

�

1

u

[0]

, c'est-�a-dire pour tout v

[0]

> u

[0]

, l'ensemble f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v �

v

[0]

� Ug est un produit cart�esien de dimension 3 v�eri�ant :

{ la solvabilit�e restreinte par rapport �a tous les composants ;

{ l'essentialit�e par rapport aux composants v et U : en e�et, puisque v

[0]

�

1

u

[0]

,

fv : u

[0]

� v � v

[0]

g = fv : u

[0]

-

1

v -

1

v

[0]

g est clairement essentiel. Par d�e�nition

de T

0

[N ]

, v

[0]

= E

f

u, pour une fr�equence f engendr�ee sur l'espace des r�esultats par

l'�echantillon observ�e de taille N . Donc le support de f est �ni et il existe c 2 C tel

que v

[0]

� u(c). D'apr�es l'axiome 10.8, il existe c

0

tel que u(c

0

) �

3

u(c), et, d'apr�es

le lemme 10.2, u(c

0

) > u(c). Par cons�equent, fU : v

[0]

� Ug est aussi essentiel ;

{ l'axiome d'�elimination du second ordre ;

{ un axiome archim�edien qui implique l'axiome archim�edien classique.

Par cons�equent, le th�eor�eme classique 3.4 (cf. Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1971))

peut s'appliquer, et montre qu'il existe une utilit�e additive h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

, unique

�a une transformation a�ne strictement positive pr�es, repr�esentant % sur f(v; u

[0]

; U) :

u

[0]

� v � v

[0]

� Ug.

Maintenant, pour v

[1]

�

1

u

[0]

, v

[1]

6= v

[0]

(v

[1]

> v

[0]

par exemple), un raisonnement

analogue montre qu'il existe des utilit�es additives uniques �a une transformation a�ne

strictement positive pr�es repr�esentant % sur les produits cart�esiens suivants :

f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[1]

� Ug;

f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[0]

< v

[1]

� Ug:

Notons que le dernier ensemble est l'intersection des deux premiers ensembles, c'est-�a-

dire

f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[0]

� Ug \ f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[1]

� Ug:
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Puisque les fonctions d'utilit�e additives sont uniques �a une transformation a�ne stricte-

ment positive pr�es sur ces trois ensembles, on peut donc s'arranger pour qu'elles coinci-

dent toutes sur le dernier ensemble, ou, plus exactement, on peut s'arranger pour que les

fonctions d'utilit�e d�e�nies sur les deux derniers ensembles coincident avec celle d�e�nie

sur le premier. Autrement dit, on peut �etendre la d�e�nition de la fonction d'utilit�e du

premier ensemble �a

f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[0]

� Ug [ f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[1]

� Ug:

En fait, c'est une r�egle tout �a fait g�en�erale : le fait que toutes les fonctions d'utilit�e

additives sur les ensembles f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

0

� Ug (et ce quel que soit

v

0

> u

[0]

) soient uniques �a une transformation a�ne strictement positive pr�es assure

que h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

peut être �etendue de fa�con consistante sur f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

�

v � U , u

0

< Ug, c'est-�a-dire de fa�con �a ce que les h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

soient toujours des

utilit�es additives repr�esentant % sur les ensembles f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

0

� Ug. Il

reste maintenant �a prouver que la fonction ainsi engendr�ee est e�ectivement une utilit�e

additive sur f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � Ug, ce qui est loin d'être trivial (cf. Wakker (1993,

section 2)). Pour cela, consid�erons deux �el�ements :

(v

0

; u

[0]

; U

0

) 2 f(v; u

[0]

; U) : v � v

[0]

� Ug;

(v

00

; u

[0]

; U

00

) 2 f(v; u

[0]

; U) : v � v

[1]

� Ug:

Si U

0

� v

[1]

, alors, puisque, par construction h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

est une utilit�e sur

f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[1]

� Ug, on a bien

(v

0

; u

[0]

; U

0

) % (v

00

; u

[0]

; U

00

),

h

1

[N ]

(v

0

) + h

2

[N ]

(u

[0]

) + h

3

[N ]

(U

0

) � h

1

[N ]

(v

00

) + h

2

[N ]

(u

[0]

) + h

3

[N ]

(U

00

):

(10.10)

Si, au contraire, U

0

< v

[1]

, alors

{ soit 9(v

000

; u

[0]

; U

000

) 2 f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[0]

< v

[1]

� Ug tel que (v

000

; u

[0]

; U

000

)

� (v

0

; u

[0]

; U

0

), auquel cas (v

000

; u

[0]

; U

000

) appartient aussi �a f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v �

v

[0]

� Ug, et donc, puisque, par construction, h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+h

3

[N ]

est une utilit�e sur

f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[0]

� Ug, on a

h

1

[N ]

(v

0

) + h

2

[N ]

(u

[0]

) + h

3

[N ]

(U

0

) = h

1

[N ]

(v

000

) + h

2

[N ]

(u

[0]

) + h

3

[N ]

(U

000

):

Mais (v

000

; u

[0]

; U

000

) appartient aussi �a f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[1]

� Ug, ce qui

implique que

(v

00

; u

[0]

; U

00

) % (v

000

; u

[0]

; U

000

),

h

1

[N ]

(v

00

) + h

2

[N ]

(u

[0]

) + h

3

[N ]

(U

00

) � h

1

[N ]

(v

000

) + h

2

[N ]

(u

[0]

) + h

3

[N ]

(U

000

):

Par transitivit�e de la relation � sur R , (10.10) est donc bien v�eri��ee.

{ soit il n'existe aucun �el�ement (v

000

; u

[0]

; U

000

) 2 f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[0]

< v

[1]

�

Ug tel que (v

000

; u

[0]

; U

000

) � (v

0

; u

[0]

; U

0

). Alors (v

0

; u

[0]

; U

0

) � (u

[0]

; u

[0]

; v

[1]

). En
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e�et, dans le cas contraire, puisque U

0

< v

[1]

et v

0

� v

[0]

, et d'apr�es le lemme 10.2,

on aurait

(u

[0]

; u

[0]

; v

[1]

) - (v

0

; u

[0]

; U

0

) � (v

0

; u

[0]

; v

[1]

) - (v

[0]

; u

[0]

; v

[1]

);

ce qui impliquerait d'apr�es la solvabilit�e restreinte par rapport au premier com-

posant qu'il existerait v

000

2 [u

[0]

; v

[0]

] tel que (v

0

; u

[0]

; U

0

) � (v

000

; u

[0]

; v

[1]

), ce qui

contredirait notre hypoth�ese de d�epart.

D'autre part, toujours d'apr�es le lemme 10.2, on a (u

[0]

; u

[0]

; v

[1]

) - (v

00

; u

[0]

; U

00

).

Donc

(v

0

; u

[0]

; U

0

) � (u

[0]

; u

[0]

; v

[1]

) - (v

00

; u

[0]

; U

00

);

et puisque h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

est une utilit�e sur f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[0]

� Ug

et sur f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[1]

� Ug, on a

h

1

[N ]

(v

0

) + h

2

[N ]

(u

[0]

) + h

3

[N ]

(U

0

) < h

1

[N ]

(v

00

) + h

2

[N ]

(u

[0]

) + h

3

[N ]

(U

00

):

Donc, en conclusion, h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

repr�esente bien % sur

f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[0]

� Ug [ f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

� v � v

[1]

� Ug:

Pour achever cette, �etape, �etendons le repr�esentation de % �a f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

< Ug.

Remarquons tout d'abord que, pour v

[2]

62 fv

[0]

; v

[1]

g, v

[2]

�

1

u

[0]

, les extensions de

h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

�a f(v; u

[0]

; U) : v � v

[0]

� Ug [ f(v; u

[0]

; U) : v � v

[1]

� Ug et �a

f(v; u

[0]

; U) : v � v

[0]

� Ug [ f(v; u

[0]

; U) : v � v

[2]

� Ug doivent obligatoirement

coincider sur l'intersection de ces ensembles (d'apr�es l'unicit�e �a une transformation a�ne

strictement positive pr�es), de telle sorte que la valeur de h

1

[N ]

+h

2

[N ]

+h

3

[N ]

sur tout �el�ement

(v; u

0

; U) est bien d�e�ni. Deuxi�emement, % est repr�esentable par h

1

[N ]

+h

2

[N ]

+h

3

[N ]

sur :

f(v; u

[0]

; U) : v � v

[0]

� Ug [ f(v; u

[0]

; U) : v � v

[1]

� Ug

[ f(v; u

[0]

; U) : v � v

[2]

� Ug:

Puisque deux �el�ements arbitraires de cette r�eunion d'ensembles appartiennent forc�ement

�a la r�eunion de deux des trois ensembles, le r�esultat du paragraphe pr�ec�edent s'ap-

plique. Maintenant, puisque v

[1]

et v

[2]

on �et�e choisis arbitrairement, bien que satisfai-

sant v

[1]

; v

[2]

�

1

u

[0]

, n'importe quels �el�ements (v

0

; u

[0]

; v

[1]

); (v

00

; u

[0]

; v

[2]

) de f(v; u

0

; U) :

u

0

< Ug peuvent être compar�es grâce �a h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

, de telle sorte que cette

fonction repr�esente % sur la totalit�e de l'ensemble f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

< Ug. De plus,

par construction, cette fonction d'utilit�e additive est unique �a une transformation a�ne

strictement positive pr�es sur f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

< Ug.

Deuxi�eme �etape : existence d'une utilit�e additive sur f(v; u; U) : u 2 fu

[0]

; u

[1]

g,

u

[1]

O u

[0]

, u

[0]

< u

[1]

, u

[0]

< Ug.

D'apr�es la d�e�nition 10.2, soit i) u

[1]

�

2

u

[0]

, auquel cas (v; u

[1]

; U) � (v; u

[0]

; U)

pour tout v; U et, par cons�equent, si h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

est une utilit�e additive sur

f(v; u

[0]

; U) : u

[0]

< Ug, c'est aussi une utilit�e additive sur f(v; u; U) : u 2 fu

[0]

; u

[1]

g,

u

[0]

< Ug ; soit ii) il existe p 2 N

�

et une suite (u

i

)

p

i=0

telle que
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{ u

0

= u

[0]

, u

p

= u

[1]

,

{ 8i 2 f0; : : : ; p� 1g, u

i

�

2

u

i+1

,

{ 8i 2 f0; : : : ; p� 1g, 9 v

[i]

; U

[i]

; v

0

[i+1]

; U

0

[i+1]

tels que

(v

[i]

; u

i

; U

[i]

) � (v

0

[i+1]

; u

i+1

; U

0

[i+1]

).

D'apr�es la premi�ere �etape, il existe une utilit�e additive h

1

[N ]

+h

2

[N ]

+h

3

[N ]

, unique �a une

transformation a�ne strictement positive pr�es, repr�esentant % sur f(v; u

0

; U) : u

0

< Ug.

Notons aussi que d'apr�es l'axiome 10.5, pour tout i 2 f1; : : : ; pg et pour tous v; v

0

; U; U

0

,

(v; u

i

; U) % (v

0

; u

i

; U

0

), (v; u

0

; U) % (v

0

; u

0

; U

0

);

de telle sorte que, pour n'importe quelle valeur de h

2

[N ]

(u

i

), la restriction de h

1

[N ]

+h

2

[N ]

+

h

3

[N ]

�a f(v; u

i

; U) : u

0

< Ug repr�esente aussi %.

Pour r�esumer, il existe une suite (h

2

[N ]

(u

i

))

p

i=0

telle que h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

repr�esente

% sur tous les ensembles f(v; u

i

; U) : u

0

< Ug. Il reste maintenant �a d�e�nir la valeur de

chaque h

2

[N ]

(u

i

) de telle sorte que h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

repr�esente aussi % sur f(v; u; U) :

u 2 fu

i

; i = 0; : : : ; pg, u

0

< Ug.

D'apr�es la d�e�nition de la relation O, pour tout i 2 f0; : : : ; p� 1g, il existe v

[i]

; U

[i]

;

v

0

[i+1]

; U

0

[i+1]

tels que :

(v

[i]

; u

i

; U

[i]

) � (v

0

[i+1]

; u

i+1

; U

0

[i+1]

):

Ainsi, l'�egalit�e suivante est-elle une condition n�ecessaire pour que h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

repr�esente % sur f(v; u; U) : u 2 fu

i

; i = 0; : : : ; pg, u

0

< Ug :

h

2

[N ]

(u

i+1

) = h

2

[N ]

(u

i

) +

h

h

1

[N ]

(v

[i]

) + h

3

[N ]

(U

[i]

)

i

�

h

h

1

[N ]

(v

0

[i+1]

) + h

3

[N ]

(U

0

[i+1]

)

i

: (10.11)

La question qui se pose maintenant est de savoir si cette condition est aussi su�sante

pour la repr�esentabilit�e additive de h

[N ]

. Tous les produits cart�esiens

f(v; u; U) : u 2 fu

i

; u

i+1

g et u

i+1

� v � v

0

� Ug, pour tout v

0

> u

i+1

�x�e,

satisfont les propri�et�es suivantes :

{ solvabilit�e restreinte par rapport �a deux composants, et essentialit�e par rapport �a

tous les composants,

{ axiome d'�elimination du second ordre,

{ un axiome archim�edien (axiome 10.7),

{ u

i

O u

i+1

.

Par cons�equent, d'apr�es les th�er�eme de repr�esentation du chapitre 8, il existe une fonc-

tion d'utilit�e additive, unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es,
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repr�esentant % sur ces produits cart�esiens. De plus, cette fonction, de part son uni-

cit�e, est forc�ement �egale �a h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

. Une d�emonstration similaire �a celle de la

premi�ere �etape montre que h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

repr�esente en fait % sur

f(v; u; U) : u 2 fu

i

; u

i+1

g et u

i+1

� v � Ug:

Pour r�esumer, h

1

[N ]

+h

2

[N ]

+h

3

[N ]

repr�esente % sur l'ensemble ci-dessus et sur f(v; u

i

; U) :

u

0

< Ug. Maintenant, montrons que cette fonction repr�esente en fait % sur

f(v; u

i

; U) : u

0

< Ug [ f(v; u

i+1

; U)g:

(Notons que, pour le deuxi�eme ensemble, il est inutile de supposer que U > u

0

puisque

nous savons d�ej�a que U � u

i+1

). Consid�erons donc n'importe quel couple d'�el�ements,

(v

0

; u

i

; U

0

) et (v

00

; u

i+1

; U

00

), de cette r�eunion. Remarquons que :

f(v; u

i+1

; U)g � f(v; u; U) : u 2 fu

i

; u

i+1

g, u

i+1

� v � Ug:

Deux cas doivent être examin�es :

{ S'il existe (v

000

; u

i

; U

000

) 2 f(v; u; U) : u 2 fu

i

; u

i+1

g, u

i+1

� v � Ug indi��erent �a

(v

0

; u

i

; U

0

), alors, puisque h

1

[N ]

+h

2

[N ]

+h

3

[N ]

repr�esente % sur f(v; u

i

; U) : u

0

< Ug,

l'�egalit�e suivante est vraie :

h

1

[N ]

(v

0

) + h

2

[N ]

(u

i

) + h

3

[N ]

(U

0

) = h

1

[N ]

(v

000

) + h

2

[N ]

(u

i

) + h

3

[N ]

(U

000

);

et puisque (v

000

; u

i

; U

000

) et (v

00

; u

i+1

; U

00

) appartiennent �a f(v; u; U) : u 2 fu

i

; u

i+1

g,

u

i+1

� v � Ug,

(

(v

000

; u

i

; U

000

) % (v

00

; u

i+1

; U

00

),

h

1

[N ]

(v

000

) + h

2

[N ]

(u

i

) + h

3

[N ]

(U

000

) � h

1

[N ]

(v

00

) + h

2

[N ]

(u

i+1

) + h

3

[N ]

(U

00

):

Donc, par transitivit�e,

(

(v

0

; u

i

; U

0

) % (v

00

; u

i+1

; U

00

),

h

1

[N ]

(v

0

) + h

2

[N ]

(u

i

) + h

3

[N ]

(U

0

) � h

1

[N ]

(v

00

) + h

2

[N ]

(u

i+1

) + h

3

[N ]

(U

00

):

{ Si, d'un autre côt�e, il n'existe pas de (v

000

; u

i

; U

000

) 2 f(v; u; U) : u 2 fu

i

; u

i+1

g,

u

i+1

� v � Ug indi��erent �a (v

0

; u

i

; U

0

), alors (v

0

; u

i

; U

0

) � (u

i+1

; u

i

; u

i+1

) ; sinon,

soit v

0

� u

i+1

, auquel cas U

0

� u

i+1

et

(v

0

; u

i

; U

0

) 2 f(v; u; U) : u 2 fu

i

; u

i+1

g, u

i+1

� v � Ug;

ce qui contredit notre hypoth�ese, soit v

0

< u

i+1

, ce qui implique d'apr�es le

lemme 10.2 que

(v

0

; u

i

; u

i+1

) � (u

i+1

; u

i

; u

i+1

) - (v

0

; u

i

; U

0

) ;

mais alors, d'apr�es la d�e�nition de %

3

, u

i+1

�

3

U

0

. Encore d'apr�es le lemme 10.2,

(u

i+1

; u

i

; u

i+1

) - (v

0

; u

i

; U

0

) � (u

i+1

; u

i

; U

0

)
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et, par solvabilit�e restreinte par rapport au troisi�eme composant, il existe U

000

tel

que u

i+1

-

3

U

000

-

3

U

0

et tel que (v

0

; u

i

; U

0

) � (u

i+1

; u

i

; U

000

), ce qui contredit, l�a

encore, notre hypoth�ese.

Par cons�equent, d'apr�es le lemme 10.2, on a

(v

0

; u

i

; U

0

) � (u

i+1

; u

i

; u

i+1

) - (v

00

; u

i+1

; U

00

)

et, puisque h

1

[N ]

+h

2

[N ]

+h

3

[N ]

repr�esent % sur f(v; u

i

; U) : u

0

< Ug et sur f(v; u; U) :

u 2 fu

i

; u

i+1

g, u

i+1

� v � Ug,

h

1

[N ]

(v

0

) + h

2

[N ]

(u

i

) + h

3

[N ]

(U

0

) < h

1

[N ]

(u

i+1

) + h

2

[N ]

(u

i

) + h

3

[N ]

(u

i+1

)

� h

1

[N ]

(v

00

) + h

2

[N ]

(u

i+1

) + h

3

[N ]

(U

00

):

Ainsi, pour tout i 2 f0; : : : ; p� 1g, h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

repr�esente % sur

f(v; u; U) : u 2 fu

i

; u

i+1

g et u

0

< Ug:

Par r�ecurrence, en utilisant le même principe, il est facile de montrer que h

1

[N ]

+h

2

[N ]

+h

3

[N ]

repr�esente % sur f(v; u; U) : u 2 fu

i

; i = 0; : : : ; pg, u

0

< Ug. De plus, d'apr�es (10.11),

cette fonction d'utilit�e est unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es.

Troisi�eme �etape : existence d'une utilit�e additive sur f(v; u; U) : u O u

[0]

et U >

inf

u

0

O u

[0]

u

0

g.

h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

est d�ej�a d�e�nie sur f(v; u

0

; U) : U > u

0

g. Soient u

[1]

et u

[2]

deux nombres r�eels tels que u

[0]

O u

[1]

et u

[0]

O u

[2]

. D'apr�es la d�e�nition de O, il

existe une suite (u

i

)

p

i=0

2-reliant u

[0]

et u

[1]

. D'apr�es les �etapes pr�ec�edentes, h

1

[N ]

+

h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

peut être �etendue pour repr�esenter % sur f(v; u; U) : u 2 fu

i

; i = 0; : : : ; pg

et U > inffu

0

; u

1

gg ; de plus, cette fonction est unique �a une transformation a�ne

strictement positive pr�es. De la même mani�ere, il existe une suite (w

i

)

q

i=0

2-reliant

u

[0]

et u

[2]

, et h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

peut être �etendue de mani�ere �a repr�esenter % sur

�

(v; u; U) : u 2 fw

i

; i = 0; : : : ; qg et U > inffu

0

; u

2

g

	

; et cette fonction est aussi unique

�a une transformation a�ne strictement positive pr�es. Montrons maintenant que ces

deux extensions sont compatibles et qu'elles d�e�nissent une utilit�e additive, unique �a

une transformation a�ne strictement positive pr�es, sur

n

(v; u; U) : u 2 fu

i

; i = 0; : : : ; pg [ fw

i

; i = 0; : : : ; qg et U > inffu

0

; u

1

; u

2

g

o

:

Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que u

[2]

> u

[1]

et que Non(u

[2]

�

2

u

[1]

).

Supposons que u

[1]

� u

[0]

� u

[2]

. Alors u

[1]

-

2

u

[0]

-

2

u

[2]

et, par cons�equent,

u

i

-

2

u

[0]

pour tout i 2 f0; : : : ; pg, et w

j

�

2

u

[0]

pour tout j 2 f1; : : : ; qg. Ainsi

h

2

[N ]

est d�e�nie de mani�ere non ambig�ue sur fu

i

; i = 0; : : : ; pg [ fw

i

; i = 1; : : : ; qg.

h

1

[N ]

et h

3

[N ]

sont aussi bien d�e�nis car, d'apr�es le lemme 10.2, les pr�ef�erences pour

u �x�e ne d�ependent pas de u, et les fonctions d'utilit�e additives sont uniques �a une

transformation a�ne strictement positive pr�es. Probl�eme : est-ce que h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

est une fonction d'utilit�e ? Autrement dit, est-ce qu'elle repr�esente % ? La suite (z

i

)

p+q

i=0

=

(u

p

; u

p�1

; : : : ; u

0

; w

1

; : : : ; w

q

) est telle que :



Section 10.6. D�emonstrations 273

{ z

0

= u

[1]

, z

p+q

= u

[2]

,

{ z

i

�

2

z

i+1

pour tout i 2 f0; : : : ; p+ q � 1g,

{ pour tout i 2 f0; : : : ; p+q�1g, il existe v

[i]

; U

[i]

; v

0

[i+1]

; U

0

[i+1]

tels que (v

[i]

; z

i

; U

[i]

) �

(v

0

[i+1]

; z

i+1

; U

0

[i+1]

).

Par cons�equent, (z

i

) 2-relie u

[1]

et u

[2]

et, d'apr�es l'�etape pr�ec�edente, il existe une fonction

d'utilit�e k

1

[N ]

+ k

2

[N ]

+ k

3

[N ]

, unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es,

repr�esentant % sur

f(v; u; U) : u 2 fz

i

; i = 0; : : : ; p+ qg; z

0

< Ug:

Comme ce dernier ensemble contient l'union de f(v; u; U) : u 2 fu

i

; i = 0; : : : ; pg,

U > u

1

g et de

�

(v; u; U) : u 2 fw

i

; i = 0; : : : ; qg et U > u

0

	

, h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

et k

1

[N ]

+

k

2

[N ]

+ k

3

[N ]

doivent coincider. Par cons�equent, h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

est une utilit�e additive

et, de plus, elle est unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es.

Supposons maintenant que u

[0]

� u

[1]

� u

[2]

. Soit (z

i

)

r

i=0

la suite de taille maximale,

constitu�ee des �el�ements des suites (u

i

)

p

i=0

et (w

i

)

q

i=0

, telle que z

i

�

2

z

i+1

pour tout

i 2 f0; : : : ; r � 1g. Cette suite 2-relie u

[0]

, u

[1]

et u

[2]

. En e�et, quand deux �el�ements

cons�ecutifs de (z

i

) appartiennent aussi �a l'une des suites (u

i

), i < p ou (w

i

), i < q, alors,

d'apr�es les d�e�nitions de (u

i

) et (w

i

), il existe v

[i]

; U

[i]

; v

0

[i+1]

; U

0

[i+1]

telles que :

(v

[i]

; z

i

; U

[i]

) � (v

0

[i+1]

; z

i+1

; U

0

[i+1]

):

Sinon, consid�erons le cas o�u z

k

= u

i

, z

k+1

= w

j

et z

k

0

= u

i+1

, k

0

> k+1. Par d�e�nition

de la suite (u

i

), il existe v

[i]

; U

[i]

; v

0

[i+1]

; U

0

[i+1]

tels que :

(v

[i]

; u

i

; U

[i]

) � (v

0

[i+1]

; u

i+1

; U

0

[i+1]

):

Donc, puisque par d�e�nition z

k

�

2

z

k+1

�

2

z

k

0

,

(v

0

[i+1]

; z

k+1

; U

0

[i+1]

) � (v

[i]

; z

k

; U

[i]

) � (v

0

[i+1]

; z

k

0

; U

0

[i+1]

)

� (maxfv

[i]

; z

k+1

g; z

k+1

;maxfU

[i]

; z

k+1

g):

Puisque z

k

0

�

2

z

k

, deux cas peuvent se pr�esenter :

{ Soit v

[i]

�

1

v

0

[i+1]

. Dans ce cas,

(v

0

[i+1]

; z

k+1

; U

0

[i+1]

) � (v

[i]

; z

k

; U

[i]

) � (v

[i]

; z

k+1

; U

[i]

):

Mais alors, soit (v

0

[i+1]

; z

k+1

; U

[i]

) � (v

[i]

; z

k

; U

[i]

) � (v

[i]

; z

k+1

; U

[i]

), auquel cas,

par solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, il existe v

00

[i+1]

tel

que (v

00

[i+1]

; z

k+1

; U

[i]

) � (v

[i]

; z

k

; U

[i]

), soit (v

0

[i+1]

; z

k+1

; U

0

[i+1]

) � (v

[i]

; z

k

; U

[i]

) -

(v

0

[i+1]

; z

k+1

; U

[i]

), auquel cas, par solvabilit�e restreinte par rapport au troisi�eme

composant, il existe U

00

[i+1]

tel que (v

0

[i+1]

; z

k+1

; U

00

[i+1]

) � (v

[i]

; z

k

; U

[i]

).
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{ Soit U

[i]

�

3

U

0

[i+1]

. Dans ce cas,

(v

0

[i+1]

; z

k+1

; U

0

[i+1]

) � (v

[i]

; z

k

; U

[i]

) � (U

[i]

; z

k+1

; U

[i]

):

Mais alors, soit (v

0

[i+1]

; z

k+1

; U

0

[i+1]

) � (v

[i]

; z

k

; U

[i]

) � (v

0

[i+1]

; z

k+1

; U

[i]

), et par

solvabilit�e restreinte par rapport au troisi�eme composant, il existe U

00

[i+1]

tel que

(v

0

[i+1]

; z

k+1

; U

00

[i+1]

) � (v

[i]

; z

k

; U

[i]

), soit (v

0

[i+1]

; z

k+1

; U

[i]

) � (v

[i]

; z

k

; U

[i]

) - (U

[i]

;

z

k+1

; U

[i]

) et par solvabilit�e restreinte par rapport au premier composant, il existe

v

00

[i]

tel que (v

00

[i]

; z

k+1

; U

[i]

) � (v

[i]

; z

k

; U

[i]

).

Par cons�equent, lorsque z

k

= u

i

, z

k+1

= w

j

et z

k

0

= u

i+1

, k

0

> k + 1, z

k

et z

k+1

sont

forc�ement des �el�ements d'une suite 2-reliante. Une d�emonstration similaire est valable

lorsque z

k

= w

i

, z

k+1

= u

j

et z

k

0

= w

i+1

, k

0

> k+1. Par cons�equent, (z

k

) est une suite

2-reliant u

[0]

, u

[1]

et u

[2]

.

Ainsi, d'apr�es l'�etape pr�ec�edente, il existe une fonction d'utilit�e additive k

1

[N ]

+k

2

[N ]

+

k

3

[N ]

, unique �a une transformation a�ne strictement positive pr�es, repr�esentant % sur

f(v; u; U) : u 2 fz

i

; i = 0; : : : ; rg et U > z

0

g. Mais cette fonction repr�esente aussi %

sur f(v; u; U) : u 2 fu

i

; i = 0; : : : ; pg et U > z

0

g ainsi que sur f(v; u; U) : u 2 fw

i

; i =

0; : : : ; qg et U > z

0

g. Par cons�equent, elle doit coincider avec h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

. Donc

h

1

[N ]

+h

2

[N ]

+h

3

[N ]

est une utilit�e additive, et de plus elle est unique �a une transformation

a�ne strictement positive pr�es.

C'est su�sant pour conclure que h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

est une utilit�e additive sur

f(v; u; U) : u O u

[0]

et inf

uO u

[0]

u < Ug. Il est assez remarquable que ce principe de

construction ne remet jamais en question ce qui avait �et�e construit pr�ec�edemment, mais

plutôt il �etend toujours le domaine de d�e�nition de la derni�ere fonction d'utilit�e d�e�nie.

Quatri�eme �etape : existence d'une utilit�e additive sur f(v; u; U) : uO u

[0]

ou uO u

[1]

,

et U > inf

u

0

O u

[0]

u

0

g (u

[1]

> u

[0]

et Non(u

[1]

O u

[0]

)).

Supposons queO ait seulement une classe d'�equivalence. Alors, d'apr�es l'axiome 10.8,

il n'existe aucun c

[m]

2 C tel que u(c

[m]

) -

2

u(c) pour tout c 2 C. Donc, pour tout c

[m]

2

C, il existe c 2 C tel que u(c) �

2

u(c

[m]

). Donc, d'apr�es le lemme 10.2, u(c) < u(c

[m]

),

f(v; u; U) : inf u < Ug = f(v; u; U)g;

et les th�eor�emes 10.2 et 10.3 sont d�emontr�es.

Si, au contraire, il existe plus d'une classe d'�equivalence, alors consid�erons deux

nombres r�eels u

[0]

et u

[1]

tels que Non(u

[1]

O u

[0]

) et u

[1]

�

2

u

[0]

. D'apr�es les �etapes

pr�ec�edentes, on sait qu'il existe un utilit�e additive h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

, unique �a une

transformation a�ne strictement positive pr�es sur :

f(v; u; U) : uO u

[0]

et inf

u

0

O u

[0]

u

0

< Ug;

et une autre fonction d'utilit�e additive k

1

[N ]

+ k

2

[N ]

+ k

3

[N ]

, aussi unique �a une transfor-

mation a�ne strictement positive pr�es, sur :

f(v; u; U) : uO u

[1]

et inf

u

0

O u

[1]

u

0

< Ug:
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Remarquons que, d'apr�es l'axiome 10.5,

(v; u

[0]

; U) % (v

0

; u

[0]

; U

0

), (v; u

[1]

; U) % (v

0

; u

[1]

; U

0

);

de telle sorte que les restriction de h

1

[N ]

+ h

3

[N ]

et k

1

[N ]

+ k

3

[N ]

sur f(v; U) : u

[0]

; u

[1]

� v

et u

[0]

; u

[1]

< Ug doivent coincider. Par cons�equent, il existe des constantes � > 0 et

�

1

; �

3

2 R telles que :

k

1

[N ]

= � h

1

[N ]

+ �

1

k

3

[N ]

= � h

3

[N ]

+ �

3

:

En soustrayant �

i

�a k

i

[N ]

et en divisant par �, on obtient une fonction d'utilit�e repr�esen-

tant le même pr�eordre large total. Par cons�equent, on peut supposer que k

1

[N ]

= h

1

[N ]

et

que k

3

[N ]

= h

3

[N ]

. Montrons maintenant que h

1

[N ]

et h

2

[N ]

sur fuOu

[0]

g, k

2

[N ]

sur fuOu

[1]

g,

et h

3

[N ]

, sont born�ees.

D'apr�es l'axiome 10.8, il existe v

[0]

tel que u

[1]

�

1

v

[0]

. Par cons�equent, [u

[1]

; v

[0]

] �

[u

[0]

; u

[1]

]� fU : U � v

[0]

g est un produit cart�esien v�eri�ant :

{ la solvabilit�e restreinte par rapport �a 2 composants, et l'essentialit�e par rapport �a

tous les composants,

{ l'axiome d'�elimination du second ordre,

{ une propri�et�e archim�edienne (axiome 10.7),

{ Non(u

[0]

O u

[1]

).

Donc d'apr�es le chapitre 8, % est repr�esentable par une fonction d'utilit�e additive f

1

[N ]

+

f

2

[N ]

+ f

3

[N ]

sur [u

[1]

; v

[0]

]� [u

[0]

; u

[1]

]� fU : U � v

[0]

g, et les fonctions correspondant au

premier et au troisi�eme composant sont born�ees et sont uniques �a une transformation

a�ne strictement positive pr�es. Mais puisque

[u

[1]

; v

[0]

]� fu

[0]

g � fU : U � v

[0]

g � [u

[1]

; v

[0]

]� [u

[0]

; u

[1]

]� fU : U � v

[0]

g;

f

1

[N ]

+ f

2

[N ]

+ f

3

[N ]

et h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

doivent coincider (�a une transformation a�ne

strictement positive pr�es). Donc h

3

[N ]

admet une borne sup�erieure.

D'apr�es l'axiome 10.8, il existe u

[2]

�

2

u

[0]

. si h

3

[N ]

n'avait pas de borne inf�erieure

sur fu : uO u

[1]

g, il existerait une s�equence sur-standard in�nie et strictement d�ecrois-

sante, par rapport au troisi�eme composant, (U

i

), de base f(u

[0]

; u

[2]

); (u

[0]

; u

[0]

)g, partant

de (u

[0]

; u

[0]

; U

0

) et born�ee inf�erieurement par (u

[0]

; u

[0]

; u

[0]

), ce qui contredirait notre

nouvel axiome archim�edien.

h

2

[N ]

admet aussi une borne sup�erieure sur fu : u O u

[0]

g sinon il existerait une s�e-

quence sur-standard in�nie et strictement croissante (u

k

), de base f(u

[1]

; u

[1]

); (u

[1]

; v

[0]

)g,

telle que u

k

Ou

[0]

, et born�ee sup�erieurement par (u

[1]

; u

[1]

; u

[1]

), ce qui contredirait notre

axiome archim�edien. De la même mani�ere, on montre que h

2

[N ]

admet une borne inf�e-

rieure sur fu : uO u

1

g.
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h

1

[N ]

a une borne sup�erieure sur fu : u O u

[0]

g car sinon il existerait une s�equence

sur-standard in�nie et strictement croissante, par rapport au premier composant, (w

i

),

de base f(u

[0]

; u

[1]

); (u

[0]

; v

[0]

)g, partant de (u

[0]

; u

[0]

; u

[0]

) et born�ee sup�erieurement par

(u

[1]

; u

[1]

; u

[1]

), ce qui contredirait l'axiome archim�edien. De la même mani�ere, si h

1

[N ]

n'avait pas de borne inf�erieure sur fu : uO u

[1]

g, il existerait une s�equence sur-standard

par rapport au premier composant, in�nie et strictement d�ecroissante, (w

i

), de base

f(u

[0]

; v

[0]

); (u

[0]

; u

[1]

)g, partant de (u

[1]

; u

[1]

; v

[0]

) et born�ee inf�erieurement par (u

[0]

; u

[0]

;

u

[0]

), ce qui contredirait l'axiome archim�edien.

Par cons�equent, puisque h

1

[N ]

, h

2

[N ]

et h

3

[N ]

sont born�ees, une condition n�ecessaire et

su�sante pour que h

[N ]

repr�esente % sur f(v; u; U) : uOu

[0]

ou uOu

[1]

, et inf

u

0

O u

[0]

u

0

<

Ug est que :

inf

uO u

[1]

u�v�U

fh

1

[N ]

(v) + h

2

[N ]

(u) + h

3

[N ]

(U)g � sup

uO u

[0]

u�v�U

fh

1

[N ]

(v) + h

2

[N ]

(u) + h

3

[N ]

(U)g: (10.12)

Cinqui�eme �etape : existence d'une utilit�e additive sur T

0

[N ]

.

Les classes d'�equivalence de O sont naturellement ordonn�ees par >. En e�et, si

Non(u

[0]

O u

[1]

), alors soit u

[0]

�

2

u

[1]

soit u

[1]

�

2

u

[0]

; dans les deux cas, le lemme 10.2

garantit que soit u

[0]

< u

[1]

soit u

[1]

< u

[0]

. De plus, comme on l'a montr�e juste ci-

dessus, pour un u

0

donn�e, il existe un seulement un nombre �ni de classes \entre" celles

contenant u

0

et n'importe quel u. Ainsi, toutes les classes peuvent être �enum�er�ees grâce

�a une suite u

z

, z 2 Z � Z, telle que les �el�ements de Z sont cons�ecutifs et u

z

< u

z+1

.

L'utilit�e additive peut alors être �etendue successivement sur :

f(v; u; U) : uO u

0

ou uO u

1

, et inf

u

0

O u

0
u

0

< Ug;

f(v; u; U) : uO u

�1

ou uO u

0

ou uO u

1

, et inf

u

0

O u

�1 u

0

< Ug; etc : : :

�

A chaque �etape, par exemple lors de l'extension de f(v; u; U) : u O u

z

; z 2 fz

0

; z

0

+

1; : : : ; z

00

gg �a f(v; u; U) : u O u

z

; z 2 fz

0

� 1; z

0

; : : : ; z

00

gg, la d�emonstration est r�ealis�ee

de la même mani�ere que dans la quatri�eme partie de la d�emonstration et elle s'appuie

sur le fait que :

{ h

1

[N ]

est born�ee surfv : v � inf

uO u

z

0

�1

ug,

{ h

2

[N ]

est born�ee inf�erieurement sur fu : u O u

z

0

g, et sup�erieurement sur fu :

uO u

z

0

�1

g,

{ h

3

[N ]

est born�ee sur fU : U > inf

uO u

z

0

�1

ug.

Ainsi, l'�egalit�e correspondant �a (10.12) peut toujours être v�eri��ee. (L'extension de l'autre

côt�e peut être justi��ee de la même mani�ere). Donc, par r�ecurrence sur z, la fonction

d'utilit�e additive peut être �etendue sur chaque ensemble f(v; u; U) : u O u

z

et U >

inf

u

0

O u

z

u

0

g. Ce proc�ed�e de construction garantit que la fonction ainsi cr�e�ee repr�esente

bien % sur f(v; u; U) : U > inf

u

0

u

0

g. En e�et, c'est �evident quand Z est un ensemble

�ni ; si, au contraire, Z est in�ni, alors h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

ne repr�esente pas % sur

f(v; u; U) : U > inf

u

0

u

0

g seulement si l'un des cas suivants est vrai :
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{ il existe (v; u; U) tel que (v; u; U) - (v

0

; u

z

; U

0

) pour tous z 2 Z, v

0

, U

0

, et

lim

z!�1

u;v;U!inf

u

0

O u

z

u

0

h

1

[N ]

(v) + h

2

[N ]

(u

z

) + h

3

[N ]

(U) = �1:

{ il existe (v; u; U) tel que (v; u; U) % (v

0

; u

z

; U

0

) pour tous z 2 Z, v

0

, U

0

, et

lim

z!+1

u!inf

u

0

O u

z

u

0

v;U!supfu(c):c2Cg

h

1

[N ]

(v) + h

2

[N ]

(u

z

) + h

3

[N ]

(U) = +1:

Mais ces deux cas sont impossibles car u

z

est une s�equence sur-standard et que, d'apr�es

l'axiome 10.7, quand elle est born�ee, elle est aussi �nie.

Par cons�equent, h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

repr�esente % sur f(v; u; U) : U > inf

u

0

u

0

g. Mais

puisque, d'apr�es l'axiome 10.8, inf

u

n'est pas atteint, h

1

[N ]

+ h

2

[N ]

+ h

3

[N ]

peut être �eten-

due pour repr�esenter % sur f(v; u; U)g = T

0

[N ]

. L'unicit�e de la repr�esentation provient

directement de l'�equation (10.12) et de l'unicit�e �a une transformation a�ne strictement

positive pr�es �a l'int�erieur des classes d'�equivalence de O. �
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Chapitre 11

MADMAX : un programme de

construction d'utilit�es

Et pourtant il y a aussi des r�egles qui gouvernent les

r�eactions humaines [� � �] Mais il les trouve trop compli-

qu�ees �a analyser. Il se demande s'il se pourrait qu'un

jour on d�eveloppe un syst�eme analysant le comporte-

ment humain dans le moindre d�etail et d�erivant | �a

partir de l�a | de puissantes lois qui exprimeraient les

r�egles de ce comportement.

Isaac Asimov

A

cronyme cin�ematographique barbare s'il en est, MADMAX signi�e \Multi-

Attribute Decision Making Application for X/Windows". Il s'agit d'une ap-

plication graphique permettant de construire des fonctions d'utilit�e additives.

Elle fonctionne sous X, l'environnement graphique d'UNIX, et sous Win-

dows 95/98.

Dans les chapitres pr�ec�edents, nous avons surtout �etudi�e des conditions permettant

d'a�rmer que des relations de pr�ef�erence sont repr�esentables par des fonctions d'utilit�e

additives, et ce tant du point de vue th�eorique (cf. les deux premi�eres parties) que du

point de vue pratique (cf. les chapitres 9 et 10). Cependant, cela ne constitue pas une

�n en soi, mais plutôt une �etape pr�eliminaire indispensable : une fois l'existence de ces

fonctions �etablie, et avant de pouvoir les manipuler, il reste encore �a les construire.

Bien entendu, pour cela il existe des algorithmes classiques, fond�es sur des processus

conversationnels : construction par classement (\ranking"), par �etalonnage (\rating"),

par dichotomie (\midpoint"), par compensation (\trade-o�"),. . . et il existe encore bien

d'autres algorithmes, surtout dans le contexte de la th�eorie de l'utilit�e esp�er�ee de von

Neumann et Morgenstern (1944).

Dans le cadre de ce m�emoire, nous allons retenir une m�ethode par compensation. A

ce choix, on peut apporter plusieurs justi�cations : tout d'abord, certaines des m�ethodes

d�ecrites ci-dessus ne s'appliquent pas pour des composants dont le domaine de d�e�ni-

279
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tion est un continuum (le \ranking" par exemple), ce qui ne permet pas, en g�en�eral, de

prendre en compte les composants solvables ; ensuite, certaines m�ethodes construisent

s�epar�ement les fonctions d'utilit�e sur chacun des composants, ce qui ne permet pas d'uti-

liser de mani�ere optimale des axiomes tels que la condition de Thomsen ou l'axiome de

conservation d'�echelle ; en�n, c'est la m�ethode par compensation qui me parâ�t b�en�e�cier

le plus des apports th�eoriques de la partie 2.

Les algorithmes par compensation reposent sur la d�e�nition même des fonctions

d'utilit�e additives : si (x

1

; x

2

) � (y

1

; y

2

), alors f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) = f

1

(y

1

) + f

2

(y

2

). Ainsi,

la connaissance de f

1

(x

1

), f

2

(x

2

) et f

2

(y

2

), permet de d�eduire la valeur de f

1

(y

1

). Le

principe de construction est donc le suivant : on part d'�el�ements x

1

, x

2

, y

2

dont on a

d�ej�a �evalu�e les images par la fonction d'utilit�e, et on demande au d�ecideur de d�eterminer

l'�el�ement y

1

pour lequel il est indi��erent entre (x

1

; x

2

) et (y

1

; y

2

). La d�eduction de f

1

(y

1

)

permet d'�etendre le domaine de d�e�nition de la fonction d�ej�a construite. En it�erant ce

m�ecanisme, on peut donc, th�eoriquement, construire la fonction d'utilit�e recherch�ee.

Toutefois cette m�ethode pr�esente deux inconv�enients majeurs :

{ elle pr�esuppose que les r�eponses du d�ecideur sont d'une pr�ecision in�nie (y

1

ne

doit pas être d�etermin�e approximativement), ce qui n'est pas le cas en pratique,

{ �a chaque it�eration du processus, on utilise des �el�ements x

1

, x

2

, y

2

obtenus lors

d'it�erations pr�ec�edentes. Ainsi, une erreur dans la r�eponse du d�ecideur �a une �etape

du processus se r�epercute sur les suivantes.

Le but de ce chapitre est de montrer comment att�enuer ces e�ets de bord ind�esi-

rables. Il comporte 6 sections. La premi�ere rappelle de mani�ere d�etaill�ee les m�ethodes

de construction classiques, et justi�e le choix d'une m�ethode par compensation. La sec-

tion 11.2 est consacr�ee �a une pr�esentation plutôt th�eorique de l'algorithme utilis�e par

MADMAX. La section suivante en pr�ecise quelques aspects techniques. La section 11.4

dresse le portrait de l'application graphique MADMAX. En�n, les sections 11.5 et 11.6

renferment le r�esum�e et la bibliographie du chapitre.

11.1 Les m�ecanismes de construction classiques

Si la recherche de conditions assurant l'existence d'utilit�es additives a re�cu de nom-

breuses contributions, les m�ethodes de construction de ces fonctions n'ont pas �et�e d�elais-

s�ees pour autant : depuis les ann�ees 60, un oril�ege d'algorithmes ont �et�e d�evelopp�es.

Le lecteur int�eress�e pourra se reporter �a Fishburn (1967) et Keeney et Rai�a (1993)

pour une �etude d�etaill�ee sur le sujet. Tous les algorithmes d�ecrits ci-dessous supposent

que les attributs (ou composants de X) ont �et�e sp�eci��es au pr�ealable (Keeney et Rai�a

(1993, chapitre 2) propose des m�ethodes pour parvenir �a ce r�esultat). Ils sont tous fon-

d�es sur des processus conversationnels : un analyste (ici MADMAX) pose des questions

judicieusement choisies au d�ecideur �a propos de ses pr�ef�erences. Les r�eponses obtenues

sont enregistr�ees et permettent de construire une fonction d'utilit�e additive.
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11.1.1 Un m�ecanisme de construction conversationnel

L'exemple suivant, adapt�e de Keeney et Rai�a (1993, pages 96-97), illustre le m�e-

canisme conversationnel utilis�e par les m�ethodes de construction de fonctions d'utilit�es

additives.

On suppose que les pr�ef�erences du d�ecideur portent sur un ensemble X = [0; 100] �

[�10; 10]. Puisque les fonctions d'utilit�e additives sont uniques �a une transformation

a�ne strictement positive pr�es, on peut supposer sans perte de g�en�eralit�e que f

1

(0) = 0,

f

1

(100) = 100 et f

2

(�10) = 0. Voyons maintenant le processus conversationnel de

construction :

Question de l'analyste R�eponse du d�ecideur

1. Supposez que x

1

= 20 et que x

2

= 0.

Si l'on d�ecr�ementait x

2

d'une unit�e,

combien d'unit�es rajouteriez-vous �a

x

1

pour compenser ?

Je passerais de x

1

= 20 �a x

1

= 25.

2. Conservons x

2

= 0, mais supposons

maintenant que x

1

= 60. Si l'on en-

levait 1 unit�e �a x

2

, combien d'unit�es

rajouteriez-vous �a x

1

pour compen-

ser ?

Disons, �a peu pr�es 10 ; je passe donc

de x

1

= 60 �a x

1

= 70.

3. Donc, lorsque x

2

= 0, il vous en coû-

terait environ une unit�e de X

2

pour

passer de x

1

= 20 �a x

1

= 25 et de

x

1

= 60 �a x

1

= 70. Est-ce exact ?

Oui, c'est bien cela.

4. OK. Maintenant r�e�echissez bien �a

la question suivante : pour une autre

valeur de x

2

, disons x

2

= 5, est-

ce que, pour passer de x

1

= 20 �a

x

1

= 25, vous r�eduiriez x

2

de la

même mani�ere que pour passer de

x

1

= 60 �a x

1

= 70 ?

Oui, pour moi, le prix �a payer en x

2

pour passer de x

1

= 20 �a x

1

= 25

est identique �a celui pour passer de

x

1

= 60 �a x

1

= 70. Mais ce prix

d�epend de la valeur de x

2

: je com-

penserais ces variations en x

1

avec

la perte d'une unit�e lorsque x

2

= 0,

mais avec 1; 5 unit�es si x

2

= 5. Cela

vous convient ?

5. Oui, �ca parâ�t raisonnable.

Les deux premi�eres questions nous permettent d'a�rmer que les pr�ef�erences du d�ecideur

v�eri�ent respectivement les indi��erences suivantes :

(20; 0) � (25;�1) et (60; 0) � (70;�1):

Autrement dit, quand on devra a�ecter des valeurs �a f

1

(20), f

1

(25), f

1

(60), f

1

(70), f

2

(0)

et f

2

(�1), on devra n�ecessairement respecter les �egalit�es suivantes :

f

1

(20) + f

2

(0) = f

1

(25) + f

2

(�1) et f

1

(60) + f

2

(0) = f

1

(70) + f

2

(�1):
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La quatri�eme question, quant �a elle, permet d'a�rmer que les indi��erences suivantes

sont v�eri��ees par la relation de pr�ef�erence du d�ecideur :

(20; 5) � (25; 3:5) et (60; 5) � (70; 3:5):

Autrement dit, l'utilit�e additive du d�ecideur, si elle existe, doit satisfaire :

f

1

(20) + f

2

(5) = f

1

(25) + f

2

(3:5) et f

1

(60) + f

2

(5) = f

1

(70) + f

2

(3:5):

Arriv�e �a ce stade, on a aussi test�e (au moins localement) la condition de Reidemeister :

en e�et, cette condition nous dit que :

(20; 0) � (25;�1)

(70;�1) � (60; 0)

(25; 3:5) � (20; 5)

9

>

=

>

;

) (60; 5) � (70; 3:5):

Etant donn�e que cette condition est v�eri��ee et qu'elle est n�ecessaire �a l'existence de toute

utilit�e additive (c'est un cas particulier de la condition d'�elimination d'ordre 3), notre

conviction qu'une utilit�e additive existe est renforc�ee. On devrait tester la condition de

Reidemeister, la condition de Thomsen et l'ind�ependance sur d'autres r�egions de X,

mais, pour ne pas rallonger exag�er�ement cet exemple, on passera sous silence toutes ces

v�eri�cations, et l'on va poursuivre le processus de construction :

Question de l'analyste R�eponse du d�ecideur

6. Supposez que x

2

= 0. R�eduiriez-

vous plus x

2

pour passer de x

1

= 0

�a x

1

= 50 ou pour passer de x

1

= 50

�a x

1

= 100 ?

Je r�eduirais plus x

2

pour passer de

0 �a 50.

7. Vous r�eduiriez plus x

2

pour passer

de 0 �a 10 ou pour passer de 10 �a

100 ?

Je r�eduirais plus x

2

pour passer de

10 �a 100.

8. Donnez-moi une valeur de x

1

pour

laquelle vous seriez indi��erent entre

passer de 0 �a x

1

et passer de x

1

�a

100.

Disons 20.

Les questions 6 �a 8 cherchent �a d�eterminer la valeur x

1

de X

1

pour laquelle

f

1

(x

1

) =

f

1

(0) + f

1

(100)

2

=

0 + 100

2

= 50;

C'est ce que l'on appelle un point m�edian (en anglais \midpoint"). On aurait pu, pour

cela, n'utiliser qu'une seule question : \Donnez-moi une valeur de x

1

pour laquelle vous

seriez indi��erent entre passer de 0 �a x

1

et passer de x

1

�a 100" puisque, apr�es tout, c'est

pr�ecis�ement la r�eponse �a cette question que l'on cherche �a travers les questions 6 �a 8.

Mais en pratique, si l'on veut obtenir une r�eponse assez pr�ecise, il vaut mieux aider
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le d�ecideur en r�eduisant l'intervalle dans lequel se trouve la r�eponse cherch�ee. Avant

la question 6, le x

1

cherch�e pouvait se trouver n'importe o�u entre 0 et 100. Apr�es la

question 6, on peut d�ej�a dire que x

1

se situe entre 0 et 50 et, apr�es la question 7, entre

10 et 100. L'intersection de ces intervalles nous montre que x

1

est situ�e entre 10 et 50.

Si l'on consid�ere que les bornes sont su�samment restreintes, on peut demander au

d�ecideur de pr�eciser o�u se trouve x

1

dans l'intervalle [10; 50] ; c'est ce qui est r�ealis�e

dans la question 8.

Question de l'analyste R�eponse du d�ecideur

9. Dans notre jargon, nous disons que

20 est le point m�edian de 0 et de 100.

Pourriez-vous me donner la valeur

de x

1

qui, selon vous, est le point

m�edian de 20 et 100 ?

Ce devrait être 45. Oui, je r�eduirais

autant x

2

pour passer de x

1

= 20 �a

x

1

= 45 que pour passer de x

1

= 45

�a x

1

= 100.

10. Pourriez-vous me dire maintenant

quel est, selon vous, le point m�edian

entre 0 et 20 ?

Eh bien, c'est 7.

11. Parfait. Est ce que 20 vous semble

être le point m�edian entre 7 et 45 ?

Oui.

12. Passons maintenant �a x

2

. Pourriez-

vous me donner le point m�edian

entre �10 et 10 ?

Disons �2.

13. Le point m�edian entre �2 et 10 ? Disons 3.

14. Le point m�edian entre �10 et 2 ? �7.

Grâce aux questions 6 �a 11, et en supposant que f

2

(10) = �, l'analyste a pu d�eterminer

que :

f

1

(20) =

f

1

(0) + f

1

(100)

2

= 50 (questions 6 �a 8),

f

1

(45) =

f

1

(20) + f

1

(100)

2

= 75 (question 9),

f

1

(7) =

f

1

(0) + f

1

(20)

2

= 25 (question 10),

f

2

(�2) =

f

2

(�10) + f

2

(10)

2

=

�

2

(question 12),

f

2

(3) =

f

2

(�2) + f

2

(10)

2

=

3�

4

(question 13),

f

2

(�7) =

f

2

(�10) + f

2

(�2)

2

=

�

4

(question 14),

ce qui permet, en extrapolant, de tracer les graphes des fonctions f

1

et f

2

, comme

indiqu�e sur la �gure 11.1. On ne connâ�t toujours pas la valeur de �. Mais on peut

utiliser les deux graphes pour la trouver. D'apr�es ceux-ci,

f

1

(20) + f

2

(0) = f

1

(25) + f

2

(�1) , 50:00 + 0:610� = 55:50 + 0:550�

f

1

(60) + f

2

(5) = f

1

(70) + f

2

(3:5) , 83:25 + 0:825� = 88:75 + 0:765�:
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Fig. 11.1: Les graphes de f

1

et f

2

obtenus par le processus conversationnel. Chaque

point q

i

correspond �a la r�eponse donn�ee par le d�ecideur �a la i

�eme

question pos�ee par

l'analyste.

On obtient donc � � 92. Ainsi f

1

et f

2

sont totalement d�etermin�ees.

Notons qu'au cours du processus de construction, l'analyste doit poser des questions

(du type condition de Thomsen, condition de Reidemeister. . . ) pour v�eri�er que ce qu'il

construit est bien en accord avec la th�eorie de la mesure additive (cf. les parties 1 et 2).

Malgr�e la diversit�e des algorithmes de construction, ceux-ci peuvent être class�es

dans un certain nombre de cat�egories, que nous allons nous empresser de d�ecrire dans

la sous-section suivante.

11.1.2 Classi�cation des algorithmes de construction classiques

La construction par comparaisons deux �a deux : On pr�esente au d�ecideur une

matrice dont les ordonn�ees et les abscisses repr�esentent les di��erents �el�ements de X. On

demande alors �a celui-ci d'indiquer dans chaque case de la matrice celui qu'il pr�ef�ere

entre l'�el�ement en abscisse et celui en ordonn�ee. La matrice re�ete alors compl�etement les

pr�ef�erences du d�ecideur. Par exemple, si \0" repr�esente une indi��erence entre l'�el�ement

en ligne et celui en colonne et si \1" (resp. \�1") repr�esente la stricte pr�ef�erence (resp.

non pr�ef�erence) de l'�el�ement en ligne par rapport �a celui en colonne, alors la matrice

pi
nt

ad
e

bo
eu

f

po
ul

et

po
rc

agneau

boeuf

pintade

poulet 0

1 1

1 1 1-1

-1 -1 -1

correspond �a une relation de pr�ef�erence sur X = fagneau, boeuf, pintade, poulet, porcg
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v�eri�ant :

pintade � agneau � poulet � porc � boeuf:

Connaissant les pr�ef�erences du d�ecideur, il ne reste plus qu'�a donner des valeurs �a la

fonction d'utilit�e pour que celle-ci repr�esente %. Par exemple, ici, la fonction f d�e�nie

par :

f(pintade) = 3 f(agneau) = 2 f(poulet) = 1 f(porc) = 1 f(boeuf) = 0

repr�esente %. Evidemment ce type de construction ne peut s'appliquer que si X est

�ni, et, de plus, de cardinal peu �elev�e. Il n'est donc pas du tout en harmonie avec

les th�eor�emes d'existence des parties 1 et 2. Notons tout de même que ce proc�ed�e de

construction s'applique même lorsque% n'est pas repr�esentable par une fonction d'utilit�e

additive.

La construction par classement (\ranking") : Pour chaque composant de X,

on demande au d�ecideur d'a�ecter un rang aux di��erents niveaux de pr�ef�erence x

i

;

par exemple, 1 pour l'�el�ement pr�ef�er�e �a tous les autres, 2 pour celui qui est pr�ef�er�e

aux autres sauf au pr�ec�edent, et ainsi de suite (cf. Eckenrode (1965) pour un exemple

sur le choix d'un syst�eme de d�efense a�erien). En fait, les rangs a�ect�es aux di��erents

x

i

peuvent s'obtenir grâce �a des comparaisons deux �a deux. Tant que Card(X) est

�ni, le processus fonctionne bien, et ce quelle que soit la dimension de X. Lorsque

celle-ci est strictement sup�erieure �a 1, les fonctions d'utilit�e f

i

peuvent être �evalu�ees

ind�ependamment les unes des autres par classement et, dans une deuxi�eme phase, grâce

�a l'adjonction de quelques informations compl�ementaires, elles peuvent être regroup�ees

pour former une utilit�e additive sur X. Lorsque X est de cardinal in�ni, ce qui est le cas

dans tous les th�eor�emes des parties 1 et 2, l'algorithme de construction par classement

ne fonctionne plus car les utilit�es additives sont uniques �a une transformation a�ne

strictement positive pr�es, ce que ne peut garantir la m�ethode par classement.

La construction par �etalonnage : Elle se rapproche beaucoup de la pr�ec�edente. N�ean-

moins, le d�ecideur ne doit pas seulement fournir l'ordre de ses pr�ef�erences, il doit aussi

pr�eciser dans quelles proportions il pr�ef�ere certains niveaux de pr�ef�erence �a d'autres. Fi-

shburn (1967) propose l'exemple suivant : on donne au d�ecideur quatre bi�eres �a tester, et

on lui demande de les placer sur un axe gradu�e de �3 �a 3, le 0 repr�esentant sa conception

d'une bi�ere moyenne. La graduation de l'axe permet de mesurer la force des pr�ef�erences.

Torgerson (1958) d�ecrit quelques variations de cette m�ethode et Eckenrode (1965) la

compare avec la pr�ec�edente. Cette m�ethode peut s'appliquer sur des composants d�e�nis

autant sur des continuums que sur des composants discrets. L�a encore, les utilit�es f

i

sont en principe construites ind�ependamment les unes des autres, puis regroup�ees (en

leur appliquant des coe�cients multiplicatifs) pour former une utilit�e additive : en e�et,

si g est une fonction d'utilit�e additive du d�ecideur, alors, �a une constante additionnelle

pr�es, il existe des constantes r�eelles w

i

strictement positives telles que g

i

(�) = w

i

f

i

(�).

En th�eorie, une seule question su�t pour d�eterminer un w

i

donn�e. Cependant, en pra-

tique, il faut en poser beaucoup plus pour s'assurer que des conditions comme celle de
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Thomsen ou Reidemeister sont bien v�eri��ees et que les pr�ef�erences du d�ecideur sont

vraiment repr�esentables par des fonctions d'utilit�e additives.

La construction par dichotomie (\midpoint") : On demande au d�ecideur de sp�e-

ci�er l'�el�ement du i

�eme

composant qu'il pr�ef�ere, x

i

, et celui qu'il d�eteste le plus, y

i

. Le

d�ecideur doit alors estimer z

i

, l'�el�ement pour lequel la substitution de x

i

par z

i

ne pa-

râ�t pas pr�ef�erable �a celle de z

i

par y

i

, et inversement. Autrement dit, f

i

(z

i

)� f

i

(x

i

) =

f

i

(y

i

)� f

i

(z

i

), ou encore f

i

(z

i

) = (f

i

(x

i

) + f

i

(y

i

))=2. En it�erant ce proc�ed�e un nombre

su�sant de fois, on obtient la fonction d'utilit�e correspondant au i

�eme

composant. Cette

m�ethode de construction correspond aux questions 6 �a 14 de la sous-section 11.1.1.

Comme dans les m�ethodes pr�ec�edentes, les points m�edians sont calcul�es composant par

composant, et on regroupe �nalement toutes les fonctions d'utilit�e ainsi construites pour

former une fonction d'utilit�e globale. Dans le cas de continuums, les fonctions d'utilit�e

additives sont uniques �a une transformation a�ne strictement positive pr�es. Il faut donc

tr�es peu de questions suppl�ementaires pour pouvoir regrouper toutes les f

i

d�ej�a cr�e�ees

en une fonction d'utilit�e additive.

Toutes les m�ethodes pr�esent�ees jusqu'ici �evaluent les fonctions d'utilit�e f

i

ind�epen-

damment les unes des autres. Il s'agit ensuite de \raccorder" tous les morceaux ainsi

construits : c'est le but de la m�ethode suivante, un classique de la D�ecision Multi-

Attribut.

La construction par MAUT : MAUT est l'acronyme de Multiple Attribute Utility

Theory, ou encore Multiple Attribute Utility Technique dans le cadre de la construction

de fonctions d'utilit�e. La m�ethode consiste �a estimer dans un premier temps les fonctions

d'utilit�e f

i

sur chacun des composants ind�ependamment les unes des autres (grâce �a

l'emploi de loteries et/ou des m�ecanismes cit�es ci-dessus). Leur image est en principe

comprise dans l'intervalle [0; 1]. Dans un deuxi�eme temps, on cherche �a a�ecter un poids

w

i

�a chaque f

i

pour que

f(�) =

n

X

i=1

w

i

f

i

(�)

soit une fonction d'utilit�e repr�esentant % sur X. C'est �evidemment la deuxi�eme phase

qui est probl�ematique dans cette m�ethode. Elle a d'ailleurs re�cu de nombreuses contri-

butions ; citons par exemple Von Nitzsch et Weber (1988) et Borcherding, Eppel, et

Von Winterfeldt (1991). Citons aussi Holz et Mosler (1994), qui est fond�e sur le même

principe et MARPI, le programme interactif qui en d�ecoule.

Malheureusement, comme le montrent Von Nitzsch et Weber (1993), Stillwell, Von

Winterfeldt et John (1987), ou encore Weber, Eisenf�uhr et Von Winterfeldt (1988), les

poids w

i

obtenus sont tr�es sensibles �a l'algorithme utilis�e pour les d�ecouvrir, ainsi qu'�a

l'�etendue des intervalles sur lesquels sont d�e�nis les attributs. Or il existe di��erentes

mani�eres de d�e�nir l'�etendue d'un attribut : on peut utiliser l'ensemble de ses valeurs

possibles dans l'absolu, ou pour un probl�eme donn�e auquel fait face le d�ecideur, l'en-

semble des valeurs disponibles, etc. Il y a de fortes chances pour que l'�etendue di��ere

suivant la d�e�nition qu'on utilisera. Or, si le i

�eme

attribut est d�e�ni sur l'intervalle
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[a

�

i

; a

+

i

] alors, par d�e�nition, f

i

(a

�

i

) = 0 et f

i

(a

+

i

) = 1, de sorte que, quels que soient

les a

j

, j 6= i,

f(a

1

; : : : ; a

i�1

; a

+

i

; a

i+1

; : : : ; a

n

)� f(a

1

; : : : ; a

i�1

; a

�

i

; a

i+1

; : : : ; a

n

) = w

i

:

Bien �evidemment, la valeur de w

i

d�epend des autres w

j

. Donc si le i

�eme

attribut est

maintenant d�e�ni sur l'intervalle [b

�

i

; b

+

i

], on devrait obtenir un poids w

0

i

probablement

di��erent de w

i

(en particulier si b

�

i

; b

+

i

2]a

�

i

; a

+

i

[ ). Eh bien, comme les d�ecideurs sont en

principe assez peu sensibles aux variations d'�etendue des attributs, on obtient souvent

w

0

i

� w

i

, et les fonctions d'utilit�e additives obtenues par MAUT di��erent souvent selon

les d�e�nitions que l'on utilise pour les attributs.

Il en est de même pour les di��erentes techniques de construction des w

i

. Ainsi, pour

simpli�er les questions pos�ees au d�ecideur, il peut être tentant de regrouper certains

attributs. Par exemple, Stillwell, Von Winterfeldt et John (1987) �etudie le probl�eme

de l'implantation d'une centrale �electrique dans une r�egion �a forte expansion d�emogra-

phique. Parmi les attributs, on compte les risques de catastrophe majeure, l'impact sur

la sant�e de la population, l'impact sur la ore et la faune, l'impact sur les ressources

environnementales. On peut alors regrouper les attributs selon la hi�erarchie suivante :

impact sur la santé

risque de catastrophe majeure

impact sur la flore et la faune

impact sur les
ressources environnementales

impact environnemental

impact sur la santé
et sur la sécurité

santé

Si la proc�edure de construction des w

i

consiste �a construire un poids pour l'attribut

\sant�e", puis �a ra�ner ce poids sur les sous-attributs \impact sur la sant�e et sur la

s�ecurit�e" et \impact environnemental", puis �a ra�ner �a nouveau pour obtenir les poids

des attributs de d�epart, eh bien, on n'obtient pas les mêmes w

i

que si l'on estime ces

poids directement (sans passer par une hi�erarchie).

La construction par compensation (\trade-o�") : Cette m�ethode correspond

aux questions 1 �a 5 de la sous-section 11.1.1. C'est aussi un \classique" de la th�eorie

Multi-Attributs, mais, contrairement aux m�ethodes pr�ec�edentes, elle utilise plusieurs

dimensions de X en même temps. L'id�ee en est fort simple : supposons que X = X

1

�X

2

et que l'on connaisse d�ej�a les valeurs de l'utilit�e additive du d�ecideur pour les points

y

1

2 X

1

et x

2

; y

2

2 X

2

. La m�ethode par compensation consiste �a faire estimer au

d�ecideur l'�el�ement x

1

de X

1

pour lequel il est indi��erent entre (x

1

; x

2

) et (y

1

; y

2

). Pour

cela, l'analyste lui propose une s�erie de valeurs (x

k

1

) et lui demande si les couples (x

k

1

; x

2

)

correspondants sont pr�ef�er�es ou non �a (y

1

; y

2

). L'analyste obtient ainsi un intervalle

[x

i

1

; x

j

1

] sur lequel se trouve le point recherch�e. Il essaye alors de le r�eduire en posant

de nouvelles questions. Le processus s'arrête lorsque la largeur de l'intervalle passe en

dessous d'un certain seuil. Sur la �gure 11.2, ce m�ecanisme s'appellerait X-Matching,

parce que la recherche est e�ectu�ee sur une ligne horizontale. Il est bien �evident que l'on

peut r�ealiser une recherche similaire sur un axe vertical : on parle alors de Y-Matching.
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Les questions 1 et 2 de la sous-section 11.1.1 correspondent au X-Matching, tandis que

la question 4 s'apparente au Y-Matching.

X

2

Y-Matching

X-Matching

X

1

y

1

x

1

z

1

z

2

y

2

x

2

Fig. 11.2: X-Matching et Y-Matching.

Typiquement, les m�ecanismes de X-Matching et de Y-matching sont incorpor�es dans

une construction s'inspirant des d�emonstrations de l'approche topologique. Le principe,

illustr�e par la �gure 11.3, en est le suivant : Soient (0) et (1) deux points quelconques

(1)

(4)

(13)

(8)

(2) (5)(0) (9) (14)

(3) (6)

(7)

(10)

(11)

(12)

(16)

(17)

(19)

(15)

(20)
(22)

(18) (21) (23) (24)

X

2

X

1

Fig. 11.3: Exemple d'une construction par compensation.

de X

1

�X

2

, situ�es sur une même droite verticale. Dans la suite, je noterai (k)

1

et (k)

2

respectivement les premi�ere et deuxi�eme composantes du point (k). Puisque toute trans-

form�ee a�ne strictement positive d'une utilit�e additive est encore une utilit�e additive,

on peut poser

f

1

((0)

1

) = f

2

((0)

2

) = 0 et f

2

((1)

2

) = 1:

Par l'emploi de compensations (\trade-o�s"), l'analyste peut faire d�ecouvrir au d�ecideur
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le point (2), intersection de l'axe horizontal passant par (0) et de la courbe d'indi��e-

rence passant par (1) (il s'agit de X-Matching). Les �egalit�es suivantes doivent alors être

v�eri��ees par (2) :

f

2

((2)

2

) = f

2

((0)

2

) = 0 et f

1

((2)

1

) + f

2

((2)

2

) = f

1

((1)

1

) + f

2

((1)

2

);

d'o�u l'analyste d�eduit que f

1

((2)

1

) = 1. Puisque X est un produit cart�esien, (3) appar-

tient forc�ement �a X, et, de plus, si f est une fonction d'utilit�e additive, alors f((3)) = 2.

Par trade-o�, l'analyste am�ene alors le d�ecideur �a d�eterminer les points (4) et (5) res-

pectivement sur l'intersection de la courbe d'indi��erence contenant (3) et de la droite

verticale passant par (0) (l'analyste fait alors du Y-Matching) et sur l'intersection de

la courbe d'indi��erence contenant (3) et de la droite horizontale passant par (0) (il fait

alors du X-Matching). On r�eit�ere le processus autant de fois que n�ecessaire. Si l'on veut

a�ner la fonction d'utilit�e ainsi construite, on peut utiliser des points m�edians, et, ainsi,

doubler la densit�e de la grille, comme le montre la �gure 11.4 : le d�ecideur trouve un

(k+2)

(2)

(k)

(1)

(0)

(k+1)

Fig. 11.4: A�nement de la fonction d'utilit�e.

point (k), point m�edian de (0) et de (1), et l'on r�eit�ere le processus d�ecrit ci-dessus,

pour calculer (k + 1), (k + 2), etc. . . La grille de la �gure 11.3 devient alors celle de la

�gure 11.5. Habituellement, les programmes �nissent l'algorithme en reliant entre eux

tous les points indi��erents par des droites (cf. Tanguiane et Gruber (1995)).

11.1.3 Probl�emes soulev�es par les m�ethodes de construction

A l'exception de la derni�ere, l'ensemble des m�ethodes pr�esent�ees dans la sous-section

pr�ec�edente construisent les fonctions d'utilit�e sur chaque composant, ind�ependamment

les unes des autres, puis, �a l'aide de constantes multiplicatives, elles les regroupent pour

former une fonction d'utilit�e additive sur la totalit�e de X. Cela pr�esente un inconv�enient

majeur : on ne peut d�eceler que % n'est pas repr�esentable par une utilit�e additive

qu'�a la �n de l'algorithme de construction. En e�et, pour s'en apercevoir, il faut tester

des axiomes d'�elimination

1

. Or, ceci n'est possible qu'en comparant des �el�ements de X

di��erant les uns des autres par plusieurs composants (dans les relations d'indi��erence de

1

Pour être pr�ecis, il faudrait aussi s'assurer que l'axiome archim�edien est v�eri��e. Mais on sait que

c'est d�ej�a le cas si des fonctions d'utilit�e (uniques �a une transformation a�ne strictement positive pr�es)

existent pour chaque composant.
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(1)

(4)

(8)

(2) (5)(0) (9) (14)

(19)

(15)

(22)

(18) (21) (23) (24)

(6) (10)

(13)

(7)

(12) (17)

(11)

(3)

(16)

(20)

X

2

X

1

Fig. 11.5: Grille de double densit�e.

la condition de Thomsen par exemple, les �el�ements n'ont jamais en commun leur premier

ou leur deuxi�eme composant). Par cons�equent, on ne peut s'apercevoir d'une violation

d'un axiome d'�elimination qu'apr�es avoir construit des constantes multiplicatives (poids)

w

i

, c'est-�a-dire qu'on aura r�ealis�e un travail tout de même assez cons�equent pour rien.

Il aurait mieux valu tester plus tôt les conditions d'�elimination.

En outre, si certains composants ne sont pas solvables, les points m�edians risquent

de ne plus exister, les fonctions sur chaque composant ne sont plus uniques �a une trans-

formation a�ne strictement positive pr�es, et, ainsi, MAUT risque de ne jamais pouvoir

leur a�ecter des poids satisfaisants. Il semblerait donc plus judicieux de proc�eder �a une

construction plus globale de la fonction d'utilit�e sur X, c'est-�a-dire en se pr�eoccupant

de plusieurs dimensions en même temps. C'est pr�ecis�ement ce qui est r�ealis�e par la m�e-

thode par compensation, dont s'inspire d'ailleurs MADMAX. N�eanmoins cette m�ethode

pr�esente aussi des inconv�enients.

Le m�ecanisme de construction par compensation a en e�et une grosse faille : si une

erreur se produit lors de l'extraction d'un point (k), celle-ci va se propager tout au long

du processus de construction. L'analyste n'aura donc pas d�etermin�e, en d�e�nitive, la

\vraie" fonction d'utilit�e du d�ecideur. Or c'est exactement ce qui arrive en pratique.

Plus pr�ecis�ement, les r�eponses du d�ecideur aux questions pos�ees par l'analyste sont

entâch�ees d'au moins deux types d'erreurs :

{ les biais : il a �et�e prouv�e exp�erimentalement que les r�eponses ont syst�ematique-

ment des biais. Il semble en e�et que, suivant les questions qui lui sont pos�ees, le

d�ecideur modi�e les poids w

i

associ�es aux fonctions d'utilit�e sur chaque compo-

sant. Si l'on tient compte exactement des r�eponses du d�ecideur, on ne construit

alors plus la fonction d'utilit�e recherch�ee. Cet �etat de fait n'est d'ailleurs pas limit�e

�a la m�ethode par compensation : il semble que tous les m�ecanismes de construction
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soient, dans une plus ou moins large mesure, concern�es. Le lecteur int�eress�e pourra

se reporter entre autres �a Hershey, Kunreuther, et Schoemaker (1982), Johnson et

Schkade (1989), Delqui�e (1993).

{ les impr�ecisions : Une autre source d'erreur vient s'ajouter �a la premi�ere :

l'impr�ecision des r�eponses du d�ecideur. Prenons un exemple simple : soit X =

fargentg �fvoitureg. On demande au d�ecideur d'estimer le prix d'une voiture x

2

.

Il nous r�epond 100000F, de telle sorte que (100000F,pas de voiture) � (0F,x

2

).

Mais alors, on peut en d�eduire que (100001F,pas de voiture) � (0F,x

2

). Autrement

dit, quelle que soit la petite somme d'argent que l'on rajoute �a 100000F, le d�ecideur

devrait pr�ef�erer l'argent �a la voiture x

2

. En pratique, nos pr�ef�erences sont assez

oues, et on aura encore une indi��erence et non une pr�ef�erence stricte.

Dans ces conditions, il est clair que la propagation des erreurs pendant la phase de

construction va entrâ�ner une d�eviation importante de la fonction obtenue par rapport

�a la \vraie" fonction d'utilit�e du d�ecideur. C'est pourquoi il serait int�eressant d'avoir �a

sa disposition une m�ethode de construction limitant la propagation des erreurs.

11.2 Un nouveau mod�ele de construction

La section pr�ec�edente nous a permis de justi�er l'emploi d'une m�ethode par compen-

sation. Elle a, de plus, mis en �evidence deux probl�emes li�es au principe de construction

des algorithmes classiques par compensation :

{ les erreurs dans les r�eponses du d�ecideur, dues elles-mêmes �a

{ des probl�emes d'impr�ecision,

{ des probl�emes de biais,

{ le châ�nage de ces erreurs.

Le but de cette section est de proposer quelques solutions pour rem�edier �a ces incon-

v�enients ou, tout du moins, pour les att�enuer. Plus exactement, nous allons r�eduire le

châ�nage des erreurs, et tenter de contrôler les probl�emes dûs �a l'impr�ecision et aux biais

dans les r�eponses du d�ecideur.

Cette section est divis�ee en 4 sous-sections. La premi�ere pr�esente d'une mani�ere

tout �a fait g�en�erale la m�ethode de construction. Celle-ci est r�ealis�ee en deux �etapes

bien distinctes. Chacune de ces �etapes peut être e�ectu�ee de di��erentes mani�eres et

les sous-sections 11.2.2 et 11.2.3 pr�esentent celles retenues dans MADMAX. En�n, la

quatri�eme sous-section fournit quelques indications sur la r�eduction des erreurs (erreurs

de châ�nage d'impr�ecisions et de biais) r�ealis�ee par MADMAX.

11.2.1 Pr�esentation g�en�erale de la m�ethode

Reprenons l'algorithme par compensation d�e�ni dans la section pr�ec�edente et, plus

pr�ecis�ement, la �gure 11.3. Pour ne pas compliquer inutilement la pr�esentation, on
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supposera que X

1

et X

2

v�eri�ent la solvabilit�e non restreinte. Remarquons que, dans

la �gure 11.3 (reproduite ci-dessous), si l'on connâ�t l'image des points (6) �a (14) par

(1)

(4)

(13)

(8)

(2) (5)(0) (9) (14)

(3) (6)

(7)

(10)

(11)

(12)

(16)

(17)

(19)

(15)

(20)
(22)

(18) (21) (23) (24)

X

2

X

1

la fonction d'utilit�e additive f , alors on connâ�t aussi l'image de tous les points de (0)

�a (24). Ceci sugg�ere d'utiliser seulement deux courbes d'indi��erence pour construire la

fonction f , et de se servir des autres points (ici (0) �a (5) et (15) �a (24)) a�n de tester des

axiomes du type condition de Thomsen, condition de Reidemeister et autres axiomes

de conservation d'�echelle.

Supposons donc que l'on ait r�eussi �a obtenir les deux courbes d'indi��erence de la

�gure 11.6. Puisque toute transform�ee a�ne strictement positive d'une fonction d'utilit�e

C

[0]

C

[1]

x

2

= h

1

(x

1

)

x

2

= g

1

(x

1

)

X

2

X

1

Fig. 11.6: Construction �a partir de 2 courbes d'indi��erence.

additive est encore une utilit�e additive, on peut supposer que les deux courbes ont

pour images respectives par l'utilit�e additive f les constantes 0 et 1. Autrement dit,

C

[0]

= f(x

1

; x

2

) 2 X

1

� X

2

: f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) = 0g et C

[1]

= f(x

1

; x

2

) 2 X

1

� X

2

:

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) = 1g. D'apr�es la �gure 11.6, il semble que les deux courbes C

[0]

et C

[1]

puissent s'interpr�eter comme �etant les graphes respectifs de deux fonctions g

1

: X

1

! X

2

et h

1

: X

1

! X

2

. Ainsi, ind�ependamment de la fonction d'utilit�e f , on peut d�e�nir les
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courbes C

[0]

et C

[1]

de la mani�ere suivante :

C

[0]

= f(x

1

; x

2

) 2 X

1

�X

2

: x

2

= g

1

(x

1

)g;

C

[1]

= f(x

1

; x

2

) 2 X

1

�X

2

: x

2

= h

1

(x

1

)g;

o�u g

1

est une bijection. S'il n'y avait pas bijection, on pourrait toujours travailler dans

l'espace (X

1

/�) � (X

2

/�), o�u cette propri�et�e est garantie (parce qu'il y a solvabilit�e

non restreinte).

Puisque C

[0]

et C

[1]

sont les courbes d'isopr�ef�erence de valeurs 0 et 1 par la fonction

f , on a donc :

f

1

(x

1

) + f

2

� g

1

(x

1

) = 0 8x

1

2 X

1

;

f

1

(x

1

) + f

2

� h

1

(x

1

) = 1 8x

1

2 X

1

:

g

1

�etant une bijection, on peut e�ectuer le changement de variable suivant : x

1

=

g

�1

1

(x

2

). On obtient alors :

f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) = 0 8x

1

2 X

1

, x

2

= g

1

(x

1

)

f

1

(x

1

) + f

2

� h

1

� g

�1

1

(x

2

) = 1 8x

1

2 X

1

, x

2

= g

1

(x

1

):

En soustrayant la premi�ere �egalit�e �a la deuxi�eme, on obtient donc :

f

2

� h

1

� g

�1

1

(x

2

) = 1 + f

2

(x

2

) 8x

2

2 X

2

:

Autrement dit, connaissant les deux courbes d'indi��erence C

[0]

et C

[1]

, on peut d�eduire

que f v�eri�e les propri�et�es suivantes :

f

2

� h

1

� g

�1

1

(x

2

) = 1 + f

2

(x

2

)
8x

2

2 X

2

; (11.1)

f

1

(x

1

) + f

2

� g

1

(x

1

) = 0
8x

1

2 X

1

: (11.2)

On obtient ainsi la m�ethode de construction de fonctions d'utilit�es additives suivante :

Nouvelle m�ethode de construction : la m�ethode propos�ee consiste �a e�ectuer les

deux �etapes suivantes :

{ Premi�ere �etape : Au moyen d'un processus conversationnel, l'analyste exhibe

deux courbes d'indi��erence. Ce processus est laiss�e au choix de l'analyste, la

deuxi�eme �etape ne d�ependant pas de ce choix.

{ Deuxi�eme �etape : L'analyste utilise la formule (11.1) pour engendrer f

2

, puis

la formule (11.2) pour calculer f

1

.

Voyons maintenant concr�etement comment sont r�ealis�ees ces deux �etapes dans MAD-

MAX.
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11.2.2 Pr�ecisions sur la premi�ere �etape

Il est important de noter que la m�ethode d�ecrite ci-dessus ne fait absolument aucune

hypoth�ese quant �a la mani�ere dont on construit les deux courbes d'indi��erence C

[0]

et

C

[1]

. D'un point de vue th�eorique, n'importe quelle m�ethode de construction devrait

aboutir au même r�esultat. En pratique, �a cause des erreurs d'impr�ecision et de biais

dans les r�eponses du d�ecideur, certaines m�ethodes sont meilleures que d'autres car elles

r�eduisent les bruits parasites. MADMAX s'accomode de toutes ces m�ethodes mais, par

d�efaut, il propose celle d�ecrite ci-dessous.

Construction �a partir de points de r�ef�erence :

A partir de deux points de r�ef�erence (x

0

1

; x

0

2

) 2 C

[0]

et (x

1

1

; x

1

2

) 2 C

[1]

, on peut

exhiber, grâce �a des trade-o�s, d'autres points des deux courbes d'indi��erence. Pour ne

pas propager d'erreur sur la construction de ces courbes, il su�t d'e�ectuer les trade-o�s

en prenant toujours pour r�ef�erence (x

0

1

; x

0

2

) et (x

1

1

; x

1

2

).

Exemple 11.1 Supposons que X = [0; 50]� [0; 50]. L'analyste a pris respectivement

comme r�ef�erence sur les courbes C

[0]

et C

[1]

, les points (30; 10) et (30; 25).

Question de l'analyste R�eponse du d�ecideur

1. Imaginez que vous soyez en (30; 10).

Par quelle augmentation de x

2

compenseriez-vous une perte de 10

unit�es de x

1

?

Eh bien j'augmenterais x

2

d'environ

7:5 unit�es.

2. Supposez que vous soyez revenu

en (30; 10). Par quelle augmenta-

tion de x

2

compenseriez-vous main-

tenant une perte de 20 unit�es de x

1

?

J'augmenterais x

2

d'environ 25

unit�es.

3. Vous êtes une fois de plus revenu

en (30; 10). Par quelle diminution de

x

1

compenseriez-vous un gain de 30

unit�es de x

2

?

Je suppose que je compenserais en

enlevant 25 unit�es de x

1

.

4. Consid�erons maintenant que vous

n'êtes plus en (30; 10), mais en

(30; 25). Comment compenseriez-

vous l'ajout de 10 unit�es de x

1

?

Je diminuerais x

2

de 7:5 unit�es.

5. Et si, �a partir de (30; 25), on aug-

mentait x

2

de 5 unit�es ?

Je diminuerais x

1

de 5 unit�es.

6. En�n, derni�ere question, combien

d'unit�es de x

2

rajouteriez-vous �a

(30; 25) pour compenser une perte

de 10 unit�es de x

1

?

Environ 10.

A partir des r�eponses du d�ecideur, l'analyste peut reconstituer approximati-

vement les deux courbes d'indi��erence (cf. �gure 11.7).
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X

2

X

1

C

[0]

C

[1]

0

10 20 40

30

40

10

20

30

(x

1

1

; x

1

2

)

(x

0

1

; x

0

2

)

q2

q3

q1

q4

q6

q5

Fig. 11.7: Construction des courbes d'indi��erence.

�

Remarquons que l'analyste ne fait pas passer syst�ematiquement les courbes d'indi��e-

rence par les r�eponses du d�ecideur : on sait en e�et de mani�ere empirique que ces courbes

doivent être assez lisses ; l'analyste va donc privil�egier l'aspect liss�e �a la recherche de

courbes passant imp�erativement par les r�eponses (de toute mani�ere approximatives) du

d�ecideur.

L'avantage de poser les questions toujours par rapport aux deux mêmes points de

r�ef�erence est que l'on ne châ�ne pas les erreurs dans les r�eponses du d�ecideur : si une

erreur a �et�e introduite lors de la d�etermination du point q

1

, celle-ci n'entraine aucune

erreur sur la d�etermination du point q

2

. L'inconv�enient est que plus on s'�eloigne du point

de r�ef�erence, plus on peut s'attendre �a avoir des erreurs d'impr�ecision (par exemple,

Welzel (1997) suppose que de telles erreurs sont proportionnelles �a la distance entre le

point cherch�e et le point de r�ef�erence). C'est pourquoi, au del�a d'une certaine distance,

MADMAX doit changer de point de r�ef�erence. Cela entrâ�ne �evidemment un châ�nage

d'erreur, mais on peut s'attendre �a ce que celui-ci soit plus petit que si l'on prend

toujours le dernier point calcul�e comme point de r�ef�erence. Exemple : Soient % une

relation de pr�ef�erence sur un ensemble X

1

�X

2

= R�R et (x

0

1

; x

0

2

) un point quelconque

de X

1

�X

2

. Un algorithme de construction classique (voir �gure 11.8.a) d�eterminerait

un point q

1

indi��erent �a (x

0

1

; x

0

2

), puis un point q

2

indi��erent �a q

1

, puis q

3

indi��erent �a

q

2

et ainsi de suite. MADMAX quant �a lui (voir �gure 11.8.b) peut tr�es bien d�eterminer

les points q

1

, q

2

et q

3

en fonction de (x

0

1

; x

0

2

), puis q

4

et q

5

en fonction de q

3

. Ainsi, si

dans l'algorithme classique l'erreur d'approximation lors de la d�etermination du point

q

1

en fonction du point (x

0

1

; x

0

2

) est �

c

1

, si celle de q

2

en fonction de q

1

est �

c

2

, et plus

g�en�eralement l'erreur de q

i

par rapport �a q

i�1

est �

c

i

, alors les erreurs s'accumulent et

l'erreur de q

3

par rapport au point d'origine (x

0

1

; x

0

2

) est �

c

1

+ �

c

2

+ �

c

3

. Si les erreurs dans

MADMAX sont not�ees �

M

i

, alors l'erreur sur le point q

3

, c'est-�a-dire �

M

3

, n'est pas due

�a un châ�nage, mais simplement �a une erreur d'impr�ecision ou de biais. Si la distance

entre q

3

et (x

0

1

; x

0

2

) n'est pas trop grande, il y a fort �a parier que l'�egalit�e suivante sera
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(a) construction classique (b) construction par MADMAX

q

q

q

q

q

(x

0

1

; x
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2
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Fig. 11.8: S�election des points de r�ef�erence.

v�eri��ee :

�

c

1

+ �

c

2

+ �

c

3

> �

M

3

:

Autrement dit, lorsque la distance entre deux points q

i

et q

i+p

n'est pas trop �elev�ee,

la somme des impr�ecisions entre deux points cons�ecutifs q

i

; q

i+1

est plus importante

que l'impr�ecision dans la d�etermination de q

i+p

directement par rapport �a q

i

. Ainsi,

les points obtenus par MADMAX seront plus proches des points recherch�es que ceux

obtenus par l'algorithme classique.

La premi�ere �etape peut donc être r�esum�ee de la mani�ere suivante :

Premi�ere �etape :

1. Prendre deux points de r�ef�erence (x

0

1

; x

0

2

) 2 C

[0]

et (x

1

1

; x

1

2

) 2 C

[1]

.

2. Poser des questions au d�ecideur de mani�ere �a obtenir des points q

i

indi��erents

aux deux points de r�ef�erence.

3. Si la distance entre les derniers points de r�ef�erence et les q

i

sont sup�erieures �a

un certain seuil, changer de points de r�ef�erence.

4. Tant que l'on n'a pas obtenu assez de points q

i

, revenir en 2/.

5. Tracer les courbes passant par ou �a proximit�e des points exhib�es en 2/.

Calcul des seuils :

Evidemment, le calcul des seuils �a partir desquels on doit changer les points de r�e-

f�erence est important car il contribue �a r�eduire les erreurs de construction des courbes

d'indi��erence et, par l�a même, celle des fonctions d'utilit�e additives. Ce calcul n�ecessi-

terait �a lui seul une �etude approfondie, qui n'a pu être men�ee jusqu'�a maintenant.
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Pour l'instant, on peut utiliser une heuristique. Pourquoi a-t-on besoin de changer

de point de r�ef�erence ? Parce que, lorsque la distance entre le point cherch�e, appelons-

le q

i

, et le dernier point de r�ef�erence S est grande, les impr�ecisions dans les r�eponses

sont �elev�ees. Pour obtenir ce point q

i

, MADMAX g�en�ere une suite de points sur une

droite (comme les points A, B, C, D ci-dessous) et demande au d�ecideur lequel des

X

2

z

2

x

2

y

2

z

1

x

1

y

1

X

1

S = (x

s

1

; x

s

2

)

A

C

B

D

L

H

Fig. 11.9: Les questions pos�ees au d�ecideur.

deux points A (resp. B, C, D) ou S il pr�ef�ere. Grâce �a ses r�eponses, MADMAX peut

d�eterminer un segment sur lequel tous les points paraissent indi��erents au d�ecideur

(ici, par exemple, le segment [CD]). La longueur de ce segment nous fournit alors une

mesure de l'impr�ecision dans les r�eponses du d�ecideur. L'heuristique suivante pourrait

donc nous permettre de changer les points de r�ef�erence :

Changement de point de r�ef�erence : Lorsque MADMAX cherche un point q

i

, il

d�etermine un segment [CD] �a l'int�erieur duquel tous les points sont indi��erents. Si la

longueur de ce segment est sup�erieure �a une certaine valeur, alors il prend le dernier

point exhib�e sur la courbe d'indi��erence avant la recherche de q

i

comme nouveau

point de r�ef�erence et recalcule q

i

en fonction de ce nouveau point.

Par exemple, sur la �gure 11.8.b, MADMAX a pos�e des questions pour d�eterminer q

1

,

q

2

et q

3

par rapport au point de r�ef�erence (x

0

1

; x

0

2

). Les longueurs des segments obtenus

ont �et�e su�samment petites pour que l'on garde (x

0

1

; x

0

2

) comme point de r�ef�erence.

Ensuite, on a essay�e d'exhiber q

4

en fonction de (x

0

1

; x

0

2

). Mais, l�a, le segment avait une

longueur d�epassant le seuil autoris�e. On a donc pris pour nouveau point de r�ef�erence q

3

et on a recalcul�e q

4

par rapport �a q

3

.

Constitution des questions pour obtenir les points :

Bien que MADMAX supporte le X-Matching et le Y-Matching, il pose par d�efaut

des questions de type Bi-Matching. C'est en e�et une m�ethode r�ecente (introduite dans

Delqui�e (1996)) qui pr�esente l'avantage de r�eduire �a la fois les biais et les erreurs d'ap-

proximation. Elle repose sur la remarque suivante : \The weight of a stimulus attribute

is enhanced by its compatibility with the response" (Slovic, Gri�n, et Tversky (1990)).
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Aussi l'attribut (ou encore le composant) sur l'axe des abscisses prend-il plus de poids

en X-Matching qu'en Y-Matching, et r�eciproquement. Les courbes d'indi��erence obte-

nues di��erent donc suivant qu'on les a construites par X-Matching ou par Y-Matching.

Or le choix de l'une de ces proc�edures plutôt que l'autre ne repose sur aucun crit�ere

normatif. Pour �eliminer ce d�es�equilibre entre les composants, il faudrait donc poser des

questions permettant d'ajuster simultan�ement les deux composants : on e�ectue donc

un matching bidimensionnel, Bi-Matching en abr�eg�e.

La �gure 11.10 illustre son utilisation. Pour initialiser le m�ecanisme, on choisit un
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Fig. 11.10: Le Bi-Matching.

point L = (x

0

1

; x

0

2

) et une pente s. On va alors chercher le point intersection de la

droite LH (la droite de Bi-Matching) et de la courbe d'indi��erence passant par S. Le

principe est de proposer des points au d�ecideur, qui r�epond s'il les pr�ef�ere ou non �a

S. En fonction de sa r�eponse, on peut alors r�eduire l'intervalle d'�etude sur la droite

LH. A�n d'�eviter des biais, les points propos�es sont situ�es �a environ

1

4

de distance de

l'une des bornes, celle-ci changeant �a chaque question. La premi�ere borne est choisie au

hasard. Par exemple, sur la �gure 11.10, si le point A est le premier �a être propos�e au

d�ecideur, alors B est le deuxi�eme, C le troisi�eme, D le quatri�eme, et ainsi de suite. . .

Exemple 11.2 Soit % une relation de pr�ef�erence sur X = R�R . Prenons une courbe

d'indi��erence quelconque de %. Soit S = (55; 15) un point quelconque sur cette

courbe d'indi��erence, et L(5; 20) et H = (45; 60) deux points de part et d'autre

de la courbe d'indi��erence (c'est-�a-dire tels que L � S � H). En posant des

questions au d�ecideur, nous allons essayer de d�eterminer le point T se trouvant

sur l'intersection de la droite LH et de la courbe d'indi��erence passant par T (cf.

�gure 11.11).
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Fig. 11.11: D�etermination du point T par bi-matching.

Question de l'analyste R�eponse du d�ecideur

1. Vous pr�eferez strictement S = (55; 15) �a L = (5; 20),

et H = (45; 60) �a S. Est-ce bien cela ?

Oui, tout �a fait.

2. Est-ce que vous pr�ef�erez A = (10; 25) ou bien S ? Je pr�ef�ere S.

3. Est-ce que vous pr�ef�erez B = (37:5; 52:5) ou bien S ? Je pr�ef�ere B.

4. Est-ce que vous pr�ef�erez C = (15; 30) ou bien S ? Je pr�ef�ere S.

5. Est-ce que vous pr�ef�erez D = (32:5; 47:5) ou bien S ? Je pr�ef�ere D.

6. Est-ce que vous pr�ef�erez E = (20; 35) ou bien S ? Je pr�ef�ere S.

7. Est-ce que vous pr�ef�erez F = (27:5; 42:5) ou bien S ? Je pr�ef�ere F .

8. Est-ce que vous pr�ef�erez G = (25; 40) ou bien S ? Je pr�ef�ere G.

Au bout d'un moment, soit l'analyste a r�eussi �a obtenir un seul point d'indif-

f�erence (ici le point T ), soit il a obtenu un segment (du type [E;G]) sur lequel

tous les points sont indi��erents �a S. Obtenir un tel segment va bien �evidemment

�a l'encontre de la th�eorie des fonctions d'utilit�e additives, mais en pratique cela

peut arriver �a cause des erreurs d'impr�ecision dans les r�eponses du d�ecideur. �

D'apr�es les exp�eriences de Delqui�e, ce type de questionnaire par bi-matching permet

de r�eduire de mani�ere signi�cative �a la fois certains biais et les erreurs d'impr�ecision.

A propos de ces derni�eres, MADMAX e�ectue une autre r�eduction : par analyse de

l'ensemble des r�eponses du d�ecideur, comme d�ecrit ci-dessous.

Construction des courbes �a partir de points :

Je l'avais d�ej�a �evoqu�e, les courbes d'indi��erence ainsi que les graphes des fonctions

d'utilit�e sont en principe des courbes assez lisses (sauf en certains points particuliers :

la fronti�ere entre gains et pertes par exemple). Ainsi, lorsque le d�ecideur a exhib�e les

points de la �gure 11.12(a), il est plus probable que la courbe d'indi��erence qu'il voulait
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d�eterminer s'apparente �a la �gure 11.12(c) plutôt qu'�a la �gure 11.12(b), dans laquelle

tous les points ont �et�e reli�es entre eux. Ceci sugg�ere donc que les courbes d'indi��erence

X

1

X

2

(a) Points r�epondus par

le d�ecideur

X

1

X

2

(b) Courbe passant par

les points du d�ecideur

X

1

X

2

(c) Approximation de la

courbe d'indi��erence du

d�ecideur

Fig. 11.12: Les points d�etermin�es par le d�ecideur et les courbes d'indi��erence.

ne passent qu'approximativement autour des points exhib�es par le d�ecideur.

Une technique classique employ�ee en CAO, ainsi que dans tous les logiciels de dessin

sur ordinateur, pour tracer des courbes liss�ees passant pr�es d'un nuage de points, est

d'utiliser des polynômes par morceaux. C'est ce que l'on appelle dans le jargon infor-

matique des Splines (cf. Foley et Van Dam (1982) et Newman et Sproull (1979) pour

une introduction g�en�erale sur les graphismes sur ordinateur, ainsi que Rogers et Adams

(1976) pour une �etude g�en�erale sur la repr�esentation de courbes). MADMAX utilise

la technologie des Splines pour approximer courbes d'indi��erence et fonctions d'utilit�e.

Cependant, quelques pr�ecautions s'imposent : la �gure 11.13(a) repr�esente une Spline

approximant les points d�etermin�es par le d�ecideur. A cause des erreurs d'impr�ecision, on

X

1

X

2

(a) Spline passant pr�es

des points du d�ecideur

X

1

X

2

(b) Spline corrig�ee

Fig. 11.13: Pr�ecautions �a prendre avec les Splines.

risque d'obtenir une courbe qui change de convexit�e/concavit�e relativement souvent, ce

qui parâ�t peu conforme aux r�esultats exp�erimentaux qui, eux, r�ev�eleraient des courbes

s'apparentant �a celle de la �gure 11.13(b).

Autrement dit, outre le fait que les courbes ne doivent passer qu'aux alentours des
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points construits par le d�ecideur, il faudrait contrôler, localement, la convexit�e de la

courbe. Heureusement, comme nous le verrons dans la section suivante, les Splines se

prêtent bien �a cet exercice.

La m�ethode utilis�ee par MADMAX consiste donc �a trouver une (ou l'unique) Spline

passant le plus pr�es possible des points du d�ecideur, tout en v�eri�ant certaines propri�et�es

de convexit�e/concavit�e. Plus pr�ecis�ement, MADMAX r�esoud le probl�eme d'optimisation

suivant :

Trouver la Spline minimisant la somme des carr�es des dis-

tances la s�eparant des points du d�ecideur, sous contraintes

locales de convexit�e/concavit�e.

Notons que l'on peut aussi utiliser ce m�ecanisme pour construire les graphes des fonc-

tions d'utilit�e.

En fait, le choix d'utiliser les Splines plutôt qu'une autre repr�esentation n'est pas

arbitraire. Ces courbes ont en e�et l'avantage d'être param�etriques C = f(x

1

(u); x

2

(u)) :

u 2 Ug ; la sym�etrie ainsi engendr�ee entre x

1

et x

2

permet d'extraire aussi facilement

x

2

sachant x

1

que x

1

sachant x

2

. Par cons�equent, si le graphe d'une fonction f est

repr�esent�e par une Spline, on peut ais�ement calculer f

�1

, ce qui est appr�eciable pour

r�ealiser les op�erations de la sous-section pr�ec�edente. En outre, une petite astuce de

calcul permet d'estimer les Splines utilis�ees par MADMAX en r�esolvant seulement un

probl�eme quadratique strictement convexe. Or de nombreux algorithmes et logiciels

de Recherche Op�erationnelle permettent de r�esoudre e�cacement ce type de probl�eme

(Vanderbei (1992) par exemple). Les Splines paraissent donc être un bon choix pour

repr�esenter �a la fois les courbes d'indi��erence et les fonctions d'utilit�e.

Construction des courbes �a partir de segments :

La construction des courbes d'indi��erence lorsque l'on a �a sa disposition des seg-

ments par lesquels elles devraient passer n'est pas fondamentalement di��erente de la

construction dans le cas o�u l'analyste connâ�t des points �a proximit�e de ces courbes. En

e�et, l'id�ee utilis�ee dans MADMAX est de calculer le milieu de chacun des segments et

d'utiliser ces points pour tracer les courbes, comme le montre la �gure 11.14.

11.2.3 Pr�ecisions sur la deuxi�eme �etape

Supposons que la premi�ere �etape ait �et�e r�ealis�ee et que l'on ait d�etermin�e les deux

courbes C

[0]

et C

[1]

. Grâce �a l'�egalit�e (11.1), l'analyste peut calculer la fonction d'utilit�e

f

2

. En e�et, sur la �gure 11.15, si l'ordonn�ee de A est z

2

, alors, puisque B a pour

ordonn�ee z

2

et est situ�e sur la courbe d'�equation x

2

= g

1

(x

1

), on a forc�ement B =

(g

�1

1

(z

2

); z

2

). De même, puisque C est situ�e sur la courbe d'�equation x

2

= h

1

(x

1

),

C = (g

�1

1

(z

2

); h

1

� g

�1

1

(z

2

)). On sait que B appartient �a C

[0]

, par cons�equent f(B) = 0,

et C appartient �a C

[1]

, d'o�u f(C) = 1. Mais B et C sont sur la même verticale, donc

f(C)� f(B) = 1, f

2

(h

1

� g

�1

1

(z

2

))� f

2

(z

2

) = 1:



302 Chapitre 11. MADMAX : un programme de construction d'utilit�es

point de référence

segments réponses
du décideur

segments exhibés
par l’analyste

milieux des segments courbe d’indifférence
correspondante

X

2

X

1

X

2

X

1

X

2

X

1

Fig. 11.14: Construction des courbes �a partir de segments.

Maintenant, soient D et E les points sur le graphe de la fonction f

2

d'ordonn�ees respec-

tives z

2

et h

1

� g

�1

1

(z

2

). Alors, d'apr�es l'�equation ci-dessus, l'abscisse de E est �egale �a

celle de D plus une unit�e, E se d�eduit donc de D par (11.1). Cette �equation ne permet

R

3
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2
f

2

X
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C
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A
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1
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2

)

Fig. 11.15: Construction de f

2

.

pas de d�e�nir f

2

toute enti�ere, mais seulement un ensemble de points par lesquels est

cens�ee passer la fonction. Pour achever sa construction, il faut encore relier les points

entre eux. Nous verrons pr�ecis�ement dans la section suivante comment parvenir �a ce

r�esultat, mais nous r�ealiserons cela exactement de la même mani�ere que nous l'avions

fait pour la premi�ere �etape, c'est-�a-dire avec des splines.

Notons que, sur la �gure 11.15, f

2

est visiblement construite �a partir d'un escalier

s'appuyant sur les deux courbes d'indi��erence C

[0]

et C

[1]

. O�u se trouve la r�eduction du

châ�nage d'erreur dans ce cas ? En fait, si les courbes d'indi��erence sont su�samment

pr�ecises, les erreurs introduites sur chaque marche de l'escalier sont faibles et le châ�nage

des erreurs n'est pas trop important. C'est dans ce sens que la propagation des erreurs

peut être att�enu�ee. Or, c'est pr�ecis�ement ce qui se produit apr�es la premi�ere �etape :

dans celle-ci, on a veill�e �a ce que les questions pos�ees au d�ecideur soient entâch�ees
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le moins possible d'erreurs et on a corrig�e les erreurs restantes en lissant les courbes

d'indi��erence. Ces derni�eres doivent donc être relativement pr�ecises.

Lorsque f

2

est calcul�ee, l'analyste utilise (11.2) pour construire f

1

, comme le montre

la �gure 11.16 : �a chaque point de C

[0]

, disons A = (x

1

; x

2

), est associ�e un point sur

la courbe �f

2

, ici B. Le point B a donc pour coordonn�ees (�f

2

(x

2

); x

2

). De ce point,

droite y = x

X

2

C

[1]

X

1

C

[0]
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Fig. 11.16: Construction de f

1

.

on d�eduit le point C sur la droite y = x, de coordonn�ees (�f

2

(x

2

);�f

2

(x

2

)). En�n, on

obtient le point D �a l'intersection de la droite verticale passant par A et de la droite

horizontale passant par C. Or la droite verticale passant par A correspond �a l'ensemble

des points d'abscisse x

1

puisque x

1

est l'abscisse de A. De plus, la droite horizontale

passant par C correspond �a l'ensemble des points d'ordonn�ee �f

2

(x

2

). Par cons�equent,

D est le point de coordonn�ees (x

1

;�f

2

(x

2

)). Mais rappelons-nous que A 2 C

[0]

, de telle

sorte que f

1

(x

1

) + f

2

(x

2

) = 0, ou encore f

1

(x

1

) = �f

2

(x

2

). Par cons�equent, D est le

point de coodonn�ees (x

1

; f

1

(x

1

)). En r�ep�etant ce processus avec tous les points de la

courbe C

[0]

, on obtient l'ensemble de la fonction f

1

. Par exemple, en partant du point

E de coordonn�ees (y

1

; y

2

), on obtient le point H de coordonn�ees (y

1

; f

1

(y

1

)).

Lorsque X

1

et X

2

v�eri�ent seulement la solvabilit�e restreinte, pour couvrir X

1

�X

2

,

on peut r�eit�erer le m�ecanisme ci-dessus avec plus de deux courbes d'indi��erence, comme

le montre la �gure 11.17. On commence par d�eterminer les courbes C

[0]

et C

[1]

, ce qui

revient �a g�en�erer f

1

et f

2

sur l'espace contenu dans le rectangle en pointill�es �a gauche.
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�X

2

.

Or ce rectangle ne correspond pas �a tout l'espace : on a bien g�en�er�e f

2

sur tout son

ensemble de d�e�nition, mais pas f

1

. On s�electionne donc deux autres courbes (ici C

[5]

et

C

[6]

a�n d'�etendre la d�e�nition de f

1

, et ainsi de suite jusqu'�a ce qu'on ait d�e�ni f

1

sur la

totalit�e de X

1

. Ce type de construction rappellera �etrangement au lecteur la technique

utilis�ee au chapitre 7 pour prouver qu'une utilit�e additive existait.

Cette m�ethode de construction est assez souple car on n'a jamais rien impos�e quant

au protocole permettant d'obtenir les points du d�ecideur sur les deux courbes d'in-

di��erence. En particulier, ce m�ecanisme supporte le X-Matching, le Y-Matching, le

Bi-Matching, ainsi que toute combinaison de ces m�ethodes.

11.2.4 R�eduction du bruit

MADMAX poss�ede trois m�ecanismes pour r�eduire les erreurs dans les r�eponses du

d�ecideur :

1. L'utilisation du bi-matching plutôt que du X-matching et/ou du Y-matching ;

2. La diminution du nombre de points de r�ef�erence pour la construction des points

sur les courbes d'indi��erence pendant la premi�ere �etape ;

3. L'approximation et le lissage des courbes d'indi��erence et des graphes des fonctions

d'utilit�e par des splines.

Pour mesurer la r�eduction du bruit r�ealis�ee par l'utilisation du bi-matching, le lecteur

se reportera �a Delqui�e (1996), qui �etudie de mani�ere tr�es approfondie les di��erents biais

engendr�es par le X-matching, le Y-matching et le bi-matching. Cet article montre que les

r�eponses du d�ecideurs sont �a la fois plus pr�ecises et moins biais�ees dans le bi-matching

que dans les autres m�ethodes de construction.

La premi�ere �etape de construction consiste, rappelons-le, �a d�eterminer deux courbes

d'indi��erence. Pour cela, on commence par d�eterminer des points sur ces courbes, puis
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on trace des courbes passant autour de ces points. Il aurait �et�e int�eressant de pouvoir

donner un mod�ele des erreurs dans les r�eponses du d�ecideur a�n de comparer d'une

mani�ere th�eorique MADMAX par rapport aux m�ethodes classiques. Malheureusement,

dans la litt�erature, si les articles montrent bien l'existence d'erreurs (de biais et d'ap-

proximation), aucun ne s'engage en fournissant un mod�ele des erreurs. Cela est sans

doute dû �a la complexit�e que devrait avoir un tel mod�ele, comme l'indique Delqui�e

(1993) : \The pattern of error-induced biases is in fact quite complex and can be shown

to be determined by �ve factors : model (multiplicative (risky) vs. additive (riskless)),

domain (gain vs. losses), test con�guration (change in stimulus vs. no change), res-

ponse sequence (X � P vs. P � X), and function shape (concave vs. convex)". Pour

l'instant, aucun mod�ele th�eorique ne m'a paru su�samment proche de la r�ealit�e pour

pouvoir e�ectuer une comparaison th�eorique r�ealiste entre MADMAX et les m�ethodes

classiques. Seules des �etudes exp�erimentales pourraient con�rmer ou in�rmer l'apport

de MADMAX.

En�n, le fait que les courbes g�en�er�ees par MADMAX soient liss�ees me parâ�t donner

des r�esultats plus proches de la r�ealit�e que l'utilisation de fonctions a�nes par morceaux

comme le font les m�ethodes classiques : en e�et, dans tous les articles sur la construction

de fonctions d'utilit�e, on nous montre des courbes toujours tr�es lisses. Alors pourquoi,

lorsque l'on essaye de construire des courbes d'indi��erence et des fonctions d'utilit�e,

devrait-on obtenir des courbes non lisses ? L�a encore, des �etudes exp�erimentales de-

vraient être men�ees pour estimer le gain de ces lissages.

11.3 Approximation des courbes par B-Splines

Lorsque MADMAX poss�ede un ensemble de points sur (ou autour) d'une courbe

d'indi��erence, il essaye de construire une courbe passant approximativement par ces

points. Pour cela, il utilise des B-Splines.

L'univers des Splines est tr�es riche et toujours en expansion (cf. Bartels, Beatty

et Barsky (1987)) mais nous allons nous contenter dans ce m�emoire des B-Splines cu-

biques uniformes (cf. de Boor (1978)), qui sont des courbes su�samment souples pour

repr�esenter convenablement courbes d'indi��erence et fonctions d'utilit�e.

A�n d'aider le lecteur peu familiaris�e avec les B-Splines �a comprendre comment

MADMAX manipule ces derni�eres, je propose dans la sous-section suivante une petite

introduction aux B-Splines cubiques uniformes. Celle-ci suit fortement la pr�esentation

tr�es p�edagogique de Bartels, Beatty et Barsky (1987). On se limitera, pour l'expos�e, �a

des Splines d�e�nies sur des espaces de dimension 2.

11.3.1 Introduction aux B-Splines

Les B-Splines sont une famille de courbes param�etriques (x

1

(u); x

2

(u)) telles que

x

1

(u) et x

2

(u) sont compos�ees de morceaux de polynômes. Suivant le degr�e du polynôme,

on parlera de B-Spline lin�eaire (degr�e 1), quadratique (degr�e 2), cubique (degr�e 3). . .

A�n de pr�esenter simplement les cubiques, nous allons commencer par �etudier les

B-Splines lin�eaires, plus simples �a appr�ehender.
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B-Splines lin�eaires

Consid�erons la courbe C de la �gure 11.18, compos�ee de segments de droites reliant

entre eux les points V

i�2

, V

i�1

, V

i

, V

i+1

et V

i+2

. La courbe C est la r�eunion de C

i�1

=

V

i�2

V

i�1

V

i

V

i+1

V

i+2

C

i�1

C

i

C

C
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2
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1
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y

Fig. 11.18: Une courbe lin�eaire par morceaux.

[V

i�2

; V

i�1

], C

i

= [V

i�1

; V

i

], C

i+1

= [V

i

; V

i+1

] et C

i+2

= [V

i+1

; V

i+2

]. Ainsi, un point

x 2 C

i�1

peut s'exprimer sous la forme

x = (1� u)V

i�2

+ uV

i�1

, o�u u 2 [0; 1]:

De même,

8y 2 C

i

, 9 u

0

2 [0; 1] tel que y = (1� u

0

)V

i�1

+ u

0

V

i

:

Par cons�equent, on peut d�e�nir les courbes C

i�1

, C

i

, C

i+1

et C

i+2

de la mani�ere suivante :

C

i�1

= f(x

i�1

1

(u); x

i�1

2

(u)) : u 2 [0; 1]; x

i�1

1

(u) = (1� u)V

i�2

1

+ uV

i�1

1

et

x

i�1

2

(u) = (1� u)V

i�2

2

+ uV

i�1

2

g;

C

i

= f(x

i

1

(u); x

i

2

(u)) : u 2 [0; 1]; x

i

1

(u) = (1� u)V

i�1

1

+ uV

i

1

et

x

i

2

(u) = (1� u)V

i�1

2

+ uV

i

2

g;

C

i+1

= f(x

i+1

1

(u); x

i+1

2

(u)) : u 2 [0; 1]; x

i+1

1

(u) = (1� u)V

i

1

+ uV

i+1

1

et

x

i+1

2

(u) = (1� u)V

i

2

+ uV

i+1

2

g;

C

i+2

= f(x

i+2

1

(u); x

i+2

2

(u)) : u 2 [0; 1]; x

i+2

1

(u) = (1� u)V

i+1

1

+ uV

i+2

1

et

x

i+2

2

(u) = (1� u)V

i+1

2

+ uV

i+2

2

g:

(11.3)

Partons du point V

i�2

. D'apr�es les formules ci-dessus, le param�etre u vaut 0. Faisons

le varier de cette valeur jusqu'�a 1. On remonte alors la courbe de V

i�2

�a V

i�1

. Il serait

maintenant int�eressant de pouvoir continuer le parcours de la courbe C vers V

i

en

continuant �a faire varier continuement u, par exemple de 1 jusqu'�a 2. Or les formules

ci-dessus ne le permettent pas puisqu'�a chaque fois que l'on change de segment C

k

, on
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repart de u = 0. Ceci sugg�ere donc d'introduire de nouvelles variables u

k

telles que

C = f(x

1

(u); x

2

(u)) tels que

si u 2 [u

i�1

; u

i

]; (x

1

(u); x

2

(u)) =

�

x

i�1

1

�

u�u

i�1

u

i

�u

i�1

�

; x

i�1

2

�

u�u

i�1

u

i

�u

i�1

��

;

si u 2 [u

i

; u

i+1

]; (x

1

(u); x

2

(u)) =

�

x

i

1

�

u�u

i

u

i+1

�u

i

�

; x

i

2

�

u�u

i

u

i+1

�u

i

��

;

si u 2 [u

i+1

; u

i+2

]; (x

1

(u); x

2

(u)) =

�

x

i+1

1

�

u�u

i+1

u

i+2

�u

i+1

�

; x

i+1

2

�

u�u

i+1

u

i+2

�u

i+1

��

;

si u 2 [u

i+2

; u

i+3

]; (x

1

(u); x

2

(u)) =

�

x

i+2

1

�

u�u

i+2

u

i+3

�u

i+2

�

; x

i+2

2

�

u�u

i+2

u

i+3

�u

i+2

��o

:

(11.4)

Grâce �a ces nouvelles variables, si l'on fait varier u de u

i�1

jusqu'�a u

i+3

, on se d�eplace

sur la courbe C du point V

i�2

jusqu'�a V

i+2

. Remarquons que si u 2 [u

k

; u

k+1

], le u

correspondant est �egal �a

u� u

k

u

k+1

� u

k

et appartient bien �a l'intervalle [0; 1].

Il est clair d'apr�es les formules (11.3) et (11.4) que si l'on d�eplace le sommet V

i

, cela

n'a�ecte que les courbes C

i

et C

i+1

. Autrement dit, chaque V

i

contrôle localement la

courbe. C'est ce que l'on appelle un point de contrôle de la Spline. Repr�esentons mainte-

nant la courbe C de mani�ere �a isoler l'inuence individuelle des V

k

: sur la �gure 11.19,

j'ai dessin�e la courbe x

2

(u), c'est-�a-dire les variations du deuxi�eme composant des points

de C en fonction de u 2 [u

i�1

; u

i+3

]. La courbe en pointill�es repr�esente la contribution

X

2

V

i+2

2

R

V

i�1

2

V

i

2

V

i+1

2

V

i�2

2

u

i+3

u

i+1

u

i�1

u

i

u

i+2

x

2

(u)

Fig. 11.19: Contribution de V

i

2

�a la courbe x

2

(u).

de V

i

2

�a x

2

(u). Sur la �gure 11.20, j'ai indiqu�e la contribution de tous les V

k

2

�a x

2

(u). On

remarque que toutes ces contributions ont le même aspect : avant une certaine valeur de

u et apr�es une autre valeur, elles se confondent avec l'axe des abscisses ; entre ces deux

valeurs, elles ont toutes la forme d'un triangle. Si les V

k

2

�etaient tous �a la même hauteur,

disons une hauteur de 1 unit�e, toutes les contributions se d�eduiraient les unes des autres

par translation (comme le montre la �gure 11.21), et seraient �egales aux fonctions :

B

i

(u) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

0 si u < u

i

ou u � u

i+2

;

u� u

i

u

i+1

� u

i

si u

i

� u < u

i+1

;

u

i+2

� u

u

i+2

� u

i+1

si u

i+1

� u < u

i+2

:
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V

i+2

2

R

V

i�1

2

V

i

2

V

i+1

2

V

i�2

2

u

i+3

u

i+1

u

i�1

u

i

u

i+2

x

2

(u)

u

i�2

X

2

Fig. 11.20: Contribution de tous les V

k

2

�a la courbe x

2

(u).

Ces fonctions �etant toutes identiques, on les appelle \bases" de la B-Spline. Les contri-

V

i+2

2

u

i+3

u

i+1

u

i�1

u

i

u

i+2

x

2

(u)

u

i�2

R

V

i�1

2

V

i

2

V

i+1

2

V

i�2

2

X

2

Fig. 11.21: Les bases de la B-Spline.

butions des points V

k

sont donc des bases multipli�ees par un facteur d'�echelle (�egal �a

V

k

2

). Ainsi,

x

2

(u) =

X

i

V

i

2

B

i

(u):

Il est clair que l'on peut e�ectuer la même d�emarche avec le premier composant. On

obtient alors une repr�esentation param�etrique de la courbe C :

x(u) =

X

i

V

i

B

i

(u) ;

c'est ce que l'on appelle une B-Spline. Puisque les B

i

sont lin�eaires par morceaux, on

dit que la B-Spline est lin�eaire. Mais le même principe s'applique lorsque les B

i

sont

des polynômes par morceaux de degr�e quelconque.

B-Splines cubiques uniformes

Evidemment, les B-Splines lin�eaires �etant compos�ees de segments de droite, elles ne

permettent pas d'obtenir des courbes tr�es lisses ; pour parvenir �a ce r�esultat, il faut

donc changer de bases. Celles que nous avons adopt�ees sont compos�ees de polynômes
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de degr�e 3. Autrement dit, la courbe C est la r�eunion de courbes C

i

, i 2 I, o�u chaque

courbe C

i

est d�ecrite par :

C

i

= f(x

i

1

(u); x

i

2

(u)) : u 2 [0; 1], x

i

1

(u) et x

i

2

(u) sont des polynômes de degr�e 3 en ug:

A�n que les courbes soient lisses, il faut faire en sorte que les d�eriv�ees premi�ere et

seconde des fonctions x

1

(u) et x

2

(u) soient continues pour tout u (on dit qu'elles sont

de classe C

2

). Comme les polynômes sont d�ej�a continuement d�erivables, il su�t de faire

en sorte que la �n de la courbe C

i�1

co��ncide avec le d�ebut de la courbe C

i

, et qu'en ce

point, les d�eriv�ees premi�ere et seconde �a droite sur C

i�1

et �a gauche sur C

i

co��ncident

elles aussi. En termes plus math�ematiques, cela revient �a imposer les �egalit�es suivantes :

x

i�1

1

(u = 1) = x

i

1

(u = 0) et x

i�1

2

(u = 1) = x

i

2

(u = 0);

 

dx

i�1

1

du

!

(u = 1) =

 

dx

i

1

du

!

(u = 0) et

 

dx

i�1

2

du

!

(u = 1) =

 

dx

i

2

du

!

(u = 0);

 

d

2

x

i�1

1

du

2

!

(u = 1) =

 

d

2

x

i

1

du

2

!

(u = 0) et

 

d

2

x

i�1

2

du

2

!

(u = 1) =

 

d

2

x

i

2

du

2

!

(u = 0):

(11.5)

De par la d�e�nition des fonctions x

i

1

(u) et x

i

2

(u), cela revient en fait �a dire que les bases

des B-Splines cubiques doivent, elles-même, être de classe C

2

. Contrairement aux B-

Splines lin�eaires, les cubiques n�ecessitent des bases s'�etendant sur 4 segments [u

i

; u

i+1

]

cons�ecutifs. En dehors de ces quatre segments, elles s'annulent. Leur aspect est illustr�e

par la �gure 11.22. Comme chacun des morceaux, b

�0

(u), b

�1

(u), b

�2

(u), et b

�3

(u) est

b

�3

(u)

b

�2

(u)

b

�1

(u)

b

�0

(u)

u

u

i+1

u

i+3

u

i+2

u

i

u

i+4

Fig. 11.22: Les bases des B-Splines cubiques uniformes.

un polynôme de degr�e 3 en u, a

j

+ b

j

u+ c

j

u

2

+ d

j

u

3

, j 2 f�0;�1;�2;�3g, la base des

B-Splines cubiques uniformes est d�e�nie de mani�ere unique grâce �a 16 coe�cients (4 a

j

,

4 b

j

, 4 c

j

et 4 d

j

). Les �egalit�es (11.5) et le fait qu'en dehors du segment [u

i

; u

i+4

] les

bases doivent s'annuler, impliquent 15 �equations. Il reste �a en d�e�nir une derni�ere pour

avoir autant d'�equations que d'inconnues. Celle qui est habituellement impos�ee est la

suivante :

b

�0

(0) + b

�1

(0) + b

�2

(0) + b

�3

(0) = 1:

Les 16 �equations ainsi obtenues forment alors un syst�eme lin�eaire en a

j

; b

j

; c

j

; d

j

, ne
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poss�edant qu'une seule solution : pour tout u 2 [0; 1],

b

�0

(u) =

1

6

u

3

b

�1

(u) =

1

6

(1 + 3u+ 3u

2

� 3u

3

)

b

�2

(u) =

1

6

(4� 6u

2

+ 3u

3

)

b

�3

(u) =

1

6

(1� 3u+ 3u

2

� u

3

):

(11.6)

Les bases des B-Splines cubiques uniformes sont donc d�e�nies de la mani�ere suivante :

B

i

(u) =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

b

�0

�

u�u

i

u

i+1

�u

i

�

si u 2 [u

i

; u

i+1

[

b

�1

�

u�u

i+1

u

i+2

�u

i+1

�

si u 2 [u

i+1

; u

i+2

[

b

�2

�

u�u

i+2

u

i+3

�u

i+2

�

si u 2 [u

i+2

; u

i+3

[

b

�3

�

u�u

i+3

u

i+4

�u

i+3

�

si u 2 [u

i+3

; u

i+4

[

0 sinon:

(11.7)

Une B-Spline cubique uniforme est donc une courbe C d�e�nie par

C =

(

x(u) : x(u) =

X

i

V

i

B

i

(u)

)

, o�u

B

i

(u) est d�etermin�ee par l'�equation (11.7). De plus, puisque les B

i

(u) sont non nulles

sur seulement 4 intervalles [u

i

; u

i+1

[, C est la r�eunion de courbes C

i

d�e�nies par

C

i

=

8

<

:

x

i

(u) : x

i

(u) =

0

X

r=�3

V

i+r

b

�r

(u)

9

=

;

: (11.8)

11.3.2 Utilisation des B-Splines dans MADMAX

Nous avons vu que l'une des tâches principales que MADMAX doit r�ealiser consiste �a

construire des Splines passant le plus pr�es possible des points d�etermin�es par le d�ecideur,

et respectant quelques propri�et�es locales de convexit�e/concavit�e. Celles-ci sont en fait des

B-Splines cubiques uniformes. Puisque leurs bases sont d�etermin�ees de mani�ere unique

(cf. les �equations (11.6) et (11.7)), cela revient donc �a r�esoudre le probl�eme suivant :

Chercher un ensemble de points de contrôle tel que la somme

des carr�es des distances s�eparant la B-Spline cubique uni-

forme correspondante des points du d�ecideur est minimale,

et tel que cette B-Spline v�eri�e des contraintes locales de

convexit�e/concavit�e.

La prise en compte de ces contraintes peut être probl�ematique car, comme on peut

le voir sur la �gure 11.22, les bases des B-Splines cubiques uniformes ont des parties
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strictement convexes et des parties strictement concaves. Ainsi, il se peut qu'entre deux

points de contrôle, la B-Spline change de convexit�e/concavit�e. Par cons�equent, dans

l'absolu, il faudrait tester l'allure des Splines en chacun de leurs points. Il est �evident

qu'une telle op�eration serait trop coûteuse en temps de calcul et doit donc être rejet�ee.

Comment faire dans ce cas pour tester simplement la convexit�e/concavit�e locale des

courbes ? Eh bien une petite astuce de calcul va nous permettre de d�eduire leur aspect en

n'importe quel point uniquement en connaissant la convexit�e/concavit�e aux extr�emit�es

des courbes C

i

: consid�erons un ensemble fV

i

; i 2 Ig de points de contrôle, I �etant

un ensemble d'entiers cons�ecutifs. La B-Spline correspondante, C, est constitu�ee d'un

ensemble de courbes C

i

d�e�nies par (11.8). En d�erivant cette �equation par rapport �a u,

on obtient :

dx

i

(u)

du

=

1

6

�

(�3 + 6u� 3u

2

)V

i�3

+ (�12u+ 9u

2

)V

i�2

+ (3 + 6u� 9u

2

)V

i�1

+ (3u

2

)V

i

�

:

(11.9)

En red�erivant �a nouveau par rapport �a u, on obtient :

d

2

x

i

(u)

du

2

= (1� u)V

i�3

+ (�2 + 3u)V

i�2

+ (1� 3u)V

i�1

+ (2u)V

i

: (11.10)

Or x

i

(u) = (x

i

1

(u); x

i

2

(u)), C

i

= fx

i

(u) : u 2 [0; 1]g et la convexit�e/concavit�e de la

courbe C

i

est d�etermin�ee par

d

2

x

i

2

(u)

dx

i

1

(u)

2

:

Il n'est pas tr�es di�cile de montrer que

d

2

x

i

2

(u)

dx

i

1

(u)

2

=

d

2

x

i

2

(u)

du

2

�

dx

i

1

(u)

du

�

d

2

x

i

1

(u)

du

2

�

dx

i

2

(u)

du

"

dx

i

1

(u)

du

#

3

:

Puisque les B-Splines sont des courbes continues, pour contrôler leurs changements

de convexit�e/concavit�e, il su�t de contrôler leurs points d'inexion, ce qui revient �a

rechercher pour quelles valeurs de u, l'�egalit�e suivante est v�eri��ee :

d

2

x

i

2

(u)

du

2

�

dx

i

1

(u)

du

�

d

2

x

i

1

(u)

du

2

�

dx

i

2

(u)

du

= 0:

En utilisant les �equations (11.9) et (11.10), on peut montrer que l'�egalit�e ci-dessus
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revient �a r�esoudre l'�equation suivante du deuxi�eme degr�e en u :
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7

7

5

u

2

= 0:

(11.11)

A�n de r�esoudre cette �equation, posons

V

i�2

1

= V

i�3

1

+ � V

i�1

1

= V

i�3

1

+ � V

i

1

= V

i�3

1

+ :

L'�equation ci-dessus devient alors :
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Dans l'�equation ci-dessus, on peut remarquer que tous les termes en V

i�3

1

sont nuls (les

sommes des V

j

2

entre crochets s'annulent). Donc l'�equation ci-dessus est �equivalente �a :
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Il reste encore trop d'inconnues pour pouvoir r�esoudre simplement cette �equation. C'est

pourquoi nous allons rajouter une contrainte : nous allons supposer que les points de

contrôle V

j

sont �equi-espac�es sur l'axe des abscisses. Autrement dit :
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L'�equation ci-dessus devient alors, lorsque l'on divise toutes les expressions par � :
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ou encore
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Cette �equation et par cons�equent l'�equation (11.11) n'admet qu'une unique solution :
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: (11.12)

Maintenant, si l'on veut imposer que la courbe C

i

soit convexe (ou concave), il su�t de

faire en sorte qu'il n'y ait aucun point d'inexion ; autrement dit, il su�t que (11.12)

n'admette aucune solution sur [0; 1], ce qui entrâ�ne des contraintes du type :

V

k�2

2

� 2V

k�1

2

+ V

k

2

� 0 ou V

k�2

2

� 2V

k�1

2

+ V

k

2

� 0: (11.13)

En r�esum�e, si l'on impose, 8i, que V

i

1

� V
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1

= constante �, c'est-�a-dire si les points

de contrôle sont �equi-espac�es sur l'axe des abscisses, alors :
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{ les contraintes de convexit�e s'expriment sous la forme V
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Pour trouver les B-Splines approximant les courbes d'indi��erence et les fonctions

d'utilit�e, MADMAX proc�ede donc de la mani�ere suivante :

m�ethode d'approximation des courbes utilis�ee par MADMAX : Supposons

que l'on travaille sur un espace X

1

�X

2

.

1. D'apr�es les points (D

k

1

;D

k

2

) construits par le d�ecideur, MADMAX d�etermine le

nombre N de points de contrôle (V

k

1

; V

k

2

) de la Spline.

2. Il calcule les abscisses V

k

1

pour que les points de contrôle soient �equi-espac�es.

3. Connâ�ssant les abscisses des points de contrôle et les bases B

i

, la courbe x

1

(u)

est totalement d�etermin�ee. Par cons�equent, pour chaque k, on peut d�eterminer

de mani�ere unique l'indice i(k) tel que D
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1

,
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5. A�n de trouver les ordonn�ees des points de contrôle d�e�nissant la B-Spline

recherch�ee, il ne reste plus qu'�a r�esoudre le probl�eme suivant, dont les inconnues

sont les V

i

2
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(11.14)

Les probl�emes du type (11.14) sont ce que l'on appelle en Recherche Op�eration-

nelle des probl�emes quadratiques strictement convexes. Dans la litt�erature, on distingue,

d'une mani�ere g�en�erale, deux m�ethodes pour les r�esoudre :

{ les m�ethodes simpliciales (cf. l'algorithme de Dantzig-Wolfe (Wolfe (1959), modi��e

par Dantzig (1963)), Graves (1967), Van de Panne et Whinston (1969) ou Tricot

(1996)).
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{ les m�ethodes par points int�erieurs (le lecteur int�eress�e pourra se reporter par

exemple �a Vanderbei (1992), Goldfarb et Liu (1991), Goldfarb et Liu (1993) ou

Monteiro et Adler (1989)).

La premi�ere m�ethode consiste �a utiliser des tableaux simplexe pour se d�eplacer vers

la solution du probl�eme ; la deuxi�eme consiste �a partir d'un point int�erieur du polytope

d�e�ni par les contraintes (C) de (11.14), et �a e�ectuer des d�eplacements convergeant

vers la solution, tout en restant �a l'int�erieur du polytope. C'est la m�ethode qui a �et�e

retenue dans MADMAX. La justi�cation de ce choix est la suivante : �a chaque fois

que le d�ecideur construit un point, MADMAX r�eactualise les B-Splines approximant les

courbes d'indi��erence et les fonctions d'utilit�e. Or il parâ�t assez intuitif de supposer

que l'ajout d'un nouveau point ne va pas changer radicalement l'allure de ces courbes.

Autrement dit, les points de contrôle de la nouvelle Spline ne devraient pas être tr�es

�eloign�es de l'ancienne. Un algorithme d'optimisation partant de points proches de celle-

ci devrait donc converger vers la solution du probl�eme quadratique tr�es rapidement. Or

il est tr�es facile de calculer des points proches des anciennes B-Splines et �a l'int�erieur

du polytope d�e�ni par (C). C'est pourquoi MADMAX utilise une m�ethode de points

int�erieurs plutôt qu'une m�ethode simpliciale.

Pour être pr�ecis, MADMAX impl�emente la m�ethode de r�esolution primale-duale

d�ecrite dans Monteiro et Adler (1989). Elle est en e�et simple �a mettre en oeuvre

tout en �etant performante (complexit�e en O(n

3

L)). Une l�eg�ere adaptation est toutefois

n�ecessaire pour calculer le point de d�epart de l'algorithme �a partir des anciennes B-

Splines, et ce pour deux raisons : tout d'abord parce que le calcul du point initial par

Monteiro et Adler n�ecessite que toutes les constantes du probl�eme quadratique (ici les

D

k

2

et les b

r

(u(k))) soient des entiers, et ensuite parce que l'on veut un point d�e�ni par

rapport aux anciens points de contrôle.

11.4 L'application MADMAX

Le but de cette section est de montrer le fonctionnement en pratique de l'appli-

cation MADMAX. Pr�ecisons tout d'abord quelques aspects techniques : MADMAX

a �et�e programm�e en C++, avec un interfa�cage en wxWin1.66b (environnement multi

plateformes), ce qui lui permet de fonctionner sous Windows 95/98 et X/MOTIF (en-

vironnement graphique des syst�emes UNIX). A l'heure o�u ce m�emoire est imprim�e,

MADMAX est encore en cours de d�eveloppement et n'est, pour l'instant, qu'une ma-

quette. Je pr�eciserais donc, dans ce qui suit, ce que la version �nale devrait comporter

et ce que r�ealise la version actuelle.

Lorsque le d�ecideur lance l'application, une fenêtre similaire �a celle de la �gure 11.23

apparâ�t. L'utilisateur choisit alors le nombre d'attributs (la dimension de X) et leur

type. Actuellement tous les attributs doivent être r�eels mais, dans un proche avenir, une

extension sera r�ealis�ee pour prendre en compte les entiers et les symboles. Une fois cette

phase pr�eliminaire r�ealis�ee, MADMAX entreprend un dialogue avec l'utilisateur, qui va

lui permettre de construire sa fonction d'utilit�e. L'�ecran d'ordinateur ne nous permet-

tant pas de repr�esenter des courbes dans des espaces de dimension n, nous avons donc
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de composant

les fonctions d’utilité
Fenêtres affichant

Zoom-

Zoom+

Fenêtre affichant les
courbes d’indifférence

Boutons pour changer

Barres permettant de modifier la taille des fenêtres

Ascenseur
Points construits
par le Décideur

Boite de dialogue avec l’utilisateur

Fig. 11.23: L'application graphique MADMAX.

choisi de n'a�cher que deux composants �a la fois. Ce n'est pas r�eellement un inconv�e-

nient car, en pratique, les trade-o�s font rarement intervenir plus de deux composants de

X �a la fois. Cependant, de temps �a autre, des conditions d�e�nissant des relations entre

les divers composants (comme l'axiome de conservation d'�echelle) seront test�ees a�n de

s'assurer de la coh�erence de la construction. Le processus de construction est illustr�e

dans la �gure 11.24 : MADMAX commence par s�electionner deux dimensions de X et

par calculer deux points de r�ef�erence (un pour chacune des deux courbes d'indi��erence

�a tracer). Dans la petite fenêtre en haut �a gauche de la �gure 11.23, MADMAX pose

ses questions aux d�ecideur a�n de d�eterminer un autre point sur chacune des courbes.

Lorsque celui-ci a r�epondu, MADMAX entreprend d'actualiser les B-Splines d�e�nissant

les courbes d'indi��erence. Il les a�che dans la fenêtre en bas �a droite de la �gure 11.23.

MADMAX peut, de plus, a�cher les points r�epondus par le d�ecideur. Une fois cette
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choix des attributs
Initialisation :

Questions posées
au Décideur

Calcul des courbes
d’indifférence

Calcul des
fonctions d’utilité

Affichage des courbes
d’indifférence et des

fonctions d’utilité

oui

non

Réponse

précise?
suffisamment

Fig. 11.24: L'algorithme de MADMAX.

op�eration e�ectu�ee, il recalcule les deux fonctions d'utilit�e correspondantes et les a�che

respectivement dans la fenêtre en haut �a droite, et en bas �a gauche, de la �gure 11.23.

Pour l'instant, MADMAX suppose que les courbes d'indi��erence, comme les fonctions

d'utilit�e, sont enti�erement convexes ou enti�erement concaves (ce qui permet de param�e-

trer simplement les probl�emes d'optimisation quadratiques) ; mais, dans un futur proche,

cette restriction sera supprim�ee. MADMAX continue en posant de nouvelles questions

a�n de d�eterminer deux nouveaux points sur les courbes, et le cycle peut recommencer.

J'ai programm�e MADMAX dans l'optique que les chercheurs en Th�eorie de la D�eci-

sion puissent l'utiliser pour mener �a bien des exp�eriences (mise en �evidence de certains

biais dans les r�eponses, de l'impact des donn�ees graphiques sur les r�eponses. . . ). Aussi,

le menu \options" (cf. �gure 11.25) permet-il de param�etrer le comportement de MAD-

MAX :

{ Type de questionnaire : l'utilisateur (ou l'exp�erimentateur) peut choisir le type

de questions pos�ees au d�ecideur : par X-Matching, Y-Matching ou Bi-Matching.

Mais MADMAX pourrait accepter �a l'avenir d'autres types de questionnaires (le

mode de calcul des fonctions d'utilit�e est su�samment souple pour cela).
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{ A�chage : l'utilisateur peut sp�eci�er s'il veut que les courbes d'indi��erence et/ou

les fonctions d'utilit�e apparâ�ssent �a l'�ecran. Par exemple, \Show F1" commute

l'a�chage de la fonction d'utilit�e de la fenêtre en bas �a gauche de la �gure 11.23.

\Show Responses" commute l'a�chage des points construits par le d�ecideur.

{ Test des axiomes d'�elimination : L'utilisateur peut demander �a MADMAX

de v�eri�er certains axiomes d'�elimination. Concr�etement, cette option modi�e les

questions pos�ees au d�ecideur. Par exemple, si \Check Reidemeister" a �et�e s�elec-

tionn�e, lorsqu'il en aura la possibilit�e, MADMAX d�eterminera des points grâce �a

cette condition et, ensuite, posera des questions au d�ecideur pour s'assurer que ce

qu'il a construit est en ad�equation avec les pr�ef�erences du d�ecideur.

{ Points de r�ef�erence : MADMAX o�re la possibilit�e de param�etrer les points de

r�ef�erence des deux courbes d'indi��erence. Comme son nom l'indique, l'option \Up-

per Left Reference Point" revient �a choisir un point de r�ef�erence dont la compo-

sante en abscisse est tr�es petite et dont celle en ordonn�ee est relativement grande.

En fait, si l'on consid�ere que plus les points sont situ�es vers la droite ou vers le haut

des fenêtres, et plus ils sont pr�ef�er�es par le d�ecideur (ce qui est la convention de

repr�esentation usuelle), alors choisir \Upper Left Reference Point" �equivaut �a s�e-

lectionner un point dont la composante en abscisse est relativement peu appr�eci�ee

du d�ecideur et dont celle en ordonn�ee l'est beaucoup.

11.5 R�esum�e

Ce chapitre a �et�e consacr�e �a l'�etude d'une application graphique permettant de

construire, grâce �a un processus conversationnel, des fonctions d'utilit�e additives. Parmi

l'ensemble des m�ethodes �a notre disposition pour parvenir �a ce r�esultat, nous avons

choisi une m�ethode par compensation (\trade-o�"). Les algorithmes classiques utilisant

ce type de construction pr�esentent deux inconv�enients majeurs :

{ ils supposent que les r�eponses du d�ecideur sont d'une pr�ecision in�nie puisqu'ils

font passer les courbes d'indi��erence par les points construits par le d�ecideur,

{ le processus de construction �etant en escalier, �a chaque it�eration ils utilisent des

donn�ees calcul�ees lors des it�erations pr�ec�edentes. Ainsi, une erreur dans la r�eponse

du d�ecideur �a une �etape du processus se r�epercute sur les suivantes.

Nous avons essay�e de pallier ces inconv�enients en utilisant l'algorithme suivant :

1. Nous essayons de construire deux courbes d'indi��erence. Pour cela, de nombreuses

m�ethodes conviennent : nous pourrions �evidemment utiliser un processus en esca-

lier, mais cela propagerait les erreurs dans les r�eponses du d�ecideur. Nous avons

plutôt choisi la m�ethode suivante :

(a) Nous choisissons un �el�ement de r�ef�erence sur chacune des deux courbes,
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Limite la région de
l’espace où sont posées
les questions

Recherche la valeur
de l’image d’un n-uplet
par la fonction d’utilité
actuelle

attributs (composants)

Modification de la
spécification des

Menu Edit

Edition des résultats :
Expression des fonctions
d’utilité sur chacun des
composants

Gestion des fichiers

Menu Files

Choix du point de référence
sur les deux courbes d’indifférence

Choix des axiomes à tester

Sélection des courbes à afficher
Type des questionnaires

Menu Options

Fig. 11.25: Les di��erents menus.
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(b) Nous posons des questions aux d�ecideur pour d�eterminer des points indi��e-

rents aux points de r�ef�erence,

(c) Sachant par exp�erience que les courbes d'indi��erence sont, en principe, tr�es

lisses (sauf en certains points particuliers) et ont relativement peu de points

d'inexion, nous recherchons des courbes lisses passant le plus pr�es possible

des points construits par le d�ecideur. Celles que nous utilisons sont des B-

Splines cubiques uniformes.

2. A partir de ces courbes, nous d�eduisons les fonctions d'utilit�e additives correspon-

dantes, l�a encore grâce �a l'utilisation de B-Splines.

Les avantages de ce type de construction sont :

{ une r�eduction de la propagation des erreurs dans les r�eponses du d�ecideur,

{ une r�eduction des impr�ecisions,

{ une souplesse de construction (les questions pos�ees au d�ecideur peuvent être de

type X-Matching, Y-Matching ou Bi-Matching),

En contrepartie, l'inconv�enient majeur de la m�ethode r�eside dans la puissance de calcul

qu'elle n�ecessite (un Pentium est un minimum).

Cette m�ethode a donn�e lieu �a une application graphique, MADMAX, qui fonctionne

actuellement sous Windows 95/98 et sous X/MOTIF.
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Chapitre 12

Conclusion

Nous devons esp�erer qu'il continuera de servir dans

nos recherches futures, et que, pour le meilleur ou

pour le pire, il s'�etendra, pour notre plaisir et peut-

être même aussi pour notre stup�efaction, �a de larges

branches de la connaissance.

Benô�t Mandelbrot

D

ans ce m�emoire, nous nous sommes int�eress�es �a l'existence et �a la construc-

tion de fonctions d'utilit�e additives. Celles-ci sont utilis�ees dans de nombreux

domaines : la Th�eorie de la D�ecision bien sûr, mais aussi en Intelligence Ar-

ti�cielle (on les appelle alors fonctions d'�evaluation), en Economie et, d'une

mani�ere g�en�erale, dans tous les domaines o�u l'on doit repr�esenter une relation d'ordre.

En Th�eorie de la D�ecision, ces fonctions pr�esentent deux avantages par rapport

aux utilit�es non additives : leur construction est relativement ais�ee, et leur utilisation

tr�es rapide. C'est pourquoi ces deux aspects ont suscit�e un oril�ege de contributions

depuis le d�ebut des ann�ees 60. Citons entre autres Debreu (1960), Fishburn (1970),

Ja�ray (1974b), Krantz, Luce, Suppes, et Tversky (1971), Wakker (1989) pour des

conditions assurant l'existence d'utilit�es additives ; Fishburn (1967), Keeney et Rai�a

(1993), Keeney et Sicherman (1976) pour des m�ethodes de construction.

Dans la litt�erature, les conditions d'existence testables, c'est-�a-dire utilisables par les

algorithmes de construction, font appel �a des hypoth�eses tr�es restrictives sur l'ensemble

des dimensions des espaces de pr�ef�erence : la solvabilit�e restreinte et non restreinte

dans l'approche alg�ebrique, et la connexit�e dans l'approche topologique. Ces hypoth�eses

ont pour cons�equence de limiter consid�erablement le champ d'application des utilit�es

additives. Aussi est-il int�eressant de les a�aiblir : ce fut l'objectif principal de ce m�emoire.

Les algorithmes de construction de la litt�erature sont, pour la plupart, fond�es sur

les techniques de d�emonstration des th�eor�emes d'existence de l'approche topologique,

c'est-�a-dire sur des constructions en escalier. Ainsi une erreur (d'estimation, de biais ;

cf. Delqui�e (1993), Hershey, Kunreuther, et Schoemaker (1982), Johnson et Schkade

(1989)) �a une �etape de l'algorithme peut-elle inuencer l'ensemble de la construction.

C'est pourquoi il est int�eressant d'�etudier si les r�esultats th�eoriques de ce m�emoire
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peuvent, d'une mani�ere ou d'une autre, aider �a pallier ou a�aiblir ces e�ets ind�esirables.

12.1 La contribution de ce m�emoire

Nous avons propos�e des conditions assez g�en�erales garantissant l'existence d'utilit�es

additives. En particulier, nous avons introduit une nouvelle m�ethode de d�emonstra-

tion des th�eor�emes d'existence, qui nous a permis de d�e�nir un nouveau principe de

construction r�eduisant la propagation des erreurs d'estimation. En�n, nous avons uti-

lis�e nos th�eor�emes d'existence a�n de g�en�eraliser des mod�eles de d�ecision d�ej�a existant.

12.1.1 Les r�esultats th�eoriques

L'obstacle principal �a une g�en�eralisation des th�eor�emes d'existence classiques r�e-

side dans les m�ethodes utilis�ees pour d�emontrer ceux-ci. En e�et, les deux approches

usuelles, l'approche alg�ebrique et l'approche topologique, utilisent des outils math�ema-

tiques relativement complexes et assez peu intuitifs. C'est pourquoi une grande partie

de ce m�emoire a �et�e consacr�ee �a l'�elaboration d'une nouvelle m�ethode de d�emonstration,

appel�ee approche analytique. Celle-ci est plus intuitive, elle n�ecessite peu de connais-

sances math�ematiques de haut niveau et, surtout, elle peut s'interpr�eter graphiquement.

Grâce �a ces propri�et�es, il a donc �et�e possible de g�en�eraliser les th�eor�emes d'existence

classiques.

Ces g�en�eralisations proviennent du fait que l'on a abandonn�e l'hypoth�ese restrictive

de solvabilit�e restreinte sur l'ensemble des dimensions de l'espace des pr�ef�erences, pour

ne la supposer v�eri��ee que sur quelques dimensions (deux ou trois su�sent amplement).

Un certain nombre de contre-exemples (dont certaines familles g�en�eriques) nous ont en

outre permis de montrer que les hypoth�eses de nos th�eor�emes sont minimales, au sens

o�u elles ne sont pas redondantes, et que l'on peut di�cilement les a�aiblir sans prendre

le risque d'obtenir des th�eor�emes non testables.

12.1.2 L'extension de mod�eles de d�ecision

Il existe un certain nombre de domaines dans lesquels les r�esultats th�eoriques de cette

th�ese peuvent s'appliquer directement. Citons par exemple la Th�eorie de la D�ecision

M�edicale, dans laquelle les �etats de sant�e sont souvent discrets, contrairement �a certaines

dimensions mon�etaires qui, elles, v�eri�ent l'hypoth�ese de solvabilit�e restreinte.

Cependant, on peut aussi int�egrer nos r�esultats th�eoriques dans des mod�eles de

d�ecision, voire même en cr�eer de nouveaux. Le chapitre 10 montre, par exemple, que l'on

peut g�en�eraliser le mod�ele de d�ecision �a base de donn�ees fr�equentistes de Coignard (1993)

et Coignard et Ja�ray (1994) au cas de fr�equences impr�ecises (estimation fr�equentiste

de fonctions de croyance). Le chapitre 9, quant �a lui, propose un petit mod�ele de prise

de d�ecision collective. Nous montrons alors que des hypoth�eses rationnelles et �ethiques

permettent de d�eduire celles employ�ees par nos th�eor�emes d'existence.
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12.1.3 La construction d'utilit�es

Parmi les r�esultats th�eoriques, nous avons �enonc�e un th�eor�eme d'existence d'utilit�es

additives sur des produits cart�esiens de dimension 2 dont le second composant �etait

bool�een (c'est-�a-dire qu'il ne pouvait prendre que deux valeurs). La d�emonstration de

ce th�eor�eme montrait comment l'on pouvait transformer une fonction d'utilit�e (pas

forc�ement additive) en une fonction d'utilit�e additive. En suivant un principe similaire,

nous avons montr�e qu'�a partir de deux courbes d'indi��erence, on pouvait construire une

famille de fonctions d'utilit�e additives ayant un certain nombre de points impos�es par

les deux courbes d'indi��erence en commun.

Le principe de construction adopt�e dans ce m�emoire consiste donc �a construire deux

courbes d'indi��erence, �a engendrer un �el�ement de la famille de fonctions d'utilit�e corres-

pondante et, ensuite, �a a�ner cet �el�ement en prenant en compte des couples de points

n'appartenant pas aux deux courbes d'indi��erence.

La di�cult�e consiste �evidemment �a cr�eer ces deux courbes. Mais, pour cela, des

techniques telles que le bi-matching (cf. Delqui�e (1996)) permettent d'obtenir un en-

semble de points sur chacune des courbes. On engendre alors celles-ci grâce �a des ap-

proximations par B-Splines (cf. Bartels, Beatty et Barsky (1987)) et des r�esolutions de

probl�emes quadratiques (cf. Monteiro et Adler (1989)). Le processus de construction

permet en outre de contrôler les erreurs d'estimation par l'introduction de contraintes

de convexit�e/concavit�e sur les courbes d'indi��erence et les fonctions d'utilit�e.

12.2 Quelques perspectives

Deux axes de Recherche paraissent int�eressants �a poursuivre, dans la lign�ee des

r�esultats de ce m�emoire.

Le premier axe concerne l'extension des r�esultats th�eoriques : nous avons montr�e

qu'elle semblait di�cilement r�ealisable sur des produits cart�esiens

1

; cependant, il reste

�a �etudier les sous-ensembles de produits cart�esiens. Il semble que les derniers r�esultats du

chapitre 7 sur la solvabilit�e restreinte locale puissent se g�en�eraliser �a des ensembles bien

plus g�en�eraux et notamment �a des sous-ensembles de produits cart�esiens. En d�e�nissant

ceux-ci comme des r�eunions de petits produits cart�esiens, la condition de Reidemeister

devrait permettre, dans certains cas, de propager la structure additive entre les produits

cart�esiens. On pourrait aussi envisager des sous-ensembles dont certains composants ne

sont pas solvables. Toutes ces familles de sous-ensembles ont des applications pratiques

tr�es int�eressantes.

Le deuxi�eme axe concerne la construction des utilit�es additives. Le programme pro-

pos�e dans ce m�emoire peut être manifestement am�elior�e : le calcul des B-Splines devrait

s'e�ectuer avec plus d'e�cacit�e, c'est-�a-dire en utilisant des techniques d'optimisation

quadratique plus appropri�ees ; ensuite, le contrôle de la concavit�e/convexit�e des courbes

devrait pouvoir être inf�er�e �a partir de techniques de statistique ; en�n, le programme ne

1

pour être pr�ecis, nous avons montr�e qu'a�aiblir encore la solvabilit�e, comme dans la famille g�en�erique

d'exemples de la page 89, devait être compens�e par un recourt �a des axiomes d'�elimination d'ordres

�elev�es.
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tient pas (encore) compte de la topologie particuli�ere des composants non solvables, et

pourrait donc être am�elior�e dans cette voie.

Ce programme devrait permettre �a court terme de mener �a bien des exp�eriences,

pour essayer de justi�er l'existence de certains biais par exemple. En particulier, on

pourrait se demander quel est l'impact des �el�ements graphiques (dessin des courbes

d'indi��erence et/ou des fonctions d'utilit�e) dans les r�eponses des utilisateurs.
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