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RESUME. Les réseaux bayésiens sont un des outils les plus populaires de la communauté In-
telligence Artificielle pour gérer des incertitudes. Ils allient en effet un aspect graphique trés
expressif et des mécanismes d’inférence de nouvelles informations tres efficaces. Deux catégo-
ries d’algorithmes existent a cet effet : les méthodes non orientées travaillant sur des structures
secondaires telle que celle de Jensen et les méthodes comme celle de Pearl, travaillant sur le
réseau bayésien d’origine. Il est communément admis que les premiéres sont nettement plus ef-
ficaces que les secondes. Nous présentons dans cet article un algorithme permettant d’obtenir
une structure secondaire orientée tres liée a celle de Jensen et nous montrons que des calculs
similaires a ceux de Pearl menés dans cette nouvelle structure atteignent des performances
identiques a celles de I’algorithme de Jensen.

ABSTRACT. By combining a very expressive graph and efficient inference mechanisms, Bayesian
networks have become increasingly popular among the Artificial Intelligence community for
dealing with uncertainty. Methods for propagating evidence in the network can be divided
into two classes: i) those that, like Pearl, use the Bayesian network structure to conduct the
inference process; and ii) those that, like Jensen, create undirected secondary structures and
perform computations in these new structures. It is commonly thought that the latter are much
more efficient than the former. In this paper, we present an algorithm that constructs a new
directed secondary structure, much related to Jensen’s one, and we show that Pearl’s algorithm
whithin this new structure is as efficient as Jensen’s algorithm.
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1. Introduction

Les réseaux bayésiens sont nés dans les années 80 d’un besoin de gérer efficace-
ment les incertitudes dans les systemes experts a base de regles. En effet, les regles du
type « si X est vrai, alors Y I’est aussi » présentaient deux inconvénients majeurs :
tout d’abord, dans les situations pratiques, leur pouvoir déductif était limité dans le
sens oll une connaissance imparfaite de X ne permettait pas d’inférer Y, faute de pou-
voir activer la regle. Ensuite, elles nécessitaient une gestion complexe des exceptions,
ne serait-ce que pour assurer la cohérence de la base. Pour pallier ces inconvénients,
[SHO 76] introduisit avec MYCIN les facteurs de certitude, avec des regles dans les-
quelles, lorsque X est vrai, Y 1’est aussi mais seulement avec un certain degré de
certitude. Malheureusement, les facteurs de certitude avaient, eux aussi, de mauvaises
propriétés, par exemple le traitement incorrect des informations corrélées ou bien cer-
taines abductions erronées. C’est ce qui amena Judea Pearl a proposer un nouveau
modele de regles fondé sur les probabilités : les réseaux bayésiens [PEA 88].

Rapidement, ceux-ci sont devenus I’un des outils les plus populaires de la com-
munauté Intelligence Artificielle pour gérer les incertitudes. Leur succes est certai-
nement dii au fait qu’ils allient une représentation compacte des probabilités et des
mécanismes de calcul efficaces. En particulier, ils permettent d’inférer I’impact d’une
nouvelle information sur une loi de probabilité (calcul de probabilités a posteriori).
De plus, la représentation utilisée, un graphe orienté dont chaque noeud correspond a
une variable aléatoire et dont les arcs représentent qualitativement des dépendances
entre les variables, permet de visualiser aisément les interactions entre variables. En-
fin, la force des dépendances est quantifiée grice a des probabilités conditionnelles,
ce qui permet d’obtenir une loi de probabilité jointe des variables a partir de sources
hétérogenes (des experts et/ou des bases de données). Ces avantages ont été exploités
dans de nombreux domaines. Citons par exemple le diagnostic de pannes ([BRE 99],
[NIE 00]) ou bien la modélisation d’utilisateurs ([CON 97], [MIS 96], [HOR 98]).
Voir [JEN 96] ou [BEC 99b] pour des exemples détaillés.

Avec I’amélioration de la puissance de calcul des ordinateurs, un besoin s’est fait
sentir de « coller » de plus pres a la réalité, avec pour résultat de complexifier de plus
en plus la structure des réseaux. Cette sophistication a bien entendu dégradé les per-
formances de 1’algorithme d’inférence proposé par Pearl et a favorisé la recherche de
nouveaux algorithmes plus performants. En 1988, [LAU 88] a proposé une méthode
de calcul tres différente de celle de Pearl. Elle fut par la suite améliorée par Jensen
[JEN 90]. Depuis, d’autres algorithmes sont apparus, qui sont tous fondés sur un prin-
cipe similaire ([SHA 90] et [MAD 99]).

Lorsque le réseau est sans cycles, il est communément admis que tous les algo-
rithmes d’inférence ont des performances similaires. En revanche, lorsque le réseau
contient des cycles, il est indéniable que la nouvelle vague d’algorithmes ([JEN 90],
[SHA 90], etc.) est supérieure a celui de Pearl et a ses variantes ([PEO 91]). Cette as-
sertion fut démontrée dans [SHA 94]. Depuis, quelques tentatives d’améliorations de
I’algorithme de Pearl ont été proposées ([DAR 95], [DIE 96] et [FA0O]), mais celles-
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ci ne rivalisent pas avec les méthodes a la Jensen. Toutefois, les algorithmes a la Pearl
présentent un avantage que les algorithmes fondés sur [JEN 90] ne possedent pas :
ils ont a leur disposition des informations (la d-séparation) qui leur permettent de dé-
tecter les zones du réseau dans lesquelles les calculs d’inférence sont inutiles. Or, en
pratique, cela permet une réduction considérable des temps de calcul. C’est pourquoi
dans cet article, nous présentons une nouvelle variante de 1’algorithme de Pearl qui,
tout en conservant cet avantage, obtient une complexité algorithmique comparable a
celle de Jensen (sans avoir recours a la d-séparation).

Dans la section 2, nous présentons brievement les réseaux bayésiens et les illus-
trons sur I’exemple classique de [LAU 88]. La section 3 décrit I’algorithme d’infé-
rence proposé par Jensen. Dans une premiere phase, celui-ci construit une structure
secondaire non orientée appelée arbre de jonction et, dans un deuxiéme temps, il
effectue des calculs probabilistes dans cette structure. En nous fondant sur deux re-
marques concernant 1’arbre de jonction, nous motivons dans la section 4 un algorithme
transformant le réseau bayésien en un nouveau réseau orienté intimement lié a I’arbre
de jonction. Dans la section 5, une légere variante de 1’algorithme de [FA0O] est pré-
sentée qui, appliquée a ce nouveau réseau, atteint une performance égale a celle de
I’algorithme de Jensen. Les démonstrations sont fournies en appendice.

2. Qu’est-ce qu’un réseau bayésien ?

Définition 1 Un réseau bayésien est un triplet (V, A, P) représentant les connais-
sances que [’on posséde d’un domaine d’étude, et dans lequel :

1)V = {Xy,..., X, } est un ensemble de neeuds/variables aléatoires, que nous
supposerons discretes dans la suite de cet article ;

2) A CV x V est un ensemble d’arcs tel que le graphe G = (V, A) ne contient
pas de circuit'. On dit alors que le graphe est un DAG? ;

3) P est ’ensemble des lois de probabilité de chaque nceud de V conditionnelle-
ment a toutes les configurations de ses parents dans le graphe G. Nous écrirons sym-
boliquement : P = {P(X|Pa(X)) : X € V}, oit Pa(X) est ’ensemble des parents
de X.

Par exemple, dans le domaine médical, les nceuds/variables aléatoires correspondent
aux symptomes et aux maladies, les arcs représentent les liens entre ces symptomes
et ces maladies, et les probabilités quantifient la puissance de ces liens, c’est-a-dire la
corrélation entre les variables.

1. Un circuit est un ensemble de nceuds { X, , ..., Xj, } tel que, pour tout j € {1,...,k — 1},
il existe un arc de X;; vers X;_,,ettel que X;, = Xj,.
2. DAG : acronyme de directe acyclic graph.
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En théorie des probabilités, il est connu que la formule :
P(Xl :J)l,...,Xn:LI}n) :P(Xl :xl)x
HP(XZ = 1’2|X1 =T1,y... ,Xl',l = 1’171) Vxl, R )
i=2

que nous écrirons symboliquement :

P(X1,...,X,) = P(Xy) x [[ P(Xi| X1, ..., Xia), (1]
=2

est valable quelles que soient les relations entre les différentes variables X; de 1°.

Si I’on possede la connaissance que, pour un indice ¢ donné dans {2, ...,n}, I'en-
semble {1,...,i — 1} peut étre partitionné en deux sous-ensembles K; et L; tels que
K;NL; = () et que la variable aléatoire X; soit indépendante des variables X;, [ € L;,
conditionnellement a { X}, : k € K}, alors

P(Xlle, - ,Xifl) = P(XZ‘X]C,]C € Kz)7

et donc, si le graphe G = (V, A) est congu de telle maniére que A = {(X, X;) : 7 €
{1,...,n}, k € K;}, laloi de probabilité jointe sur V sera égale a :

P(V) = P(Xy,...,X,) = P(X;) x ﬁp(xim, ke K;) = ﬁ P(X;|Pa(X;)).
=2 1=1

Le graphe G = (V, A) représente donc simplement des indépendances probabilistes
entre les différentes variables. En pratique, il s’avere que les probabilités condition-
nelles P(X;| Xk, k € K;) requierent beaucoup moins d’espace de stockage que celles
de I’équation [1]. Elles rendent ainsi possible le stockage sur ordinateur des probabi-
lités de domaines tres complexes, 1a méme ou la loi de probabilité jointe est si volu-
mineuse qu’elle ne peut raisonnablement étre stockée sur aucun ordinateur.

A titre d’illustration, considérons un exemple médical fictif di a [LAU 88] : « La
dyspnée, une maladie respiratoire, peut étre engendrée par une tuberculose, un cancer
du poumon, une bronchite, par aucune de ces maladies ou bien par plusieurs d’entre
elles. Des statistiques ont montré qu’un séjour récent en Asie augmente le risque de
tuberculose. Il est bien connu que fumer est un facteur de risque pour le cancer du
poumon et la bronchite. Enfin, on sait qu’une radio des poumons ne permet pas de
discriminer entre un cancer du poumon et une bronchite, de méme, d’ailleurs, que la
présence ou 1’absence de dyspnée ». De cet exemple particulierement déprimant, on
peut déterminer les variables suivantes : « dyspnée », « tuberculose », « cancer du
poumon », « bronchite », « séjour en Asie », « fumer », « radio », toutes ces variables
étant booléennes. Les arcs du réseau bayésien peuvent étre aisément déduits du texte

3. Cela correspond a une simple application récursive de la formule P(A, B) = P(A|B)P(B).
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ci-dessus. En effet, puisque la dyspnée peut étre engendrée par une tuberculose, un
cancer du poumon et/ou une bronchite, il doit y avoir des arcs entre « dyspnée » et ces
trois variables. Il reste maintenant a les orienter. D’une maniere générale, on essaye
d’orienter des variables causes vers les conséquences car cela permet souvent d’ob-
tenir des réseaux peu denses (petit nombre d’arcs). Cela dit, rien n’interdit d’utiliser
I’orientation inverse, la regle de Bayes permettant d’intervertir de maniere probabi-
liste causes et conséquences. Puisqu’un séjour récent en Asie augmente les risques de
tuberculose, le graphe doit contenir un arc de « séjour en Asie » vers « tuberculose ».
En itérant ce procédé sur I’ensemble du texte, on obtient le réseau de la figure 1.

séjour
en Asie
tuberculose

cancer du
poumon

Figure 1. Le réseau bayésien de la dyspnée

Une fois le graphe constitué, on stocke dans chaque nceud ses lois de probabilités
conditionnelles a toutes les configurations de ses parents dans le graphe. On possede
alors une décomposition de la loi jointe de toutes les variables aléatoires et il est donc
possible de calculer n’importe quelle probabilité marginale (probabilité qu’une va-
riable prenne telle valeur), jointe (probabilité qu’un groupe de variables prenne tel
ensemble de valeurs), conditionnelle (probabilité qu’une variable prenne telle valeur,
sachant la valeur d’une autre variable), etc. Ainsi, on peut interroger le réseau de la
figure 1 pour savoir quelle est la probabilité qu’un patient quelconque se rendant chez
un médecin soit atteint de dyspnée. On dit alors que 1’on calcule la probabilité margi-
nale a priori de la dyspnée, autrement dit P(dyspnée). Si le patient affirme au médecin
étre fumeur et n’avoir jamais été en Asie, le réseau peut fournir la probabilité margi-
nale a posteriori de la dyspnée, c’est-a-dire P(dyspnée|fumeur,non séjour en Asie).
Intéressons-nous maintenant au calcul de ces probabilités.

3. L’algorithme de Jensen

L’ algorithme d’inférence de Jensen, Lauritzen et Olesen, que nous appellerons plus
simplement « algorithme de Jensen » par la suite, n’utilise pas directement la structure
de graphe du réseau bayésien, mais il emploie une structure secondaire appelée arbre
de jonction. Celle-ci, bien plus adaptée aux calculs que le réseau bayésien d’origine,
permet a Jensen d’étre, par 1a méme, beaucoup plus efficace que Pearl, ce dernier
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travaillant sur le graphe d’origine. Afin d’unifier ces deux méthodes de calcul, nous
allons montrer dans la section suivante comment I’arbre de jonction peut étre adapté
pour I’algorithme de Pearl. C’est pourquoi, dans cette section, nous allons décrire en
détail sa construction.

3.1. La génération de ’arbre de jonction

La génération de I’arbre de jonction passe par les trois étapes suivantes :

1) moralisation et suppression des orientations des arcs,

2) triangulation,

3) construction d’un arbre a partir des cliques du graphe triangulé.

La phase de moralisation consiste a reformuler la décomposition de la loi jointe
sous forme d’un graphe non orienté. Elle découle de la propriété suivante de I’indé-
pendance conditionnelle : soient X, Y, Z des variables aléatoires ou des groupes de
variables, alors X est indépendante de Y conditionnellement a Z si et seulement si les
expressions suivantes, qui sont équivalentes, sont vérifiées :

1) P(X,Y,Z) = P(X|Z)P(Y, Z) = P(X|2)P(Y|Z)P(Z);

2) P(X,Y, Z) est de la forme a(X, Z)b(Y, Z), ot a et b sont des fonctions quel-

\@\@ \@/ﬁj

(a) réseau d’origine (b) graphe moralisé

Figure 2. La phase de moralisation

Lorsque I’on utilise la premiere propriété, on obtient une décomposition « orien-
tée » dans le sens ou elle fournit des probabilités conditionnelles (les parents des
nceuds sont les variables a droite des barres de conditionnement). Ainsi P(V) =
P(T|H,R) P(S|G,H)P(R|F)P(H|D)P(G|C)P(F|B)P(D|A, B) P(C|A) P(B)
P(A) produit-il le graphe de la figure 2a. En revanche, si 1’on applique la propriété 2
a la méme loi jointe, on ne peut plus obtenir un graphe orienté, simplement parce que
les fonctions a et b de la propriété ne contiennent pas de barre de conditionnement.
L’idée consiste alors a relier entre elles toutes les variables dont dépendent ces fonc-
tions. Ainsi, une application de la propriété 2 similaire a celle de la propriété 1, qui
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avait abouti a la décomposition de la loi jointe ci-dessus, permet d’obtenir la décom-
position suivante :

P(V) =a(T, H,R)b(S,G, H)c(R, F)d(H, D)e(G, C) 2]
F(E,B)g(D, A, B)h(C, A)i(B)j(A),

ce qui permet d’en déduire le graphe moralisé de la figure 2b. Pour synthétiser, la mo-
ralisation consiste simplement a relier tous les parents d’un méme noceud et a supprimer
les orientations (les arcs deviennent donc des liens).

Remarquons que les cliques du graphe moralisé correspondent aux ensembles de
variables des fonctions a, b, ¢, etc. (aprés absorption, telle que celle de j(A) par
h(C, A) par exemple, chaque fois que c’est possible). Une clique est un ensemble
maximal de nceuds tel qu’il existe un lien reliant tout couple de variables de cet en-
semble. L’ arbre de jonction est précisément formé a partir de ces cliques :

Définition 2 (arbre de jonction) Soit G = (V, ) un graphe non orienté, et soit C
Pensemble des cliques de G. Un arbre de jonction est un arbre* dont les neeuds sont
les éléments de C et dont les liens vérifient la propriété d’intersection courante : Si Cq
et Cy sont des cliques de C alors, dans toute chaine reliant Cy et Cs, toutes les cliques
de la chaine contiennent C1 N Cay.

Malheureusement, du graphe moralisé on ne peut pas systématiquement déduire
un arbre de jonction. En effet, comme le montre la figure 3, le graphe de jonction
obtenu peut encore contenir des cycles. Dans cette figure, les cliques du graphe de
jonction sont représentées par des ellipses et les intersections, que 1’on appelle aussi
séparateurs, par des rectangles. Or, 1’algorithme d’inférence de Jensen ne fonctionne
que lorsque le graphe de jonction est un arbre. C’est pourquoi, apres la moralisation,
on effectue une phase de triangulation. En effet, pour un graphe G donné, il existe
un arbre de jonction correspondant si et seulement si G est triangulé (cf. [COW 99,
page 53] pour une démonstration détaillée).

Un graphe G = (V, &) est triangulé si et seulement si tout cycle de longueur 4
ou plus possede une corde, c’est-a-dire que le cycle contient un couple de nceuds non
adjacents dans ce cycle et reliés par un lien dans £. Comme 1’a montré [ROS 70],
trianguler le graphe moralisé revient a appliquer I’algorithme suivant :

Algorithme 1 (triangulation) Soit G = (V, £) un graphe non orienté, on V = { X,
..., Xp}. Soit o une permutation de {1, ... ,n}. On dit qu’on élimine un neeud X;
de G lorsque I’on rajoute a & des liens entre tous les voisins de X; (X; et ses voisins

4. Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Un graphe est connexe si tout couple de nceuds
est relié par une chaine. Une chaine reliant un nceud X a un nceud Y est un ensemble de nceuds
{X1,..., Xi}telsque X; = X, X, =Y, ettel que pour tout i € {1,...,k— 1}, il existe un
lien reliant X; et X;4+1. Enfin, un cycle est une chaine reliant un nceud a lui-méme sans passer
deux fois par le méme lien.
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(A) (&)
© ) © )
@ G) @v&?
©) ©

(a) réseau d’origine  (b) graphe moralisé  (c) graphe de jonction

Figure 3. Graphe moralisé et graphe de jonction

forment alors une clique) et qu’ensuite on supprime X; ainsi que ses liens adjacents
de G.

Trianguler G consiste : 1) a éliminer successivement les nceuds X (1y, - - -, Xo(n),
etacréer Ep I'ensemble des liens ajoutés successivement a G lors de ces éliminations ;
2) a former le graphe G = (V,E U Er).

Théoreme 1 (Rose 70) Le graphe G obtenu a l'issue de ’algorithme 1 est triangulé.

Autrement dit, trianguler un graphe revient a appliquer une séquence d’élimination
de nceuds. Bien entendu, des séquences différentes vont aboutir a des arbres de jonc-
tion différents, et a des complexités différentes dans les calculs de probabilités. Dans
cet article, nous ne nous intéresserons pas a chercher la meilleure séquence possible.
En effet, nous montrerons que les calculs de notre variante de Pearl rivalisent avec
ceux de Jensen, et ce quelle que soit la séquence d’élimination choisie. Cela dit, le
lecteur intéressé par les méthodes permettant de trouver de « bonnes » triangulations’
pourra se reporter a [KJZE 90], a [BEC 96b] ou bien encore a [SHO 97].

SN AN

© © ©
G

H R) G H R

(a) apres élimination de S (b) apres élimination de C  (c¢) le graphe triangulé

Figure 4. La phase de triangulation

A titre d’exemple, reprenons le graphe moralisé de la figure 2b et appliquons la
séquence d’élimination S, C, G, R, T, B, D, H, F', A. L’élimination du nceud S ne

5. Trouver la triangulation optimale est un probleme NP-difficile comme 1’a montré [YAN 81],
c’est pourquoi on se contente d’heuristiques.
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rajoute aucun lien puisque les voisins de S, les nceuds G et H, sont déja reliés entre
eux. A I'issue de cette élimination, on obtient le graphe de la figure 4a. Lorsque 1’on
élimine C, on doit rajouter le lien (A4, G) car A et G sont les voisins de C' et ne sont pas
encore reliés. A I’issue de cette élimination on obtient alors le graphe de la figure 4b,
et ainsi de suite. Enfin, le graphe triangulé G obtenu en rajoutant au graphe moralisé
les liens de triangulation est représenté sur la figure 4c.

L’arbre de jonction est obtenu en prenant I’ensemble des cliques du graphe tri-
angulé Gr, et en les reliant de maniere a respecter la propriété de I’intersection cou-
rante. Pour cela, le lecteur pourra se reporter a [COW 99, page 60]. Notons que pour
un graphe triangulé, il peut exister plusieurs arbres de jonction. Cela dit, comme le
montre [JEN 94], tous ces arbres possedent les mémes cliques et les mémes sépara-
teurs. A titre d’illustration, la figure 5 montre un arbre de jonction correspondant au
graphe triangulé de la figure 4c.

(a) le graphe triangulé (b) I’arbre de jonction

Figure 5. L’arbre de jonction

3.2. L’inférence dans I’arbre de Jonction

Une fois I’arbre de jonction construit, Jensen associe a chaque clique et a chaque
séparateur un potentiel, c’est-a-dire une fonction de ’ensemble des variables de la
clique. Celles-ci correspondent, dans I’esprit, aux fonctions a, b, etc., que nous avions
obtenues dans 1’équation [2]. Nous ne décrirons pas ici I’algorithme permettant d’ini-
tialiser ces potentiels et nous laisserons le lecteur se reporter a [JEN 96, pages 73-87].
Simplement, notons qu’a I’issue de cette phase d’initialisation les potentiels contien-
nent les probabilités jointes de toutes les variables des cliques et séparateurs auxquels
ils sont associés. Dans la suite, nous noterons ¢ les potentiels des séparateurs et
ceux des cliques.

Le probléme auquel nous allons nous intéresser est celui du calcul des probabi-
lités marginales a posteriori, celui des probabilités a priori n’étant pas en soi extré-
mement intéressant dans la mesure ou il n’est effectué qu’'une seule fois (pendant la
phase d’initialisation). Considérons donc la portion d’arbre de jonction de la figure 6.
Supposons qu’a I’issue de la phase d’initialisation, les potentiels de C;, C; et S sont
respectivement ¢(C;) = P(C;), v(C;) = P(C;) et ¢(S) = P(S). Puisque S est
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Figure 6. L’algorithme d’inférence de Jensen

un séparateur, S = C; N Cj et donc ¢(S) = >\ s P(Ci) = D> ,\ s P(C;). On dit
alors que I’arbre a atteint un état d’équilibre dans la mesure ol tous les potentiels des
cliques et des séparateurs sont cohérents entre eux.

Maintenant, on apprend une nouvelle information et celle-ci a pour effet de mo-
difier ¢(C;) en *(C;). Ce peut étre, par exemple, une information ey indiquant
qu’une variable X de C;, qui pouvait a priori prendre les valeurs x4, . . ., xj, ne peut
plus prendre la valeur x;, ou bien encore que 1’on vient d’observer qu’une variable Y
avait pris la valeur y. Dans tous les cas, nous supposerons que toute information
ex relative a un neeud X est indépendante conditionnellement a X des autres
variables du réseau et des informations relatives a ces variables. Revenons a notre
nouvelle information qui a modifié ¥ (C;) en ¥*(C;). L’équilibre est rompu puisque
O(S) # 2o\ s ¥ (Ci). Pour rétablir ce dernier, il suffit d’appliquer la double opéra-
tion suivante, que 1’on appelle une absorption de C; par C; :

1) ¢*(S) = Z ™ (C;) remplace le potentiel ¢(S) associéa S';
Ci\S

. 9" (S)

Il est alors facile de voir qu’a I’issue de ces deux étapes, 1’arbre est a nouveau
dans un état d’équilibre. L’algorithme d’inférence de Jensen consiste a utiliser de
maniere systématique la procédure d’absorption pour rétablir I’équilibre dans tout
I’arbre de jonction. Pour assurer que la totalité du graphe sera traitée correctement,
[JEN 96] montre qu’il suffit de choisir au hasard une clique C, la racine, et de lui
appliquer successivement les deux fonctions Collecte et Distribution, ci-dessous. Une
fois le graphe a nouveau dans un état d’équilibre, la probabilité marginale a posteriori
de chaque variable X; peut étre déterminée simplement en choisissant une clique C'
(resp. un séparateur .S) contenant la variable X; et en calculant ZC\ (X} P*(C) (resp.

2os\ix.y @7 (9

remplace le potentiel ¥(C;) associé a C;.

Algorithme 2 (Collecte sur une clique C;) pour toutes les cliques C; adjacentes a
C; excepté, si elle existe, la clique qui a appelé la Collecte de C;, faire :

(1) appeller Collecte sur C';,
(2) effectuer I’absorption de C; par C;.

Algorithme 3 (Distribution sur une clique C;) pour toutes les cliques C; adja-
centes a C; excepté, si elle existe, la clique qui a appelé la Distribution de C;, faire :

(1) effectuer I’absorption de C; par C},
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(2) appeller Distribution sur C.

Ce qu’il est important de remarquer pour notre unification des algorithmes de Pearl
et de Jensen c’est que la taille des calculs lors de I’absorption correspond a la taille
des cliques. De plus, si 1*(C;) correspond a une probabilité jointe des variables de
la clique C; et des nouvelles informations insérées dans le graphe, alors ©)*(C}) est
aussi une probabilité jointe.

W(RTFH) (SGH) %(CAG) ¢*(RTFH) *(SGH)* (CAG)

Y(ADFH) *(ADFH)

Figure 7. Illustration de I’algorithme d’inférence de Jensen

Ilustrons cette méthode sur I’exemple de la figure 7 : Sur la partie gauche de la
figure sont représentés les potentiels a I’issue de I’initialisation de I’arbre de jonction.
De nouvelles informations e et ec relatives a 7' et C' sont apparues. Pour propa-
ger ces informations dans tout ’arbre de jonction, nous avons choisi arbitrairement
la clique ADF H comme racine. Nous appelons donc la fonction Collecte sur cette
clique. Celle-ci appelle alors Collecte sur la clique RT F'H. Cette clique n’ayant pas
d’autre voisin, elle met 2 jour sa probabilité v*(RTFH) = P(R,T,F,H,er) et la
clique ADFH « absorbe » cette information : ¢(F H) est remplacée par ¢*(FH) =
P(F,H,er) et Y(ADFH) est remplacé par W(ADFH) x ¢*(FH)/¢(FH). La
clique ADF H exécute alors la fonction Collecte sur GH A qui, a son tour, I’exécute
sur les cliques SG H puis C AG. SG H n’ayant regu aucune information, 1*(SGH) =
Y(SGH).Laclique AGH absorbe alors les informations de SGH puis de CAG, elle
a alors le potentiel *(GHA), qu’elle transmet 8 ADF H pour absorption. Enfin,
cette derniere exécute Collecte sur ABDF et absorbe ses informations de maniere
a obtenir le potentiel v*(ADF H). Dans une deuxieme étape, on appelle la fonction
Distribution sur ADF H et I’équilibre est rétabli.

4. Une nouvelle triangulation pour graphe orienté

Dans la littérature sur les réseaux bayésiens, les triangulations sont exclusivement
effectuées sur les graphes moralisés, c’est-a-dire sur des graphes non orientés. L’ ob-
jectif de cet article étant de produire une variante de 1’algorithme de Pearl effectuant
des calculs similaires a ceux de Jensen, et la méthode de Pearl fonctionnant sur des
graphes orientés, nous proposons dans cette section de réaliser une opération similaire
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a la triangulation de la section précédente, mais reposant uniquement sur des graphes
orientés. Pour cela, nous allons utiliser deux remarques a propos de cette triangulation.

Tout d’abord, nous avons vu qu’a chaque triangulation correspondait une séquence
d’élimination de nceuds. Le corollaire du théoreme 1 ci-dessous, dont on peut trouver
la démonstration dans [LAU 96, proposition 2.17], montre que lorsque I’application
de I’algorithme 1 avec une séquence d’élimination des nceuds particuliere ne produit
aucun lien supplémentaire, c’est que le graphe était déja triangulé.

Corollaire 1 Un graphe non orienté G = (V,E) est triangulé si et seulement si
il existe une séquence d’élimination des nceuds o telle que ’application de [’algo-
rithme 1 avec cette séquence ne crée aucun lien n’appartenant pas déja a E.

Par exemple, si I’on considere le graphe de la figure 8, 1’application de la séquence
d’élimination {S,C,G,R,T,B,D,H, F, A} ne produit aucun lien, et, par consé-
quent, on peut en déduire que le graphe est triangulé.

Figure 8. Un graphe triangulé avec la séquence {S,C,G,R,T,B,D, H, F, A}

La deuxiéme remarque qui va nous permettre d’effectuer la triangulation sur des
graphes orientés concerne la phase de moralisation. On peut noter que la moralisa-
tion d’un graphe constitué uniquement d’un nceud et de ses parents forme une clique
(cf. la figure 9).

@& ® © O

0y

(a) un réseau bayésien (b) le graphe moralisé
Figure 9. La moralisation d’un graphe peut aboutir a une clique

Reconsidérons maintenant 1’algorithme de triangulation : lors de 1’élimination du
premier nceud, appelons-le X, on créait une clique contenant X et ses voisins. Donc,
d’apres le paragraphe précédent, si tous les voisins de X sont ses parents, la triangula-
tion ne rajoute aucun lien (puisque la moralisation 1’a déja fait). Apres I’élimination de
X, on élimine Y. La encore, si ses voisins sont ses parents, la moralisation a déja créé
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tous les liens nécessaires pour former une clique, la triangulation ne rajoutera donc
aucun nouveau lien, etc. D’apres la premiere remarque, cela implique que le graphe
moralisé est déja un graphe triangulé. Ces observations justifient la proposition sui-
vante :

Proposition 1 Soit G = (V, A) un graphe orienté, V = {Xy,..., X, }. Soit o une
séquence d’élimination aboutissant a un graphe non orienté triangulé G = (V, £).
Alors lamoralisation du graphe G' = (V, A'), ou A’ = {(X;, X;) : 071 (i) > o71(j)
et l'aréte (X;, X;) € £}, fournit un graphe déja triangulé selon la séquence o. On
appellera G' un graphe orienté triangulé.

Cette proposition indique simplement comment trouver un graphe triangulé orienté
a partir d’un graphe triangulé non orienté : il suffit de partir de ce dernier, de parcou-
rir les nceuds dans leur ordre d’élimination, et pour chaque lien adjacent au nceud,
d’orienter ce lien vers le noeud lui-méme. Par exemple, sur la figure 10a, considérons
un graphe non orienté, triangulé selon la séquence {S,C, G, R, T, B, D, H, F, A}.Le
nceud S estlié a G et H, on remplace donc les liens (G, S) et (H, .S) par des arcs de G
vers S et de H vers S. Ensuite, 1’élimination de C' provoque le remplacement des liens
(A,C) et (G, C) par des arcs allant vers C. Plus intéressant, lorsqu’on passe a G, il
ne reste plus que deux liens, a savoir (A, G) et (H,G), car (G,C) et (G, S) sont des
arcs et non pas des liens. On remplace donc (A, G) et (H, G) par des arcs allant vers
G, et ainsi de suite. Apreés avoir parcouru toute la séquence d’élimination, on obtient
le graphe de la figure 10b. Le lecteur pourra vérifier aisément que ni la moralisation ni
la triangulation ne rajouteront de lien a ce graphe. En ce sens, on peut dire que c’est
un graphe orienté « triangulé ».

o N
T

G

© @

(a) graphe triangulé non orienté (b) graphe triangulé orienté

Figure 10. Passage d’un graphe triangulé non orienté a un graphe triangulé orienté

Bien entendu, le graphe G’ = (V, A’) ainsi obtenu représente une décomposi-
tion d’une loi de probabilité jointe P’(V) différente de la loi P(V) du réseau ini-
tial G = (V, A). Le probleme auquel nous sommes confrontés maintenant est de
savoir si cette nouvelle décomposition est compatible avec celle du réseau d’ori-
gine, autrement dit P (donnée) est-elle aussi décomposable selon le nouveau graphe,
ou encore existe-t-il une loi P’ telle que P(V) = P’(V)? Deux décompositions
peuvent en effet €tre différentes sans que leurs lois de probabilité jointe le soient,
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par exemple, lorsque A, B et C sont des variables indépendantes les unes des autres,
P(A,B,C)=P(A)P(B,C) = P(A, B)P(C). Celadit, rien ne garantit a priori que
P'(V) = P(V); il se pourrait en effet que deux variables dépendantes selon G soient
indépendantes selon la décomposition de G’. Dans ce cas, notre triangulation orientée
n’offrirait que peu d’intérét puisque des calculs effectués dans G’, on ne pourrait rien
déduire sur les probabilités des nceuds distribués selon la loi P. Fort heureusement,
il y a compatibilité. En fait, la décomposition fournie par G’ se contente simplement
« d’occulter » quelques indépendances. Pour montrer cela, il suffit de constater que si
I’on rajoute des arcs dans un réseau bayésien, la décomposition de la loi ainsi obte-
nue est compatible avec 1’ancienne loi (on a simplement caché des indépendances), et
de noter que I’on peut changer le sens d’un arc pourvu que I’on utilise les formules
spécifiées dans le théoréme suivant dii a [SHA 86] :

Théoréme 2 (Renversement d’un arc (X,Y')) Considérons un réseau bayésien
(V, A, P) dans lequel X est parent de Y (cf. figure 11a) et dans lequel il n’existe
pas d’autre chemin de X versY (un chemin est un ensemble de neuds {71, . .., Zy}
tel que Zy = X, Zy, = Y et, pour touti € {1,...,k — 1}, (Z;, Zi+1) € A). Notons
Pa les parents d’un neeud dans ce graphe. Selon la figure 11a, Pa(X) = {Z; : i €
INU{V:jeJletPa(Y)={X}U{V;:j e JJU{W, : ke K}.

Alors le réseau bayésien (V, A’,P") obtenu en remplacant l'arc (X,Y) par
(Y, X) et en rajoutant les arcs (Wi, X), k € K, et (Z;,Y), i € I, est encore un
réseau bayésien, i.e. il ne contient pas de circuit. De plus, il vérifie les propriétés
suivantes :

- Pd(Y) = (Pa(X)UPa(Y))\{X};

- Pad(X)=(Pa(X)UPa(Y)U{YP\{X},

- P'(Y|Pd(Y)) =) P(Y|Pa(Y))P(X|Pa(X));

X

~ P(X|Pd (X)) = P(Y“;EQ;(@%(X))

Enfin, P'(V) = P(V) pour toutes les valeurs des variables de V, ¢’est-a-dire que les
deux réseaux représentent la méme loi de probabilité.

X7 (a7
e! & B W

(a)graphe avant le renversement  (b) graphe apres le renversement

Figure 11. Le renversement d’arc selon Shachter

Revenons a notre probleme : le réseau orienté triangulé représente-t-il une dé-
composition compatible avec celle du réseau de départ? Eh bien oui car il suffit
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de passer progressivement du graphe initial au réseau final en faisant des renverse-
ments d’arcs (en appliquant les formules ci-dessus) et, éventuellement, en rajoutant
des arcs. Par exemple, essayons de transformer le réseau de la figure 12a en celui
de la figure 12f. On avait vu que ce dernier était obtenu grace a la séquence d’éli-
mination S, C, G, R, T, B, D, H, F, A. Reprenons donc cette séquence et appliquons-
lui des renversements d’arcs. Ceux adjacents a .S sont bien orientés. Passons a C :
I’arc (A, C) est bien orienté, mais pas (G, C). On renverse donc (G, C') (ce qui ra-
joute ’arc (A, G)) et I'on remarque que cela ne crée pas de circuit dans le graphe
(cf. figure 12b). Passons a GG : tous ses arcs sont bien orientés mais, pour obtenir le
graphe final, il manque ’arc (H, G). On rajoute donc celui-ci et I’on met & jour la
table de probabilité conditionnelle de G en dupliquant celle-ci autant de fois que H a
de valeurs (cf. figure 12c¢). Passons a 1’élimination du nceud R : I’arc (F, R) est bien
orienté, mais pas (R, T). On applique donc le renversement d’arc sur (R,T'), ce qui
rajoute les arcs (F,T) et (H, R) (cf. figure 12d). L’élimination de 7" ne change pas
le graphe. L’élimination de B revient a intervertir les arcs (B, F') et (B, D), ce qui
induit ’ajout de I’arc (A, B) (cf. figure 12¢) et ainsi de suite jusqu’a ce que 1’on ait
parcouru toute la séquence d’élimination.

(d) apres élimin. de R (e) apres élimin. de B (f) graphe triangulé orienté
Figure 12. Triangulation par renversement d’arc

En fait, le processus ci-dessus s’applique & n’importe quel réseau bayésien et a
n’importe quelle séquence d’élimination, ce qu’exprime la proposition suivante :

Proposition 2 Soit G = (V, A) un DAG, V = {X1,...,X,}. Soit 0 une séquence
d’élimination aboutissant a un graphe triangulé non orienté Gy = (V,€) et a un
graphe triangulé orienté G = (V, Ar). Soit iq le plus grand index dans {1, ...,n —
1} tel que, pour tout i < ig, I’ensemble des arcs de A adjacents a X ;) est égal a
I’ensemble des arcs adjacents a X 5(;y dans Ap. SiV' = {Y : (X,(,),Y) € A\Ar}
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est non vide, alors il existe un neeud Z € V' sans ancétre® dans V' et le théoréme 2 est
applicable dans G sur I'arc (X ,(;,), Z). De plus, si I’on retriangule le graphe obtenu
apres application du théoréme 2, on retrouve Gg et Gr.

Une application récursive de la proposition ci-dessus permet de déduire et de jus-
tifier I’algorithme ci-dessous :

Proposition 3 (graphe orienté triangulé) Soient G = (V, A) un graphe orienté, )V =
{X1,...,X,}, et 0 une séquence d’élimination aboutissant & un graphe orienté iri-
angulé Gr = (V, Ar). L’application de la fonction suivante successivement a toutes
les variables de V en suivant I’ordre défini par o transforme G en Gr :

fonction elimination(neud X)
I tant que V' ={Y :(X,Y) € A\ Ar} est non vide faire
2 choisirun Z € V' tel que AY € V' :'Y est un ancétre de 7
3 renverser dans A l'arc (X, Z) en appliquant le théoreme 2 (cf. fig 11)
4 recalculer P en appliquant les formules de [SHA 86]
5 fait
6  pour tous lesarcs (Y, X) de Ar\ A adjacents a X faire
7 rajouter ces arcs a A
8 mettre a jour la table de probabilité conditionnelle du neeud X en la
dupliquant autant de fois que Y a de valeurs (i.e. rajouter
une dimension en'Y a la table de probabilité conditionnelle de X)
9 fait

5. Une nouvelle variante de ’algorithme de Pearl

La proposition 3 permet de modifier un réseau bayésien en un réseau orienté trian-
gulé G représentant la méme loi de probabilité et, de plus, elle fournit les probabilités
de chacun des nceuds/variables conditionnellement a leurs parents dans le graphe Gr.
Or c’est précisément ce dont ont besoin les algorithmes a la Pearl pour fonctionner.
11 est donc 1égitime de se demander si leurs calculs seront plus efficaces dans le nou-
veau réseau que dans I’ancien. Comme nous allons le voir, non seulement ils le seront,
mais ils vont atteindre la méme complexité que ceux de Jensen. Pour ces calculs de
complexité, nous ne tiendrons pas compte des phases d’initialisations distinctes né-
cessaires aux deux méthodes (car celles-ci ne sont effectuées qu’une seule fois et non
a chaque propagation d’information).

Dans ce qui suit, nous n’allons pas utiliser le véritable algorithme de Pearl mais
plutot une variante, celle de [PEO 91], plus adaptée pour les cycles. A I'instar de
I’algorithme de Jensen, les méthodes de calcul a la Pearl ne fournissent des résultats

6. une variable Y est ancétre d’une autre variable Z s’il existe un ensemble de nceuds
{Ay,..., A} tels que A1 = Y, Ay, = Zet, pourtout s € {1,...,k — 1}, il existe un
arcde A; vers A;4+1.
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exacts que lorsque le graphe servant de support aux calculs ne contient aucun cycle.
C’est pourquoi, pour étendre son algorithme a des réseaux quelconques, [PEA 88]
proposa une modification de sa méthode d’origine appelée coupe-cycle global. Elle
reposait sur I’idée que lorsqu’une variable est instanciée, on peut supprimer ses arcs
sortants (c’est-a-dire les arcs vers les enfants) sans que cela rende la nouvelle dé-
composition incompatible avec la loi de probabilité d’origine. En instanciant suffi-
samment de variables, on peut donc supprimer tous les cycles du graphe (d’ou le
nom coupe-cycle) et utiliser I’algorithme de Pearl sur ce nouveau graphe. Enfin, il est
bien connu que si une variable A peut prendre deux valeurs, a et @, alors P(B) =
P(A = a,B) + P(A = @, B). Par conséquent, pour obtenir les résultats sur le ré-
seau avec cycles, il suffit de faire des sommes sur toutes les instanciations possibles
des variables de coupe. L’inconvénient d’une telle méthode est qu’elle engendre assez
rapidement une explosion combinatoire. En effet, si I’on coupe six variables pouvant
prendre 10 valeurs, il y aura un million d’instanciations différentes et I’on devra donc
effectuer puis sommer un million de calculs d’inférences. Méme si ces derniers sont
réalisés rapidement, globalement les temps de calculs peuvent étre assez prohibitifs.
[DIE 96] remarqua que certains de ces calculs étaient identiques quelles que soient les
instanciations de certaines variables. Il en déduisit un algorithme d’inférence plus effi-
cace, ne prenant en compte, localement, qu’un sous-ensemble des variables de coupe :
le coupe-cycle local. [FA00] a justifié mathématiquement sa validité. Dans ce qui suit
nous allons utiliser une 1égere variante de [FAOO]. Précisément, la différence réside
dans le stockage des calculs : [FA00] utilise des ensembles de vecteurs, et nous allons
plutdt utiliser des matrices, 1’avantage étant que cela nous permettra de proposer des
formules simples pour nos calculs, comme nous le verrons dans la proposition 4.

5.1. Les calculs de [PEO 91] dans des graphes sans cycle

Les méthodes a la Pearl, comme celle de [PEO 91], réalisent leurs calculs direc-
tement sur le réseau bayésien d’origine. En particulier, les nouvelles informations
concernant les variables aléatoires sont insérées dans les nceuds correspondants. Par
exemple, si ’on apprend I’information ex = « X ne peut plus prendre la valeur
x1 », celle-ci est rajoutée comme indiquée sur la figure 13 et la probabilité condi-
tionnelle de X est modifiée en P(X, ex|Pa(X)). Il est utile de noter ici que, dans la
méthode originelle de Pearl, la probabilité conditionnelle de X était transformée en
P(X|Pa(X),ex). Bien évidemment, il est facile de passer de la formule de [PEO 91]
a celle de Pearl : on sait que ), P(X|Pa(X),ex) = 1, par conséquent :

 P(X,ex|Pa(x)
PXIPa(X).ex) = s~ "5 Tpa(X))’

Dans un graphe sans cycles, chaque arc sépare le graphe en deux sous-graphes
disjoints. Si I’on note e I’ensemble des informations nouvelles sur les variables, pour
chaque arc (X,Y), on peut partitionner e en deux sous-ensembles e}y et exy selon
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O—Q

N
ex

Figure 13. L’insertion d’informations dans le réseau chez [PEO 91]

que les informations sont insérées dans le sous-graphe du c6té de X ou dans celui du
coté de Y (cf. figure 14).

sous-graphe A sous-graphe B

X ©

Figure 14. Le partitionnement des informations dans le réseau

[PEO 91] remarque alors que, pour que les informations e}y soient transmises

a 'Y, et donc incidemment a la partie B du graphe, il suffit que X envoie a Y (en
descendant I’arc (X, Y")) un message P(X, e}y ). De méme, Y peut transmettre & X
un message P(ey-|X) et ainsi propager les informations de la partie B du graphe a la
partie A. Des indépendances conditionnelles encodées dans le réseau assurent que ces
messages sont indépendants et que leur produit est égal a P(X e}y, €xy ), ou encore
a P(X,e). L’algorithme de [PEO 91] consiste simplement a transmettre ces messages
sur ’ensemble des arcs du réseau, et a effectuer le produit des messages transitant
sur chaque arc. Pour bien séparer ces derniers, nous appliquerons la terminologie de
Pearl, a savoir : le message descendant 1’arc sera nommé 7 et 1’autre A. L’algorithme
de [PEO 91] peut donc étre décrit précisément de la maniere suivante :

Algorithme 4 (Algorithme de Peot et Shachter pour des arbres) Soit G = (V, A)
un réseau bayésien ne contenant pas de cycles. Soit R un neeud quelconque de V. On
peut calculer les probabilités marginales a posteriori de chaque neeud en appliquant
a R successivement les deux fonctions ci-dessous :

Collecte sur un neeud X :

(1) pour tous les neeuds Y adjacents a X excepté, le cas échéant, le neeud qui a
appelé Collecte sur X, appeler Collecte surY,

(2) si X # R, envoyer au neeud Y qui a appelé Collecte sur X le message my (X)
si X estparentde 'Y, et A\x (Y') sinon (voir ci-dessous les expressions de m et \).

Distribution sur un neeud X : pour tous les neeuds Y adjacents a X excepté, le cas
échéant, le neeud qui a appelé Distribution sur X, faire :

(1) envoyer a'Y un message wy (X) si X est parent de 'Y, et Ax (Y) sinon,
(2) appeler Distribution sur Y.



Une unification de Pearl et de Jensen 247

Pour le graphe générique de la figure 15, les messages 7 et \ sont fabriqués de la
maniére suivante :

—my(X)= Y |P(X,ex|Pa(X waX Ui) x [[av,(X) |

Pa(x)
p
“A(X) = Y P(Y,ey|Pa(Y)) x HW )< [ As, (V)|
Y,Pa(y)\{X} j=1

—my(X) = P(X,eky), Av(X)=Plexy|X), P(X,e)=my(X)Ay(X).

Ty (X)
Ay (X)

Figure 15. Les calculs chez Peot et Shachter

Le lecteur aura certainement remarqué la similitude entre 1’algorithme ci-dessus
et celui de Jensen : les deux méthodes utilisent deux phases, Collecte et Distribution.
L’algorithme de Peot et Shachter est tres simple a implémenter puisque, pour générer
un message ™ — A envoyé par un nceud X a un nceud Y, il suffit de multiplier les
messages provenant de tous les arcs adjacents a X, excepté 1’arc entre X et Y, par
la probabilité conditionnelle stockée en X. Malheureusement, pour fonctionner cor-
rectement, cet algorithme requiert que les messages envoyés a un nceud soient tous
indépendants les uns des autres, ce qui n’est vrai que lorsque le graphe ne contient pas
de cycle (voir [SUE 90] pour une explication détaillée du phénomene). C’est pourquoi
une adaptation telle qu’un coupe-cycle est nécessaire.

5.2. Le coupe-cycle local et I’algorithme de Peot et Shachter

Le coupe-cycle consiste a effectuer les calculs de Peot et Shachter, mais en conser-
vant les dimensions des variables de coupe. Autrement dit, on n’effectue jamais les
sommations sur les variables de coupe décrites dans les formules en haut de cette
page et en bas de la page précédente. En conséquence, il est important de bien choi-
sir ces dernieres si I’on veut éviter une explosion combinatoire des calculs. Divers
algorithmes ont été développés a cet effet ((BAR 94], [BEC 96a], [BEC 99a]). Nous
verrons dans la sous-section suivante que, dans nos réseaux bayésiens triangulés, un
algorithme de sélection des variables de coupe émerge tout naturellement.

Afin de mieux comprendre quelles sont effectivement les sommations réalisées
dans les calculs, nous allons « labelliser » les arcs et indiquer dans ces labels les
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dimensions et la nature des messages transitant sur ces arcs. Remarquons tout d’abord
que, pour des graphes sans cycles, les messages 7y (X) et Ay (X) n’ont qu’une seule
dimension, X, puisqu’ils correspondent respectivement & P(X, e%y ) et P(exy | X).
On obtient alors des labels similaires a ceux notés a coté des arcs sur la figure 16a.
Autrement dit, si I’on appelle C'xy le label de I’arc (X,Y), les formules de Peot et
Shachter peuvent étre énoncées de la maniere suivante :

Les messages w — A avec labels :

—my(X)= > | P(X,ex|Pa(X)) x HWX )< [[rv, (X))
V\Cxy | J=1
i p
“A(X)= > | P(Yey|Pa(Y waY )< [ As, (M)
WCxy [ j=1

(a) un graphe sans cycle (b) un graphe avec cycles

Figure 16. La labellisation des arcs

Lorsque le graphe contient des cycles, on choisit des nceuds de coupe que I’on
instancie. Sur la figure 16b, nous avons choisi arbitrairement les nceuds A, B et D. Il
n’est pas nécessaire de couper I’ensemble des arcs sortant de ces noeuds : il suffit juste
d’en couper suffisamment pour que le graphe devienne acyclique tout en conservant
sa connexité. Nous avons donc choisi de couper les arcs (A, C), (B, F') et (D, G), ce
que nous avons représenté par des arcs en pointillés. [FAOO] montre que la labellisation
ci-dessous permet a 1’algorithme de Peot et Shachter (avec les messages avec labels)
d’effectuer des calculs de probabilité exacts (les messages ne sont bien évidemment
envoyés que sur les arcs non coupés) :

Algorithme 5 (labellisation) Soit (V, A, P) un réseau bayésien. On affecte a chaque
arc (X,Y) de Alelabel X, puis tant qu’il reste des cycles, on en choisit un, on coupe

un de ses arcs, appelons-le (A, B), et on rajoute a chaque arc du cycle le label de
larc (A, B).

Ainsi, sur le graphe de la figure 16b, on a coupé le cycle ADHSGC avec ’arc
(A,C). On a donc tout naturellement rajouté le label A aux arcs (A, D), (D, H),
(H,S), (G, S)et(C,G). De méme, on a coupé le cycle BFRT HD avec ’arc (B, F),
ce qui a entrainé le rajout du label B aux arcs (F,R), (R,T), (H,T), (D,H) et
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(B, D). Enfin, on a coupé le cycle DHSG avec I'arc (D, G), ce qui a provoqué le ra-
jout du label D aux arcs (D, H), (H, S) et (G, S). Finalement, un arc comme (D, H)
aura le label A, B, D. Si I’on applique I’algorithme de Peot et Shachter (avec les mes-
sages avec labels), les messages 7 et A de 1’arc (D, H) seront donc des matrices de
dimension 3 (dimensions relatives a A, D et B).

Algorithme 6 (de Fay et Jaffray) Soit (V, A, P) un réseau bayésien. Pour calculer
les probabilités marginales a posteriori de toutes les variables, on labellise les arcs
grdce a I’algorithme 5. Ensuite on choisit arbitrairement un neeud R et on applique
les fonctions Collecte puis Distribution de [’algorithme 4 avec les messages m — A
avec labels.

5.3. Une nouvelle variante de I’algorithme de Pearl

Nous avons maintenant tout le matériel théorique a notre disposition pour déve-
lopper une méthode de Pearl pouvant rivaliser avec celle de Jensen : il suffit simple-
ment d’appliquer I’algorithme 6 dans les réseaux bayésiens triangulés de la section 4.
Il faut tout de méme préciser comment effectuer la coupe puisque celle-ci n’est pas
unique. Pour cela, rappelons-nous que, dans le graphe orienté triangulé, chaque va-
riable X; et ’ensemble des noeuds Y liés a X; par des arcs orientés vers X; forment
une clique. Exploitons ce fait pour effectuer la coupe, et considérons donc la clique
de la figure 17a. Puisque le graphe est un DAG, il existe un nceud, ici £, qui n’a que
des parents dans la clique. Si I’on élimine ce nceud ainsi que ses arcs adjacents, il
reste encore une clique, ABCD. 1l existe donc a nouveau un nceud n’ayant que des
parents, D. En itérant, on peut classer les nceuds dans ’ordre ', D, C, B, A. Comme
nous sommes dans une clique, toutes les variables sont reliées entre elles par des arcs.
Parmi I’ensemble des cycles passant par F, on peut donc sélectionner des cycles for-
més par trois nceuds. Parmi ceux-ci, nous ne considérerons que les cycles contenant
les neeuds D et E, autrement dit les cycles ADE, BDE et CDE. Si I’on coupe
ceux-ci respectivement sur les arcs (A4, E), (B, E) et (C, E), c’est-a-dire sur les arcs
provenant de tous les parents excepté le premier a étre éliminé aprés F, on obtient
les labels de la figure 17b. Il est remarquable que seul le label de ’arc (D, E) a été
modifié par ces coupes et, de plus, il est inclus dans 1’ensemble des variables de la
clique. Remarquons en outre qu’il n’existe plus de cycle passant par E et, a fortiori,
par I’arc (D, E). On peut réitérer ce procédé sur D : on considére tous les cycles de
longueur 3 passant par D et C, a savoir AC'D et BC'D et on coupe les arcs (A, D) et
(B, D), etc. On obtient finalement les labels de la figure 17c.

Dans notre réseau bayésien triangulé, il suffit d’appliquer cette méthode sur 1’en-
semble des nceuds ordonnés suivant la séquence d’élimination. Cela garantit que les
labels seront toujours inclus dans les cliques correspondantes de 1’arbre de jonction et
donc que I’algorithme de Fay et Jaffray effectué avec ces labels aura une complexité
similaire a celle de Jensen. Ceci motive la proposition suivante :
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ABCD (E)
(a) une clique (b) E n’est plus dans des cycles  (c) coupes de la clique

Figure 17. Les coupes effectuées dans les cliques

Proposition 4 (variante de I’algorithme de Pearl) Soient un réseau bayésien (V, A,
P),V = {X1,..., X}, et 0 une séquence d’élimination. Soit G' = (V, A') le ré-
seau orienté triangulé résultant de la proposition 3. L’application de I’algorithme de
Fay et Jaffray avec I’algorithme de coupe suivant fournit un calcul exact. De plus, la
complexité des calculs est égale a celle obtenue par Jensen (avec la méme séquence
d’élimination o).

Algorithme de coupe : Pour i variant de 1 a n, soit j le plus petit index tel que I’arc
(Xo(j)s Xo(i)) appartient a A'. Dans tous les cycles (triangles) X, Xo ()Xo (i),
couper Uarc (X o), Xo())-

Enfin, les messages ™ — X utilisés sont égaux a :

Wy(X):P(ny,e}Y) et )\y(X):P(B)_(Y|ny).

En fait, les messages de cet algorithme s’apparentent a ceux de [SHE 90] dans
la mesure ou I’on n’effectue jamais de divisions, seulement des multiplications et
des sommes. En ce sens, notre algorithme est 1égeérement plus rapide que celui de
Jensen. En contrepartie, I’algorithme de Jensen ne stocke qu’une seule probabilité
dans ses séparateurs et nous stockons deux messages dans nos arcs ; notre algorithme
consomme donc plus de mémoire que celui de Jensen.

6. Conclusion et perspectives

Il est communément admis dans la littérature que les méthodes d’inférence non
orientées sont supérieures en termes de rapidité de calculs aux méthodes orientées.
Nous avons montré dans cet article que cela était di au fait que ces dernieres n’utili-
saient pas dans leurs calculs de structures secondaires adaptées et que, des lors qu’elles
sont dotées d’une structure adaptée, elles deviennent aussi efficaces que les méthodes
non orientées comme celle de Jensen.

D’un point de vue pratique, notre algorithme offre généralement des performances
similaires a celles de Jensen mais il est des situations ou il le surpasse. Remarquons
en effet que, chez Jensen, les temps de calcul dépendent principalement des calculs
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effectués dans les cliques. Or dans notre algorithme, certaines tables de probabilité
conditionnelle ont précisément la taille des cliques de Jensen. Si I’on effectue les
phases de collecte et de diffusion en passant par tous les nceuds du réseau comme
chez Jensen, on ne peut raisonnablement espérer obtenir un algorithme plus rapide
que ce dernier. Toutefois, une analyse en d-séparation telle que celle préconisée dans
[GON 03] peut réduire de maniere drastique la phase de collecte et ainsi rendre notre
algorithme plus performant que celui de Jensen. Prenons par exemple I’arbre de jonc-
tion et la structure secondaire orientée de la figure 18, et supposons que 1’on veuille
propager deux informations e 4 et e portant respectivement sur les variables A et F'.
L’analyse en d-séparation de [GON 03] montre que le réseau bayésien peut étre scindé
en trois zones (en pointillés) et que seuls des messages de A vers C, de C vers F, et
de E et F vers G ont besoin d’étre propagés pour calculer les probabilités marginales
a posteriori (conditionnellement a e 4 et er). Il n’y a donc pas a réaliser de phase de
collecte. En revanche, Jensen a besoin de faire a la fois une phase de collecte et une
phase de diffusion, d’ott un temps de calcul plus élevé.

©
©

(a) réseau d’origine (b) une structure secondaire  (c) I’arbre de jonction

Figure 19. De nouvelles structures secondaires plus performantes ?

Enfin, si notre structure secondaire orientée ne permet pas toujours de surpasser
I’algorithme de Jensen, c’est principalement dii au fait que beaucoup d’arcs du réseau
d’origine sont renversés, occultant par la méme beaucoup d’indépendances probabi-
listes. On peut envisager pour 1’avenir différentes structures secondaires qui minimise-
raient les renversements d’arcs et pourraient donc tirer un meilleur parti des analyses
en d-séparation. A titre d’exemple, si I’on rajoute au réseau bayésien de la figure 19a
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(que nous avions déja étudié dans les sections 3 et 4), les arcs (A, T'), (F, D) et (S,T),
il est bien évident que le nouveau réseau ainsi constitué sera compatible avec la loi de
probabilité représentée par le réseau de la figure 19a puisque I’ajout des arcs a sim-
plement occulté quelques indépendances. Or si, dans ce nouveau réseau, on effectue
les coupe-cycles locaux symbolisés par les arcs en pointillés, on peut montrer que
les calculs (collecte + diffusion sur I’ensemble des nceuds) d’une variante de 1’algo-
rithme de Pearl dans laquelle on génere les messages issus d’un nceud dans un certain
ordre seront similaires (en termes de taille des calculs) a ceux de Jensen (dans 1’arbre
de jonction indiqué dans la figure 19c). Or la nouvelle structure orientée ainsi pro-
posée n’ayant effectué aucun renversement d’arc, elle peut profiter au maximum des
propriétés de d-séparation du réseau d’origine.
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7. Appendice : démonstrations

Démonstration de la proposition 1 : Pour tout lien (X;, X;) € &, soit 07 1(i) <
o71(4) soit 07 (j) < o~ 1(i). Dans le premier cas, on aura (X;, X;) € A’ et dans le
second (X;, X;) € A’. Dans les deux cas, la moralisation de G’ = (V, .A’) donne un
graphe G” = (V,£") tel que le lien (X;, X;) € £”. Donc € C £”.

Moralisons G’ : commengons par relier les parents de X, ;). D’aprés la définition
de A’, pour deux parents distincts X (i) €t X4 (), il existe dans & des liens entre X, (1)
et X (;) d’une part, et entre X, (1) et X, ;) d’autre part. Or le graphe G est triangulé
et X,(1) est le premier nceud éliminé. Donc X (1), Xo(;) et X, (;) appartiennent a
la méme clique, et il existe donc aussi dans & un lien entre X, ;) et X, ;). Aussi
le mariage des parents de X, (1) ne peut rajouter de lien n’appartenant pas déja a &.
Remarquons que X, (1) ne peut, par définition, étre parent d’un autre X, ;) dans A’.

Marions maintenant les parents de X (2. Puisque X, (1) n’est pas parent de X, (2),
on peut réitérer I’argument du paragraphe précédent et déduire que le mariage des
parents de X, () n’ajoute aucun lien n’appartenant pas déja a £. Par récurrence sur
les X (;y, on déduit que £” C &, et donc que £” = £. Puisque Gr = (V, &) est
triangulé selon o, le graphe moralisé de G’ I’est aussi. ¢

Démonstration de la proposition 2 : Supposons que V' # ) et qu’il existe un nceud
Xo(;) dans V' tel que I’on ne puisse pas renverser 1’arc (Xo(i0), Xo(j)). D’apres le
théoréme 2, cela implique qu’il existe un chemin (autre que 1’arc (Xa(i0)7XJ(j)))
{21 = Xo(ig), Zoy -+, Zp = X5y} allant de X)) @ X ;). On sait que j > i. En
effet, si ce n’était pas le cas, 'arc (X(;,), X»(;)) appartiendrait a Az puisque le nceud
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X, (j) serait éliminé avant X, ;) (cf. la proposition 1). De méme, ’arc (Z,_1, Z,)
implique que Z;,_; est élimin€ apres X, ;) car, dans le cas contraire, il correspondrait
aun X, (i), k < ig, dont I'arc (Z,,_1, Z,) ne pourrait appartenir a Ar. Par récurrence,

on déduit que ’ensemble des Z;, i« > 1, est éliminé apres Xo(i0)~

Puisque G est un graphe sans circuit, il existe un nceud Z dans V' qui n’a pas
d’ancétre dans V’. S’il existait un chemin autre que 1’arc (Xo(io), Z ) allant de Xo (i)
a Z, le deuxieme nceud de ce chemin, 75, appartiendrait aussi 2 V' puisque, d’aprés
le paragraphe précédent, ce nceud serait éliminé apres X, ;) et I'arc (X, Z2)
appartiendrait & A\ Ar. D’ol une contradiction puisque Z, serait ancétre de Z. On
peut donc appliquer le théoréme 2 et renverser le sens de I'arc (X, (), Z).

Eao)—=(Z) Eode 477

(a) graphe avant le renversement (b) graphe apres le renversement

Figure 20. Les arcs rajoutés par le renversement de 'arc (X,Y)

Montrons maintenant que les arcs rajoutés par le renversement de I’arc (X, (;,), Z)
correspondent a des liens dans £. La figure 20 montre quels sont ces arcs : il s’agit de
relier tous les parents de X (;,) & Z, et tous les parents de Z a X, ;). Puisque, avant
le renversement, XU(T;O) et les Wy, sont des parents de Z, pour obtenir G, la phase
de moralisation les relie. Par conséquent, il existe des liens entre ces noeuds dans £.
Donc I’ajout des arcs (Wy, XU(Z-O)) correspond a des liens de £. On sait que Z, les
Ui, V; et Wy, sont €liminés apres X (;,y (voir ’argument du premier paragraphe de
la démonstration). Or, lors de la triangulation (proposition 1), lorsque 1’on élimine
X (i) On relie entre eux tous les voisins de X, ;) de maniere a former une clique.
Par conséquent, dans &, il doit y avoir des liens entre les U; et Z. Donc 1’ensemble
des arcs rajoutés par le renversement de (X, ;,), Z) correspondent a des liens de £.
Maintenant, X, ;,) et Z ont de nouveaux parents. Pour s’assurer que, si on retriangule,
on obtienne a nouveau G, il suffit de montrer que le mariage des parents de X o(io)>
etde Z, ne crée pas de lien n’appartenant pas a £. Comme les U; et les V; (resp. les V
et les W) étaient déja des parents de X (;,) (resp. de Z), la moralisation du graphe
avant renversement les avait déja mariés. On a vu qu’avant le renversement, X (;,) €t
W, étaient parents de Z. Donc, par moralisation, ils ont été reliés entre eux. Or, lors
de I’élimination de X, (;,), on relie tous ses voisins. Comme les U; sont des parents
de X;(;,), ils sont aussi voisins. Donc I’élimination de X, ;,) crée nécessairement
des liens dans £ entre les U; et les Wp,. Par conséquent, une retriangulation du graphe
obtenu a partir de G apres renversement a pour résultat Gg et Gp. ¢

Démonstration de la proposition 3 : Lorsque 1’on appelle la fonction elimination
(neeud) sur le neeud X, (1), si V' = (), tous les arcs adjacents 2 X (1) sont bien orien-
tés, on ne pratique donc pas de renversement d’arc. En revanche, si V' = {Y7,...,Y,}
# (), la ligne 2 de la fonction permet de choisir un Y; et d’appliquer la proposition 2.
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Une triangulation du graphe ainsi obtenu résultera donc encore en Gp. Notons que les
arcs adjacents & X (1) et rajoutés a A sont orientés vers X(1). Ils n’appartiendront
donc pas a V. Par conséquent, la boucle des lignes 1-5 élimine progressivement tous
les arcs « mal » orientés et, a la fin de cette boucle, V' = (). De plus, la proposition 2
assure que le graphe triangulé du graphe G ainsi modifié¢ sera égal a Gp.

Lorsque 1’on effectue la boucle des lignes 6-9, on ne fait que rajouter des arcs
(Y, X, (1)) orientés vers X, ;). Commes ces arcs appartenaient déja a Az, cela im-
plique qu’ils correspondaient a des liens adjacents 2 X, (1) dans le graphe non orienté
triangulé ; appelons-le Gg. Par conséquent, lors de 1’élimination de Xo(l), tous les
nceuds Y correspondants sont reli€s aux autres voisins de X (1). Or I’ajout de ces arcs
par les lignes 6-9 produit précisément cet effet par moralisation. Donc la triangulation
apres leur ajout résulte a nouveau en G, et donc aussi en Gp.

On peut reprendre les deux paragraphes ci-dessus pour X, (2y, X4 (3), etc. Par ré-
currence, on déduit qu’une fois les opérations des lignes 1-9 effectuées, on retrouve
toujours le graphe triangulé Gp. Or, les lignes 1-5 assurent que tous les arcs adja-
cents a chacun des nceuds du graphe G modifié sont orientés comme ceux de G et les
lignes 6-9 assurent que tous les arcs de G appartiennent au graphe G modifié. On en
déduit donc que G est transformé en Gr. ¢

Démonstration de la proposition 4 : D’aprés la proposition 3, le graphe G’ repré-
sente une décomposition compatible avec la loi jointe définie par P. Par conséquent,
si I’algorithme de coupe supprime tous les cycles, 1’algorithme de Fay et Jaffray four-
nira un calcul exact.

D’apres la proposition 1, tous les arcs de A’ adjacents a X, (1) sont orientés vers
X,(1). Notons les (Xo(i,), Xo(1)), - - - (Xo(in), Xo(1))- Puisque £ est fini, il existe
parmi {é1,...,%x} un plus petit élément. Sans perte de généralité, supposons que
ce soit ¢;. Par triangulation, on sait que tous les voisins de X, (1) sont li€s entre
eux pour former une clique. Donc, dans 4’, il existe un arc entre chaque couple de
variables X, (;,), Xo(i;)» J € {2,...,k}. Par conséquent, il existe k — 1 triangles
Xo(i1)Xo(i;)Xo(1), €t la coupe des arcs (X,,(i].),XU(l)) supprime 1’ensemble des
cycles passant par X, (1) (puisqu’il ne reste plus qu’un seul arc adjacent 2 X, (q) :
(X[,(il), Xa(1)))- Passons maintenant & X, (2y. On sait qu’il n’existe pas d’arc (Xa(l),
X,(2)) dans A’, simplement parce que X, (1) n’a que des parents. On peut donc re-
commencer avec X () le procédé appliqué a X, (1. Par récurrence sur I’ensemble
des nceuds ordonnés selon la séquence o, on supprime tous les cycles du graphe. Donc
I’algorithme de Fay et Jaffray fournit des calculs exacts.

Notons que, si on labellise chaque arc (X,Y") par X, I’algorithme de coupe dans
I’énoncé de la proposition ne modifie qu’un seul label : celui du seul arc adjacent a
X (s) non coupé et celui-ci devient égal a I’ensemble des parents de X, ;). En effet, un
triangle X, (;) X (j) X0 (1) n’est coupé sur I'arc (X (;y, Xy (x)) que sij < 4. Par consé-
quent, X, ;) est €limin€ avant X, ;) et il existe donc un arc (XJ(Z-), Xg(j)). Autrement
dit, les arcs du triangle sont (X, (;), X5 (5))> (Xo(i), Xo@)) et (Xo(j), Xo@)). Donc la
coupe de I'arc (X, (;), X, (x)) ne rajoute bien que le label X, ;) al’arc (Xo(jy, Xo(k))-
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Or, lorsqu’on a coupé tous les triangles passant par un nceud, il ne reste plus aucun
cycle passant par lui, et a fortiori par son seul arc adjacent. Par conséquent, les coupes
ultérieures ne modifieront plus le label de cet arc.

Montrons maintenant par récurrence que les messages 7 et A de Fay et Jaffray cor-
respondent a ceux mentionnés dans I’énoncé de la proposition. Base de la récurrence :
supposons qu’un nceud X n’ait, apres coupe, qu’un seul enfant, Y (cf. figure 21a). X
ne peut avoir de parents Z1, . .., Z, dans G’ car I’algorithme de coupe aurait conservé
un arc d’un parent vers X. Si X a recu une information e, alors e}y = ex, sinon
e}y = ex = (). D’apres les formules m — \ avec messages labellisés, le message
7y (X) est égal & P(X,ex) (il n’y a aucun produit a effectuer puisque tous les arcs
adjacents 2 X ont été coupés, excepté I'arc (X,Y)). Or Cxy = X. En effet, si ce
n’était pas le cas, il existerait un nceud Z # X appartenant au label C'xy. D’apres
I’algorithme de coupe, cela signifierait qu’il existerait un triangle ZXY', ou Z est pa-
rent de X et de Y, ce qui est impossible puisque X n’a pas de parent dans G’. Donc

Wy(X) = P(ny,e}y).

(a) X envoie un message (b) Y envoie un message

Figure 21. Les bases de la récurrence

Considérons maintenant un nceud Y n’ayant qu’un seul voisin apres coupe : un pa-
rent (cf. figure 21b). D’apres I’algorithme de coupe, Y ne peut avoir de fils W7y, ..., W,
dans G’ (car la coupe conserve toujours un des arcs). Puisque I’arc (X, Y") existe en-
core et que les arcs (Z;,Y) ont été supprimés, d’apres 1’algorithme de coupe, X est
nécessairement le premier parent de Y a étre éliminé apres lui lors de la triangula-
tion. Par conséquent, d’apres le troisieme paragraphe de la démonstration, le label de
l'arc (X,Y) est égal a I’ensemble des parents de Y, soit Cxy = {X,Z1,...,2Z,}.
D’apres Fay et Jaffray, le message envoyé est ZV\CXY P(Y,exy|Pa(Y)) (iln’y pas
de produit a effectuer puisque seul I’arc (X, Y") n’a pas été coupé). Par conséquent,

A (X) =Y P(Yiexy|X, Z1,...,2,) = Plexy| X, Z1,.... ).
Y
Autrement dit, \y (X) = P(exy|Cxy).

Passons maintenant au cas général décrit sur la figure 22. Puisque les arcs (Z;, X)
sont coupés, les nceuds Z; sont nécessairement éliminés apres X lors de la triangu-
lation. Pour la méme raison, puisque X est parent de V;, tous les arcs provenant des
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autres parents de V; dans G’ ont été coupés dans des triangles faisant intervenir X . Or
ce n’est possible que si les V; sont éliminés avant X .

On sait par hypothese de récurrence que Ax (V;) = P(exy.|Cxv;), V i. Puisque
X est parent de V;, tous les arcs provenant des autres parents de V; dans G’ ont été
coupés. Or, d’apres 1’algorithme de coupe, ce n’est possible que s’ils sont parents de
X et de V;. Par conséquent, les labels de C'xy, sont inclus dans {X, Z;,...,2Z,}.
S’il existe un Z; n’appartenant pas a C'xy,, alors ce dernier est indépendant de V;
conditionnellement a Cxy. ; en effet, dans le cas contraire, il existerait une chaine
{Ui,..., U} reliant Z; et V; et ne passant par aucune variable de C'xv;. D’apres la
propriété de d-connexion’, cette chaine ne doit avoir que des arcs non convergents.
Par conséquent, puisque Z; ne peut étre un enfant de V; (sinon on aurait un circuit),
le dernier maillon de la chaine est nécessairement un parent de V;. C’est donc soit X,
mais X appartient 2 C'xv;, soit un parent U de V; dont I'arc (U, V;) a été coupé, ce
qui implique que U € Cxvy;,. Dans les deux cas, Z; serait indépendant de V; condi-
tionnellement a Cxv; . En conclusion, P(eyy, |Cxv,) = Plexy | X, Z1,..., Zp).

Figure 22. Le cas général

De méme, quels que soient i et j, ey, est indépendante de exv, conditionnelle-
ment a X, 7y, ..., Z,. En effet, par hypothese, chaque information e, est indépen-
dante du reste du réseau conditionnellement a Xj. Donc si, pour toutes les variables
X, Xy telles que ex, € exy, et ex, € exy,, on montre que Xy est indépendante

de X; conditionnellement a X, 7y, ..., Zp, alors ey, est aussi indépendante de ey,
conditionnellement a X, Z1, . . ., Z,,. Faisons une démonstration par 1’absurde : consi-
dérons que X}, est dépendante de X; conditionnellement a X, 71, ..., Z,, alors il
existe une chaine d-connectante entre X}, et X; dans G’ (avant les coupes). Notons que
chaque fois qu’on a coupé un arc (A, B), il existait deux autres arcs (A4, C) et (C, B)
qui, eux, n’ont pas été coupés. Par conséquent, si la chalne d-connectante entre X, et
X, contient I’arc coupé, on peut remplacer cet arc par la séquence (4, C) et (C, B).
On retrouve 4 nouveau une chaine d-connectante, sauf si C' € {X, Zy,...,Z,}. Si
C = X, alors, comme A est parent de X, A € {Z1,...,Z,}, mais alors (A, B) ne
peut faire partie de la chaine avant coupe car elle passe par un arc sortant d’'un Z;. Si

7. Deux variables X et Y sont dépendantes si et seulement si elles sont d-connectées, c’est-a-
dire qu’il existe une chaine {A1, ..., Az} telle que Ay = X, A =Y, et telle que si la chalne
contient : i) des arcs (Ax—1, Ax) et (Ar41, Ak ), alors soit A soit un de ses descendants a regu
une information ; et ii) soit un arc (Ag, Ak+1), soit (Ax+1, Ax), mais pas les deux, alors Ay
n’a pas été instancié.
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C est un des Z;, alors B est forcément égal a X, ce qui implique que A est un parent
de X et que la chalne avant coupe contenait déja un arc sortant d’un Z;. Elle ne pou-
vait donc pas étre d-connectante. C’est impossible par hypothese. Donc aprés coupe,
la chaine reliant X, et X; est forcément encore d-connectante. Or, lorsque toutes les
coupes ont été effectuées, la chaine reliant ces deux nceuds passe par les arcs (X, V;)
et (X, V;). Elle n’est donc pas d-connectante. Par conséquent, il est impossible que
X}, soit dépendante de X; conditionnellement a X, 71, ..., Z,.

Par conséquent,

s

[Tr<vi) =P Jexv.|X. Z1,.... 2,
=1

i=1

(Z1,X) étant le seul arc restant apres coupe, et provenant des parents de X, cela
signifie que tous les autres arcs (Z;, X) ont été coupés sur des triangles Z; Z; X . Par

conséquent, {Z1, ..., Zp} C Cgz,x. Or Cz x ne peut contenir aucun autre label
puisque ceux-ci sont forcément des parents de X (d’apres 1’algorithme de coupe).
Donc 7z, (X) = P(eZX, Cz,x) = P(eJZFIX7 Z1,...,Zp). Pour des raisons simi-

laires a celles du paragraphe précédent, e}l  est forcément indépendant de X et de
ex conditionnellement a {Z1, ..., Z,}. Par conséquent, P(X, ex|Pa(X))rz, (X) =
P(X,ex, eJZr1X|Zl7 ..., Zp). Pour les mémes raisons, les exy, sont aussi indépen-
dants de ex et de e}l « conditionnellement a {X, Z1, ..., Z,}. Par conséquent,

P(X,ex|Pa(X)) x mx(Z1) x [[ M, (X) = P(eky, X, Z1, ..., Z,).

j=1
Or par symétrie entre Y et les V;, Cxy C {X,Z,.. .,Zp}; donc si I’on somme
P(ej‘(y, X, Z1,...,Zp) sur toutes les variables n’appartenant pas a C'xy, on obtient

P(ej‘(y, Cx.y), soit précisément le message décrit dans 1’énoncé de la proposition.
La démonstration est similaire pour les messages remontant les arcs.

Pour finir, montrons que les complexités des calculs sont similaires chez Jensen et
dans notre algorithme. On sait que la complexité chez Jensen est égale a la somme des
tailles des cliques puisqu’on envoie autant de messages qu’il y a de liens dans 1’arbre
de jonction. On a vu que, dans notre algorithme et sur le graphe de la figure 15 (apres
coupe), les messages étaient :

mv(X)= > |P(X,ex|Pa(X))P(ef;, x, Conx) [ | Plexy, [Cxv) | »
WCxy =
P
A (X)= > |P(Y,ex|Pa(Y)) [ Plevs,|Cvs,) | -
V\Cxy J=1



258 RSTI - RIA - 18/2004. Réseaux bayésiens

car les nceuds du graphe ne peuvent avoir qu’un seul parent. On a vu dans les para-
graphes précédents, que C'yy et les Cxy; sont nécessairement inclus dans I’ensemble
{X,Pa(X)}. Donc 7y (X) est égal a :

m

> [P(X,ex|Pa(X) [] Plexy,[Cxyv;) Y. Plefs, x: Cuix)-
V\Cxy j=1 W{x.Pa(x)}

D’apres le troisieme paragraphe de la démonstration et 1’algorithme de triangulation
orientée, on sait que les labels correspondent aux cliques. Maintenant, les produits
ci-dessus correspondent a un envoi de message dans le graphe orienté triangulé. Par
conséquent, tout comme chez Jensen, la complexité de notre calcul correspond a la
somme des cliques obtenues apres chaque élimination. Nous en avons plus que Jensen
dans la mesure ou, apres I’élimination d’un nceud X, une nouvelle clique peut étre
une sous-clique de celle obtenue pour X. Cela dit, dans ce cas, comme une variable
aléatoire a au moins deux valeurs possibles, la taille de cette sous-clique est au moins
deux fois plus petite que celle de la clique qui la contient. Par conséquent, on ne fait
pas plus de deux fois les calculs de Jensen. D’ou une complexité de calcul similaire a
celle de Jensen. Cela dit, Jensen effectue autant de divisions que de multiplications, et
nous n’en effectuons pas. ¢
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