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Résumé

Nous proposons un nouveau cadre pour I’apprentissage de
modeles graphiques non-paramétriques a partir de données
d’observation continues. Notre méthode se base sur les in-
formations mutuelles conditionnelle et multivariée afin de
découvrir des indépendances et la trace de causalité entre
des variables aléatoires (comme Verny et al. (2017) pour
les modeles discrets). Pour estimer ces quantités a partir des
données, nous proposons des estimateurs non-paramétriques
reposant sur la copule de Bernstein empirique et qui sont
construits en exploitant la relation entre I’information mu-
tuelle et I’entropie de la copule (Ma and Sun 2011; Belalia
et al. 2017). A notre connaissance, cette relation n’est docu-
mentée que pour le cas bivarié et, pour les besoins de nos al-
gorithmes, elle est ici étendue a I’information mutuelle condi-
tionnelle et I’information mutuelle multivariée. Ce cadre
conduit a un nouvel algorithme pour 1’apprentissage de
réseaux bayésiens continus non-paramétriques. De plus, nous
utilisons ces estimateurs pour accélérer 1’algorithme BIC pro-
posé dans Elidan (2010) en tirant profit de la décomposition
de la fonction de vraisemblance en une somme d’informa-
tions mutuelles (Koller and Friedman 2009). Enfin, les per-
formances et la complexité temporelle de notre méthode pour
I’apprentissage de la structure d’un réseau bayésien sont com-
parées avec d’autres techniques de 1’état de 1’art. Notre nou-
vel algorithme obtient des résultats supérieurs aux autres et
en particulier, il nécessite moins de données pour retrouver la
structure de référence et se généralise mieux sur des données
qui ne sont pas échantillonnées a partir de distributions gaus-
siennes.

1 Introduction

La modélisation de distributions continues multivariées
est une tiche d’un intérét central en statistique et en ap-
prentissage automatique avec de nombreuses applications
en sciences et en ingénierie. En général, les distributions
de grande dimension sont difficiles a manipuler et peuvent
conduire a des calculs complexes. Les réseaux bayésiens
(BN pour Bayesian Network) exploitent les indépendances
conditionnelles entre variables aléatoires pour réduire la
complexité de la distribution de probabilité jointe en I’ex-
primant comme un ensemble de distributions de proba-
bilité conditionnelles (CPD pour Conditional Probability
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Distribution) de dimension inférieure. Ces indépendances
sont encodées au sein d’un graphe orienté sans circuit
(DAG pour Directed Acyclic Graph) (Pearl 2014; Koller
and Friedman 2009) dont chaque nceud est associé a une
CPD. La représentation des CPDs est complexe et a donné
lieu a de nombreuses solutions différentes : discrétisation,
représentation paramétrique (par exemple a I’aide de I’hy-
potheése gaussienne), approximation a I’aide de fonctions
de base tronquées (Shenoy and West 2011; Langseth et al.
2012), etc.

D’un autre c6té, la fonction copule permet de modéliser la
structure de dépendance entre variables continues, en s’ abs-
trayant du comportement marginal de chaque variable. D’un
point de vue constructif, cela permet de dissocier le choix
des marginales de celui de la structure de dépendance. En
pratique, cependant, les copules sont limitées a quelques va-
riables et il est difficile de construire ou de manipuler des
copules de grande dimension.

Le modele des réseaux bayésiens de copules (CBN pour
Copula Bayesian Network) (Elidan 2010) tire parti a la fois
de la théorie des copules et des BNs pour modéliser des
distributions continues multivariées de grande dimension.
Plusieurs autres tentatives de fusionner les deux modeles
ont été proposées, telles que les pair-copulas (Czado 2010),
le modele Vine (Bedford, Cooke et al. 2002) ou encore
les cumulative distribution networks (Huang 2009), mais le
modele des CBNs reste le plus attrayant puisqu’il utilise le
méme langage graphique qu’un BN classique.

Cet article se concentre sur ’apprentissage de modeles
graphiques continus a partir de données d’observation. Bien
qu’il existe de nombreux algorithmes d’apprentissage dans
le cas discret (Neapolitan et al. 2004), ils peuvent diffici-
lement étre étendus aux modeles continus (Romero, Rumi,
and Salmerén 2006). Ceci est principalement di au trop
grand nombre de parametres de ces modeles, ce qui rend
le calcul de scores ou de statistiques de test compliqués.
Elles peuvent étre appliquées a des modeles plus simples
tels que le modele gaussien linéaire (Lauritzen and Wer-
muth 1989), mais le modele lui-méme manque d’expressi-
vité. Pour la raison évoquée dans le dernier paragraphe, le
modele des CBNs donne acces a des techniques d’apprentis-
sage similaires a celles utilisées pour les BNs discrets. Des
méthodes basées sur une fonction de score (Elidan 2010) et
sur les contraintes (Lasserre, Lebrun, and Wuillemin 2020)



ont été proposées pour apprendre la structure d’un CBN a
partir d’un ensemble de données. La dernieére méthode, ap-
pelée CPC, repose sur un algorithme PC et a démontré de
meilleures performances que la premiere, qui s’appuie sur
un score BIC et une optimisation par recherche locale. Tou-
tefois, il est bien connu (Colombo and Maathuis 2014) que
de telles méthodes basées sur des contraintes souffrent de la
nécessité d’un ordre sur les variables et peuvent conduire
a des résultats significativement différents en fonction de
celui-ci. Dans le cas discret, 1’algorithme MIIC (Verny et al.
2017) évite le choix arbitraire d’un ordre en en déterminant
un a partir de I’information mutuelle.

Les contributions de cet article sont les suivantes.
Premierement, nous étendons le lien entre 1’entropie de la
copule et I’information mutuelle démontré dans Ma and Sun
(2011), a I’information mutuelle conditionnelle et a 1’infor-
mation mutuelle a trois points. Nous décrivons ensuite les
estimateurs non-paramétriques de ces quantités basés sur
la copule empirique de Bernstein. Suite a cela, nous uti-
lisons ces estimateurs (i) pour accélérer 1’algorithme BIC
présenté dans Elidan (2010) en utilisant la décomposition
de la fonction de vraisemblance en une somme d’informa-
tions mutuelles et (ii) pour proposer un nouvel algorithme
d’apprentissage pour les CBNs non-paramétriques. Enfin,
un benchmark comparant ces méthodes et 1’algorithme CPC
est réalisé sur des données synthétiques.

Cet article s’organise de la maniere suivante. La section
2 passe en revue les concepts nécessaires sur la théorie
des copules et présente le modele des CBNs. La section 3
développe le lien entre I’information mutuelle et 1’entro-
pie de la copule, puis présente les estimateurs utilisés par
notre algorithme et la version améliorée de 1’algorithme BIC
présentés dans la section 4. Ces méthodes sont comparées a
I’algorithme CPC dans la section 5 et, pour finir, la section
6 résume et donne plusieurs perspectives a nos travaux.

Cet article traduit et apporte quelques améliorations a
Lasserre, Lebrun, and Wuillemin (2021b).

2 Réseaux bayésiens de copules

Considérons un vecteur aléatoire X = (Xi,...,Xp)
dont les composantes X; prennent leurs valeurs x; dans les
domaines €2;. Une structure de BN G est un DAG dont les
neeuds X = {Xy,...,Xp} représentent un ensemble de
variables aléatoires. Soient Pa,; et ND; respectivement les
parents et les non-descendants de X; dans G. On dit d’une
distribution de probabilité multivariée P définie sur un en-
semble de variables X, qu’elle se factorise selon G, si elle
peut étre écrite sous la forme

D

,Xp) = [[ P(Xi|Pay). (1
=1

P(X1,...

Ainsi, G encode I’ensemble des indépendances :
7(9) = {(X; L ND;|Pa;)}. )

Un BN est une paire B = (G, P) ou G est une structure
de BN et P est une distribution de probabilité jointe se
factorisant sur G. A chaque nceud X; de la structure du

BN est associée sa distribution de probabilité condition-
nelle (DPC) P(X;|Pa;) apparaissant dans la factorisation
de P. Les CPDs sont généralement représentées par des
tables de probabilité conditionnelle dans le cas discret, alors
qu’il n’existe pas de modele général pour le cas continu.
Le modele gaussien linéaire (Lauritzen and Wermuth 1989)
f(zilpa;) = N(Bio + 8] pa;;0?) permet d’effectuer des
calculs probabilistes et des estimations rapides mais manque
d’expressivité tandis que les modeles basés sur des mélanges
de fonctions (Langseth et al. 2012) sont expressifs mais dif-
ficiles a apprendre.

Le modele des CBNs, introduit dans (Elidan 2010), pa-
rametre les CPDs avec des fonctions copules dont nous don-
nons a présent la définition :

Definition (Fonction copule). Soit U = {Ui,...,Up}
un vecteur aléatoire dont les composantes U; sont uni-

formément distribuées sur 1 = [0,1]. Une fonction copule
a D dimensions est une fonction de répartition sur 1P :
C(ul,...,uD) :P(Ul S ul,...,UD S uD)

En tant que fonction de répartition sur 1P avec des margi-
nales uniformes, la copule respecte les propriétés suivantes :

1. C(u1,...,up) = 0s’il existe i tel que u; = 0,
2.C@1,...,1)=1,
3. C(l,,ul,,l):ul

La relation qui existe entre la distribution jointe et ses
marginales univariées est un résultat central de la théorie des
copules (Sklar 1959) :

Theorem (Sklar 1959). Soit F' une fonction de répartition
multivariée, Soit X un vecteur aléatoire, F' sa fonction de
répartition jointe et F; ses fonctions de répartitions margi-
nales a 1 dimension. Il existe une fonction copule C' telle
que

F(l‘l,...7$D):C(Fl(l‘l),...,FD(.%‘D)). (3)
De plus, si chaque F; est continu alors C' est unique.
Le théoreme de Sklar peut étre utilisé pour construire

de nouvelles copules a partir de distributions multivariées
connues. Pour cela, il suffit d’inverser la relation (3) :

-1 -1
C(uy,...,up) = F(F[ (u1),...,F; (up))

ol u; = Fj(x;). Par exemple, en prenant la distribution nor-

male multivariée I = &, paramétrée par une matrice de

corrélation p, on obtient la copule gaussienne (Nelsen 2007)
(voir figure 1) :

Ca(ug,...,up) = @p(éfl(ul), 0 Hup))
ol ¢ est la distribution normale unidimensionnelle. La fonc-
tion densité de la copule est obtenue par dérivation de C' :
c(uy,...,up) = %. De méme, la dérivation de
I’équation (3) conduit au corollaire suivant :
Corollary. Soit x un vecteur aléatoire, F' sa fonction de
répartition jointe et F; ses marginales, [ sa fonction densité
Jjointe et f; ses marginales. La densité de la copule c relie la
densité jointe a ses marginales unidimensionnelles f; :

D
fx1,...,xp) = c(Fi(x1),..., Fp(xp)) [ filz:). @)

i=1
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FIGURE 1 — Copule gaussienne a deux dimensions avec un
parametre de corrélation p1o = 0, 8 (les figures ont été obte-
nues par intégration numérique).

Cette formule généralise le cas ou les variables sont
indépendantes et ou la distribution jointe peut €tre écrite
comme le produit de ses marginales : f(x) = Hil f(z).
De la méme maniere que les marginales encodent le com-
portement individuel de chaque variable, la fonction co-
pule et sa densité encodent la dépendance entre les variables
aléatoires. Ceci est intéressant d’un point de vue constructif
puisque le choix des marginales peut étre séparé de celui de
la structure de dépendance. Cela conduit a la définition d’un
CBN donnée par (Elidan 2010) :

Definition (Réseau bayésien de copule). Un réseau
bayésien de copules est un triplet C = (G,0¢,O¢) qui en-
code la densité jointe f(x). ©¢ est un ensemble de fonc-
tions densité de copules locales c; (F(x;),{F(pa,)}), on
ki = }
A chaque neeud de G, une copule et une fonction marginale
sont associées. f(x) se factorise alors comme suit !,

D

F(x) =[] Be,(F (@) AF (paw) ) f(z:), ()

=1

N ci(F(z;),{F(paik,
oit e, (F(w:), {F(pag,)}) = LGt

Un exemple de CBN est donné sur la figure 2.

c(ur) =1 co(ug, uy) cs(us,uy)
B
f(@1) f(@2) f(3)

FIGURE 2 — Un CBN a trois variables. Pour tout ¢, f(z;)
est une densité marginale et ¢;(.) est une copule. La densité
jointe est :

(@1, w2, 23) = f(x1) f(@2) f(w3)ca(F(22), F(z1))es(F(w3), F(x2))

1. Lorsque le contexte I’indique clairement, I’indice ¢ sera sup-
primé afin d’alléger les notations.

3 Théorie des copules et théorie de
P’information

11 a été démontré que I’information mutuelle continue est
I’entropie négative de la copule (Ma and Sun 2011). Nous
généralisons cette relation pour I’'information mutuelle mul-
tivariée et I’information mutuelle conditionnelle et 1'utili-
sons pour définir des estimateurs qui seront utilisés dans la
section suivante pour mettre en ceuvre un algorithme MIIC
continu.

Avant d’introduire I’information mutuelle, nous rappelons
les définitions de I’entropie différentielle et relative.

Definition (Entropie différentielle). L’entropie différentielle
h sur un ensemble S C X de variables est donnée par :

- / £(s)log f(s)ds
Qs

Definition (Entropie relative). L’entropie relative D(f||g)
entre deux densités f et g est définie par

D(fllg) = [ 1o ;”((z))dx. ®)
Qx

L’information mutuelle est définie comme 1’entropie rela-
tive entre la densité jointe et ses marginales.

Definition (Information mutuelle). L’information mutuelle
entre deux variables aléatoires X; et X; est donnée par :

I(Xy; X;5) = D(f (i, o) f (z:) f ()
f(@i, x5) roda
/ J 23108 505 flayy s
Q; xQy

Par conséquent, puisque D(f|lg) > 0 (Cover and
Thomas 2012), I’information mutuelle est également po-
sitive. De plus, elle est nulle si et seulement si les va-
riables sont indépendantes, ce qui en fait une bonne me-
sure de dépendance. L’information mutuelle quantifie la
dépendance entre deux variables et est nulle si et seule-
ment si les variables sont indépendantes. Diverses mesures
de dépendance, telles que le tho de Spearman ou le tau de
Kendall, sont des fonctionnelles de la densité de la copule
(Genest and Favre 2007). L’information mutuelle ne fait pas
exception puisqu’il s’agit de I’entropie négative de la copule
(Ma and Sun 2011) :

Definition (Entropie de la copule). L’entropie de la copule
h¢ pour un vecteur aléatoire U est donnée par :

ho(U) = — / o) loge@)du  (8)
[0,1]1Ul

Theorem. L’information mutuelle est l’entropie négative de
la copule

I(X;, Xj5) = —he(Xi, Xj). 9

Nous étendons maintenant cette relation a I’information
mutuelle conditionnelle dont la définition est donnée par :



Definition (Information mutuelle conditionnelle). L’infor-
mation mutuelle conditionnelle entre X; et X; conditionnée
par un ensemble de variables U C X. est définie par :

(X3 X;|U) = Eu[D(f (2, z;|u) || f (z:]u) f (z5]w)]

= /// f(@izj,u)

QX9 xQu
f(xh Tj, u)f(u)
< log (f(xqz,U)Jf(Ij’u))) dradz;du.

De par sa définition, I’information mutuelle condition-
nelle est positive en utilisant la positivité de 1’entropie re-
lative. Il est facile de montrer a partir de sa définition que

I(Xi; X;5|U) =

MX;,U) + h(X;,U) — h(X;, X;,U) — R(U). (10)
En utilisant le lemme suivant démontré dans (Ma and Sun
2011),

Lemma. L’entropie différentielle peut étre écrite comme la
somme de ’entropie de chaque variable et de I’entropie de
la copule :

D
h(X1,...,Xp) = Zh(Xi) + he(X1,...,Xp) (1)
=1

la relation entre 1’information conditionnelle et I’entropie
de la copule est facilement obtenue.

Theorem. L’information mutuelle conditionnelle est liée a
U’entropie de la copule par :

I(Xi;Xj|U) :hc(Xia U) + hc(XjaU)

La définition de I’information mutuelle a été étendue a un
ensemble de variables par (McGill 1954) :

I(Xi5...;Xp) = Y (=T ().
TCX

En particulier, le cas n = 3 appelé information a trois points
et qui nous intéresse pour la section suivante, est donné par :

I(Xi; X3 Xi) = h(X5) + h(X;) + h(Xy)
— h(Xi,Xj) — h(Xi, Xk) — h(Xj, Xk)
+ h(Xi, X5, X). (13)

Une remarque importante est que I’information mutuelle
multivariée n’est plus nécessairement positive et peut prend
ses valeurs dans R. Il s’avere que la négativité de 1’informa-
tion mutuelle entre trois variables est la signature d’une v-
structure dans le graphe associé. Comme pour I’information
mutuelle conditionnelle, nous voulons relier 1I’information a
trois points a I’entropie de la copule et plus précisément a
I’information conditionnelle a trois points.

En regardant de plus pres 7, 10 et 13, on peut prouver que
I’information a trois points vérifie la relation

I(XZ‘;XJ‘; Xk) = ](X,“Xj) - I(XZ,XJ|X]€)
Ceci est parfois considéré comme une définition de 1’infor-

mation a trois points et est utilisé ici pour définir 1’informa-
tion conditionnelle a trois points :

Definition (Information conditionnelle a trois points). L’in-
formation conditionnelle a trois points est définie comme
suit :

I(X;; X5 X3 |U) = I(X;; X5 |U) — I(X;; X;] X5, U)

En remplacant I(X;; X;|U) par (12) et en utilisant la
méme relation avec {Xj, U} au lieu de de U, le résultat
recherché peut étre dérivé pour I’information conditionnelle
a trois points :

Theorem. L’information conditionnelle a trois points est
liée a ’entropie de la copule par :

I(X:; X5, Xi|U) =
he(Xi, U) + he(X;,U) + he(X, U)
— he(X5, X;,U) — he(X5, X3, U) — he(X;, X3, U)
+ ho(Xe, X, X, U) — ho(U). (14)

Dans le cas on U = (), cela se simplifie en

I(Xi?Xj?Xk) = hc(Xiqu7Xk) - hc(Xinj)
— he( X, Xi) — he( X5, Xi)  (15)

Enfin, toutes les quantités précédentes peuvent €tre es-
timées a partir d’'un ensemble de données de taille M en
utilisant I’estimateur suivant de 1’entropie de la copule :

M
¢(x[ml]) log(é(x[m])), (16)

m=1

ol ¢ est n’importe quel modele de copule estimé a partir des
données d’observation. Afin d’obtenir un estimateur non pa-
ramétrique, la copule empirique de Bernstein (Sancetta and
Satchell 2004) sera utilisée dans notre algorithme mais une
version alternative utilisant une copule gaussienne sera uti-
lisée a titre de comparaison.

4 Apprentissage des réseaux bayésiens de
copules

Les CBNs possedent la méme interprétation graphique
des indépendances que les BNs classiques (c’est-a-dire la
d-séparation), ce qui permet d’utiliser des techniques simi-
laires pour apprendre leurs structures a partir d’un ensemble
de données. Ces algorithmes peuvent étre grossierement di-
visés en deux catégories : les méthodes basées sur une fonc-
tion de score et les méthodes basées sur les contraintes. Les
méthodes basées sur une fonction de score considerent la
tache d’apprentissage comme une sélection de modele et
sont guidées par une utilise la fonction de score pour mesu-
rer I’adéquation du modele avec les données d’observation.
Cependant, I’ensemble des DAG étant super-exponentiel
relativement au nombre de nceuds, des méthodes de re-
cherche locale sont nécessaires pour maximiser le score.
Les méthodes basées sur les contraintes, quant a elles,
considerent le graphe comme un ensemble d’indépendances
conditionnelles (2) et utilisent des tests d’indépendance
conditionnelle (CIT pour Conditional Independence Test)
pour obtenir des informations sur la structure sous-jacente.
L algorithme CMIIC présenté dans cette section est une



méthode hybride qui suit un schéma basé sur les contraintes
utilisant également une fonction de score basée sur la théorie
de I'information. Ce score permet d’éviter 1’ordre arbitraire
sur les variables qui est souvent nécessaire pour les algo-
rithmes basés sur les contraintes, et qui peut conduire a des
résultats tres différents.

Amélioration de I’algorithme BIC continu (CBIC)

Dans (Elidan 2010), une méthode utilisant une fonction
de score est utilisée pour apprendre la structure d’'un CBN.
Le score proposé est le critere d’information bayésien (BIC)
(Schwarz 1978). Son expression pour une structure de CBN
G est donnée par :

o 1
Spic(G:D)=4¢D:0,G) — B log(M)|Og|,

ou / est la log-vraisemblance, 6 sont les estimateurs du
maximum de vraisemblance (MLE) pour les parametres et
|Og]| est le nombre de parametres libres associé a la structure
du graphe. En utilisant la factorisation de la densité jointe
(5), nous avons :

M D
UD:G)= Z log R, (ui[m], mi1[m], ..., mix, [m])
m=1 i=1
ol u; = F(z;) et my; = F(paij). Les R, sont calculés

en utilisant une copule gaussienne paramétrée par une ma-
trice de corrélation X. Il peut étre difficile de trouver direc-
tement les MLEs pour X en grande dimension, c’est pour-
quoi un proxy est utilisé. Celui-ci s’appuie sur la relation
¥i; = sin(§;;) entre le tau de Kendall 7;; et la matrice
de corrélation X;; qui se vérifie pour toute distribution el-
liptique (Lindskog, McNeil, and Schmock 2003). Enfin, le
score BIC est maximisé a I’aide de I’ algorithme TABU
list (Glover and Laguna 1998) et de plusieurs itérations de
I’algorithme avec un graphe initial aléatoire. L' inconvénient
de cette technique est que le score doit étre calculé sur I’en-
semble du graphe a chaque fois qu’une modification locale
est effectuée. Comme amélioration de cet algorithme, nous
proposons ici de remplacer le facteur R; par son expression
dans la fonction de vraisemblance, ce qui donne :

D
UD:6,G) =M > I(X;;Pay),

i=1

ol f(Xi;Pai) = fzc(Xi,Pai) - fzc(Pai). Cette derniére
équation permet de calculer la variation du score pour
chaque opération effectuée lors de la recherche locale dans
I’espace du graphe, évitant ainsi de le calculer sur le graphe
entier (voir p.818 de (Koller and Friedman 2009) pour plus
de détails).

Algorithme PC continu (CPC)

L’algorithme PC introduit par (Spirtes et al. 2000) peut
étre divisé en trois étapes principales : I’apprentissage du
squelette, la recherche des v-structures et la propagation des
contraintes. La recherche du squelette consiste a supprimer
les liens du graphe complet non orienté sur X. Pour ce faire,

un CIT est utilisé pour les paires de variables connectées
(X;,X;) étant donné un sous-ensemble S de leurs voisins
communs Adj(X;, X;). S’il s’avere que X; L X;|S, S
est alors appelé I’ensemble séparateur de X; et X, noté
Sepset(X;, X,), et le lien est retiré du graphe. Les tests sont
réalisés en augmentant itérativement la taille [ = |S| de
I’ensemble conditionnant jusqu’a ce que tous les ensembles
d’adjacence dans le graphe soient plus petits que /. Une fois
cette premicre étape terminée, les triplets X; — X — X
tels que X; et X; ne sont pas voisins et que X}, n’est pas
dans Sepset(X;, X ), sont orientés comme des v-structures :
X; — X < X;. Enfin, les liens restants sont orientées
sous la contrainte qu’aucune nouvelle v-structure ne soit
ajoutée au graphe a moins que cela n’implique 1’ajout d’un
cycle orienté. L’ordre dans lequel les paires de variables et
leurs ensembles d’adjacence sont traités n’est pas unique.
Pourtant, il a un effet direct sur la recherche du squelette et
les ensembles de séparation. En effet, le squelette est mis
a jour apres chaque suppression de lien et les ensembles
d’adjacence des variables qui sont traités ensuite peuvent
changer. Changer 1’ordre peut alors conduire a des CIT
différents. Pour plus d’informations sur 1’algorithme PC,
voir la page 84 de Spirtes et al. (2000) et Colombo and
Maathuis (2014). Une version continue reposant sur un CIT
non-paramétrique, appelée CPC, a été proposée dans Las-
serre, Lebrun, and Wuillemin (2020, 2021a) pour apprendre
la structure d’un CBN.

Un nouvel algorithme d’apprentissage pour les
CBN : MIIC continu (CMIIC)

L algorithme MIIC comprend les trois mémes étapes prin-
cipales que I’algorithme CPC : apprentissage du squelette,
orientation des v-structures et propagation des contraintes.
Cependant, il utilise I’information mutuelle afin d’ordonner
les nceuds et de surmonter le probleme de 1’ordre discuté
dans le cas de I’algorithme PC. Dans le cas discret, il a été
démontré qu’il était plus efficace que la méthode PC (Verny
et al. 2017) et nous 1’étendons ici aux données continues.

Le point de départ de I’algorithme est la fonction de vrai-
semblance qui doit étre 1égerement adaptée au cas continu :

M
£(pIG) = T] fo(@lm)) = exp (~MH(Pu, P))

o H(Py,Pg) = — Jo, log fo(x)dEy est Ientropie
croisée entre la distribution empirique dont la fonction de
répartition F; s’écrit :

L M
Fuy(w) = Vi Z 1aimi<a
m=1

et la distribution du modele se factorisant sur G. L’ ordre est
ensuite dérivé de la décomposition de I’entropie croisée sur
la structure G et par le calcul du rapport de la fonction de
vraisemblance. Seule son expression est rapportée ici et le
lecteur intéressé pourra trouver les détails sur son origine
dans (Affeldt, Verny, and Isambert 2016). L’ordre est basé
sur la probabilité que le triplet (X;, X;, X} ) ne soit pas une



Algorithm 1: Algorithme MIIC (Verny et al. 2017)

Input: Echantillon de données D
Result: DAG G
1 G < graphe non-dirigé complet sur X;

// Recherche du squelette
forall Lien (X;, X ;) do
if I'(X,;; X;) < O then
Supprimer le lien X; — X ; de G}
Sepset(X;, Xj) « {};
else
‘ X +— arg max ad;(x,;,X;) (X, X5 Xel|{}):
hile 1/ existe un lien (X;, X;) avec r(X;, X;; X5 |U) do
for (X, X;) avec le plus haut rang v(X;, X j; X1 |U) do
Augmenter I’ensemble contributif : U <— U U {X} };
if I'(X;, X;|U) < 0 then
Supprimer le lien X — Y de G;
Sepset(X;, X;) + U;

- -
TR OO0 E S5 ¢ ® g noa w
=

else

-
w

‘ X +— arg max Adgj(x;,x;) r(Xi, X;; X5|U);
Trier la liste des rangs (X, X;; X3 |U);

// Recherche des v-structures

—
EN

—

7 Trier laliste L des triplets X; — X — X par ordre décroissant de
(X35 X5 X [U);

18 repeat
19 Prendre (X;, Xy, X;) € L avec la plus grande valeur de
[I'(X:; Xj; X1 |U)| sur lequel la regle Ro ou Ry peut étre
appliquée;
20 if I’ (X5 X5 X1 |U) < 0 then
21 Si (X;, Xk, X;) n’apas d’orientation divergente, Appliquer
Ro : {X; — X — X; &not(X; — X;)&Xy, ¢
Sepset(Xi, XJ)} = {Xl — X +— X]‘}
22 else
23 Si (X5, X, X;) a une orientation convergente, appliquer Ry :
{Xi — Xk — X]' &not(Xi — XJ)} = {Xk — XJ}
24 Appliquer une nouvelle orientations a tous les autres
(Xi, X}, X}) € L

25 until Aucune orientation additionnelle ne peut étre obtenue;

v-structure conditionnée par U :
-1
Py (Xi; Xj; Xi|[U) = (1 + e_MI(X“X"Xk'U))

et la probabilité que sa base soit X; et X :
1

e~ MI(X;;X|U)
o MI(X;;X;[0)

Py (X5, X3 X, |U) =

o~ MI(X;iX}[0)
o~ MI(X;iX;]0)

En combinant ces deux probabilités, les paires de nceuds
(X;,X;) avec la contribution la plus probable d’un
troisieme nceud X, peuvent étre ordonnées en fonction de :

T(Xi, Xj; Xk|U) =

max (min [Py (X;; X;; Xi|U), Py (Xi, X;; X |U)]) .
XreX

L’implémentation de MIIC est détaillée dans I’algorithme
1. Les termes d’information mutuelle conditionnelle a deux
et trois points apparaissant dans les probabilités précédentes
sont calculés en utilisant les équations (12, 14) et I’esti-
mateur de 1’entropie de la copule (équation (16)). Les es-
timateurs étant calculés sur des ensembles de données de

tailles finies, ils sont donc biaisés. Pour cette raison, dans
le cas discret, des corrections basées sur des criteres tels
que le maximum de vraisemblance normalisé (NML pour
Normalized Maximum Likelihood) (Shtar’kov 1987), la lon-
gueur minimale de description (MDL pour Minimal Des-
cription Length) (Rissanen 1978) ou le BIC (Koller and
Friedman 2009) sont utilisés pour effacer ce biais. Cepen-
dant, les deux premiers critéres ne peuvent pas €tre étendus
aux variables continues car ils divergent dans la limite
continue. Quant au score BIC, il ne peut étre appliqué a
notre cas puisqu’il n’est défini que pour des modeles pa-
ramétriques. Par conséquent, nous avons décidé d’utiliser
un parametre « tel que I'(X;; X;|U) = I(X;; X;|U) — «
et I'(X;; X;; Xi|U) = I(X;; X;; Xi|U) + a. Le fait que
nous ajoutons « dans le cas d’une information a trois points
signifie que nous favorisons une non v-structure par rap-
port a une v-structure puisqu’une valeur négative de I’in-
formation a trois points conduit a une v-structure dans le
graphe. Ce parametre peut étre considéré comme un seuil
de confiance : plus o diminue (et plus notre test est précis),
plus il faut de données pour décider de I’indépendance. La
valeur o = 0.01 s’est avérée expérimentalement étre un bon
compromis entre la taille d’échantillon nécessaire nécessaire
pour apprendre les indépendances et la confiance du test.

5 Résultats expérimentaux

Cette section compare les résultats obtenus par les
méthodes CBIC, CPC et CMIIC. Deux modeles de copules,
Gaussien et Bernstein, sont utilisés pour estimer I’entropie
de la copule avec CMIIC. Cela conduit a deux versions de
I’algorithme qui seront dénommées G-CMIIC et B-CMIIC.
Elles sont comparées en utilisant des métriques structu-
relles, le F-score et la distance de Hamming structurelle et
en mesurant leurs temps d’exécution. Ces expériences ont
été menées en utilisant les bibliotheques aGrUM (Ducamp,
Gonzales, and Wuillemin 2020) et OpenTURNS (Baudin
et al. 2016) pour respectivement construire les modeles
graphiques et modéliser les distributions continues multi-
variées.

Protocole expérimental

Les algorithmes ont été testés sur des données générées
soit a partir de la structure du réseau ALARM (Beinlich
et al. 1989) afin d’avoir une structure provenant d’un cas
applicatif, soit a partir de réseaux bayésiens aléatoires pour
plus de généralité. Les structure aléatoires ont été générés
en suivant la méthode de Ide and Cozman (2002) propo-
sant de construire une Monte-Carlo Markov Chain (MCMC)
qui converge vers une distribution uniforme sur 1’ensemble
des DAGs ayant le nombre désiré de nceuds et d’arcs. Pour
une dimension D donnée, une structure aléatoire contient
1,2 x D arcs, ce qui correspond au ratio de la structure
ALARM. Une fois la structure sélectionnée (ALARM ou
aléatoire), les copules locales du CBN sont paramétrées a
I’aide de trois modeles paramétriques : gaussien, Student et
Dirichlet. Ces modeles ont été choisis afin de construire les
scénarios les plus défavorables pour notre algorithme et de
comparer ses performances avec les méthodes d’apprentis-
sage paramétriques lorsqu’on traite des données gaussiennes
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(a) Gaussien (b) Student (c) Dirichlet

FIGURE 3 — Echantillons de densités de copules gaus-
siennes, de Student et de Dirichlet. Le parametre de
corrélation de la copule gaussienne et de Student est fixé
a p = 0.8, le nombre de degré de liberté de la copule de
Student est fixé a v = 5, les parametres de la copule de Di-

richlet ont été choisis tels que o = (1/3,2/3,1).

1.0 1.0 1.0
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— b-miic
g-miic c
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(b) Student (c) Dirichlet
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FIGURE 4 — Evolution du F-score pour les méthodes CBIC,
CPC, G-CMIIC et B-CMIIC en fonction de la taille de 1’en-
semble de données. La moyenne des résultats est calculée
sur 5 réinitialisations avec différents ensembles de données
générés a partir de la structure du réseau ALARM.

ou de Student. La copule de Dirichlet, quant a elle, a été
choisie pour mettre notre algorithme 1’épreuve en raison de
son support restreint (voir figure (3)). Les trois modeles ont
été paramétrés de maniere a ce qu’ils induisent de fortes
corrélations entre les variables (matrices de corrélation dont
les parametres hors diagonale sont fixés a 0, 8, copule de Di-
richlet avec @ = (1/D,2/D,...,1)). La figure (3) montre
des échantillons bidimensionnels obtenus a I’aide de ces pa-
ramétrages. Les CBNs sont ensuite échantillonnés a 1’aide
de la procédure push-forward décrite dans Koller and Fried-
man (2009).

Performances pour la reconstruction du squelette

Les performances des quatre algorithmes d’apprentissage
ont été mesurées en comparant le squelette du graphe ap-
pris avec le squelette de la structure de référence utilisée
pour générer les données. La précision (P) est la propor-
tion de liens apprise qui sont effectivement dans la struc-
ture de référence, tandis que le rappel (R) est la propor-
tion de liens qui sont dans la structure de référence qui
ont bien été retrouvés. Le F-score est alors défini comme :
F = 2PR/(P + R). Si le squelette de référence a été parfai-
tement retrouvé, la valeur du F-score est de 1. Les figures 4
et 5 donnent 1’évolution du F-score en fonction de la taille
de I’échantillon pour la structure ALARM et en fonction du
nombre de nceuds pour les structures générées par MCMC.

Comme on peut I’observer, G-CMIIC converge plus rapi-
dement que les autres algorithmes, mais B-CMIIC et CPC
convergent approximativement vers la méme valeur. De
maniere surprenante, G-CMIIC conserve de bons résultats

0.8+ i { }H
g-miic =+ cbic

—  b-miic — cpc
T T . T T T
20 10 20 10 50 100
(b) Student (c) Dirichlet

(a) Gaussien

FIGURE 5 — Evolution du F-score pour les méthodes CBIC,
CPC, G-CMIIC et B-CMIIC en fonction de la dimension
des graphes aléatoires. Les résultats sont moyennés sur 2
différents graphes aléatoires de méme dimension et sur 5
ensembles de données différents de taille A/ = 10000.

méme pour les données Dirichlet. La méthode CBIC est ce-
pendant moins performante que les trois autres, quel que soit
le modele génératif.

Performances pour la reconstruction du CPDAG

Pour évaluer la structure orientée, nous utilisons la dis-
tance de Hamming structurelle (SHD) (Colombo and Maa-
thuis 2014). Cette métrique se calcule sur les graphes acy-
cliques partiellement dirigés complétés (CPDAG pour Com-
pleted Partially Directed Acyclic Graph) qui représentent la
classe d’équivalence de Markov d’un DAG. Pour un DAG G
donné, cette derniere est composée de tous les graphes qui
représentent le méme ensemble d’indépendances condition-
nelles que G (Koller and Friedman 2009). La SHD corres-
pond alors au nombre d’opérations élémentaires nécessaires
pour retrouver le CPDAG de la structure originale a partir du
CPDAG de 1a structure estimée. Ces opérations sont 1’ajout,
la suppression et le retournement d’un lien ou d’un arc. Les
figures 6 et 7 montrent 1’évolution de la SHD en fonction de
la taille de I’échantillon dans le cas de la structure ALARM
et du nombre de nceud dans le cas des structures aléatoires.

L’interprétation de ces résultats est similaire a celles que
nous avons faite pour la reconstruction de la squelette. En
effet, la méthode G-CMIIC retrouve presque parfaitement le
GAPDC dans le cas ol le modele ayant généré les données
est gaussien ou de Student. De plus, elle a besoin de moins
de données pour converger que les autres techniques. Ce-
pendant, ses performances sont assez pauvres dans le cas de
données de Dirichlet. En revanche, B-CMIIC a de bonnes
performances quel que soit le modele génératif, ce qui
illustre 1’avantage d’une méthode non- paramétrique sur des
méthodes paramétriques. Dans le cas de structures avec peu
de nceuds, CPC semble converger vers la méme valeur que
les méthodes CMIIC mais nécessite pour cela beaucoup plus
de données. En outre, ses performances diminuent lorsque
la taille des structures augmente. Quant a la méthode CBIC,
ses résultats sont moindres par rapport aux autres techniques
et de plus, ses performances baissent pour des dimensions
élevées.

Complexité temporelle

Les temps d’exécution pour les différentes méthodes
d’apprentissage ont été calculés en fonction de la dimen-
sion des structures aléatoires et pour des échantillon de taille
M = 10000. Les résultats sont présentés sur la figure 8. Le
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FIGURE 6 — Evolution de la SHD pour les méthodes CBIC,
CPC, G-CMIIC et B-CMIIC en fonction de la taille de 1’en-
semble de données. La moyenne des résultats est calculée
sur 5 réinitialisations avec différents ensembles de données
générés a partir de la structure du réseau ALARM.

temps d’apprentissage de 1’algorithme B-CMIIC est le plus
important malgré ses bonnes performances pour la recons-
truction de la structure. G-CMIIC, quant a lui, est le plus
rapide et, a ce titre, devrait étre utilisé lorsque 1’on sait que
I’hypothése gaussienne est valable. En revanche, lorsqu’au-
cune information n’est disponible, I’algorithme B-CMIIC
devrait étre utilisé en raison de la généralité de ses résultats.

6 Conclusion et perspectives

Le modele des CBNs utilise des fonctions de copules pour
paramétrer les DPCs d’un BN continu. La représentation
du BN permet, d’autre part, de limiter la taille des fonc-
tions copules qui peuvent étre difficiles a manipuler pour
des dimensions élevées. De plus, la structure d’'un CBN
posseéde la méme langage graphique qu’un BN classique.
Avec quelques adaptations, cela permet d’utiliser les mémes
techniques d’apprentissage que celles utilisées pour des
données discretes. A cet égard, nous avons proposé un al-
gorithme MIIC continu se situant a mi-chemin entre les
méthodes basées sur une fonction de score et celles basées
sur des contraintes. Pour cela, nous avons du étendre le
lien entre I’information mutuelle et I’entropie de la copule a
I’information conditionnelle et I’information a trois points.
Cette extension nous a permis la construction d’estimateurs
non-paramétriques pour ces quantités a partir de la copule
empirique de Bernstein. Le volet expérimental a illustré la
généralité de la méthode non-paramétrique G-CMIIC par
rapport aux méthodes paramétriques CBIC et G- CMIIC De
plus, I’absence d’un ordre arbitraire a permet a G-CMIIC
d’obtenir de meilleurs résultats avec moins de données que
la méthode CPC. Cependant, comme c’est souvent le cas, les
méthodes non-paramétriques sont plus coliteuses en temps
d’exécution et si nous avons des indices sur le modele qui a
généré les données, les méthodes paramétriques peuvent étre
préférées comme I'illustrent les performances structurelles
et le temps d’exécution de la version gaussienne de CMIIC.
Malgré tout, le couplage des CBNs avec des copules de
Bernstein empirique nous a permis d’apprendre des modeles
non-paramétriques de grandes dimensions ce qui n’était pas
possible auparavant. Tous les fichiers sources pour manipu-
ler et apprendre les CBNs avec la méthode CMIIC peuvent
étre trouvés au sein d’un plugin expérimental, appelé ota-
grum, faisant partie de la bibliotheque OpenTURNS et utili-
sant la bibliotheque aGrUM.
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FIGURE 7 — Evolution de la SHD pour les méthodes CBIC,
CPC, G-CMIIC et B-CMIIC en fonction de la dimension
des graphes aléatoires. Les résultats sont moyennés sur 2
différents graphes aléatoires de méme dimension et sur 5
ensembles de données différents de taille A/ = 10000.

Bien que ces résultats soient trés encourageants, le fon-
dement théorique du parametre correctif o n’est pas satis-
faisant. En remplacement, une pénalité de score continue
pourrait étre utilisée mais les pénalités discretes sont soit di-
vergentes dans la limite continue (NML, MDL) soit seule-
ment extensibles pour des modeles paramétriques (BIC).
Une idée plus prometteuse serait d’étendre 1’estimateur de
I’information mutuelle introduit dans (Belalia et al. 2017) a
I’information conditionnelle et a I’information a trois points.
Cet estimateur étant distribué selon une loi normale dans
la la limite des grands échantillons, des p-values pour-
raient étre utilisées pour quantifier la confiance dans les
indépendances. Enfin, ces résultats ont été obtenus par 1’uti-
lisation de données générées et doivent &tre complétés par
des données réelles.
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FIGURE 8 — Temps d’apprentissage en secondes pour les
méthodes CBIC, CPC, G-CMIIC et B-CMIIC en fonction
de la dimension des graphes aléatoires. Les résultats sont
moyennés sur 2 différents graphes aléatoires de méme di-
mension et sur 5 ensembles de données différents de taille
M = 10000.

Disponibilité du code
Les codes sources de nos algorithmes et de nos tests sont

respectivement accessibles sur les répertoires GitHub open-
turns/otagrum et MLasserre/otagrum-experiments.
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