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Abstract

Les modèles graphiques probabilistes forment une
classe de représentations compactes de distributions
de probabilité à haute dimension en décomposant
ces distributions en un ensemble de facteurs multi-
variés (potentiels). Chaque algorithme exact (pour
l’inférence probabiliste, MAP, etc.) opère sur une
représentation spécifique de ces potentiels. Cepen-
dant, les modèles probabilistes complexes conduisent
souvent à des potentiels de grandes dimensions qui
ont un impact important sur les complexités spa-
tiales et temporelles de ces algorithmes et qui peuvent
conséquemment rendre l’inférence dans les modèles
complexes intraitable. Dans cet article, nous pro-
posons une nouvelle méthode pour approcher et ma-
nipuler ces potentiels basée sur une représentation ten-
sorielle de faible rang. Cette représentation est utilisée
pour l’approximation des potentiels et permet d’avoir
une précision contrôlée et une réduction importante du
nombre de paramètres. Chaque opérateur utilisé dans
de tels algorithmes (multiplication, addition, projec-
tion, etc.) peut être défini dans cette représentation
tensorielle, ce qui conduit à un cadre d’approximation
dans lequel chaque algorithme pour les PGM peut
être facilement implémenté. Pour illustrer cette ca-
pacité, nous présentons un algorithme classique de pas-
sage de messages dans les réseaux Bayésiens en util-
isant le format train de tenseurs. En réduisant con-
sidérablement la complexité de calcul et l’utilisation de
la mémoire, l’approche proposée permet aux inférences
de passer à l’échelle. Ces résultats sont illustrés par
des expériences sur des réseaux Bayésiens dynamiques
et des réseaux Bayésiens classiques, réalisées à l’aide
d’une implémentation Python avec TensorFlow, TAP
et pyAgrum.

Introduction

Ce document adapte et complète le travail présenté
dans (Ducamp et al. 2020) tout en s’inscrivant dans
le cadre général des travaux effectués dans (Ducamp
2021) où se pose notamment la question du passage à
l’échelle des inférences (probabilistes) dans des systèmes
complexes. En effet, lorsque les algorithmes exacts
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souffrent de la complexité spatiale dans les modèles à
grande échelle, les algorithmes approchés ne peuvent
offrir qu’un compromis entre complexité temporelle et
précision, parfois sans garantie de convergence vers une
distribution stationnaire. L’objectif de ce papier est
de montrer que l’utilisation de méthodes tensorielles de
faible rang peut être un moyen possible d’atténuer le
fléau de la dimensionnalité pour les modèles discrets à
haute dimension.

Dans des travaux antérieurs, (Savicky and Vomlel
2007) ont proposé de manipuler la structure d’un réseau
Bayésien et d’utiliser la décomposition tensorielle dite
de ”rang un” pour approcher certaines formes partic-
ulières de CPTs, (Vomlel and Tichavský 2014) utilisent
la décomposition CP des tenseurs correspondant aux
CPTs des fonctions seuil, des fonctions exactement l-
out-of-k, et de leurs contreparties bruitées. Nous pro-
posons, dans un cas plus général, des méthodes ten-
sorielles qui combinées avec des algorithmes exacts
pourraient fournir une nouvelle approche pour traiter
les CPT complexes d’une manière contrôlée et passant
à l’échelle. Il est important de noter que cette approche
n’est pas limitée aux réseaux Bayésiens ni aux algo-
rithmes d’inférence. Toute représentation d’une fonc-
tion multivariée de haute dimension comme un produit
de facteurs multivariés, tout algorithme qui opère sur
un demi-anneau commutatif de tels facteurs multivariés
sont limités par la dimension de ces mêmes facteurs et
pourraient donc bénéficier de cette représentation com-
pacte avec une approximation contrôlée, notre approche
se veut plus générale que celles proposées dans les
travaux cités ci-dessus. Comme exemple d’utilisation
d’une représentation tensorielle de faible rang pour les
PGM, nous proposons dans cet article de nous con-
centrer sur l’inférence probabiliste dans les réseaux
Bayésiens en utilisant le format train de tenseurs.

Dans ce papier nous présenterons dans un premier
temps certaines notions élémentaires de l’algèbre ten-
sorielle, nous discuterons ensuite de méthodes avancées
pour simplifier la représentation spatiale de tenseurs
de grande dimension afin de, finalement, proposer une
première approche pour l’inférence dans des systèmes
complexes basée sur ces représentations.



Formats Tensoriels de Faible Rang
Les méthodes tensorielles sont devenues un outil de pre-
mier plan pour résoudre des problèmes à haute dimen-
sion en physique, en finance, en statistiques, en quantifi-
cation de l’incertitude, en science des données et dans de
nombreux autres domaines impliquant l’approximation
de fonctions à haute dimension ou de tableaux multidi-
mensionnels. Pour une introduction aux méthodes ten-
sorielles et à leurs applications en analyse numérique et
apprentissage automatique, le lecteur est invité à con-
sulter l’ouvrage (Hackbusch 2012) et les articles (Kolda
and Bader 2009; Nouy 2017; Bachmayr, Schneider, and
Uschmajew 2016; Cichocki et al. 2016, 2017; Ji et al.
2019).

Dans cet article, nous définissons les tenseurs comme
une généralisation des notions de scalaires, vecteurs et
matrices à un plus grand nombre de dimensions, c’est-
à-dire comme des tableaux multidimensionnels. Alors
que les vecteurs ont des entrées vi avec un indice et que
les matrices ont des entrées Mij avec deux indices, les
tenseurs portent sur d indices. Ce nombre d’indices est
appelé le ordre du tenseur.

Nous désignons par Rn1×···×nd l’espace des tenseurs
d’ordre d et de taille n1×. . .×nd. Les composantes d’un
tenseur T ∈ Rn1×···×nd sont désignées par T(i1, . . . , id)
(parfois Ti1,...,id), 1 ≤ iν ≤ nν , 1 ≤ ν ≤ d où l’indice iν
est lié au ν-ième mode (ou dimension) du tenseur.

Un tenseur T peut être identifié à un vecteur vec(T)
dont les entrées sont vec(T)(i1, . . . , id = T(i1, . . . , id),
avec i1, . . . , id = id+(id−1−1)nd+. . .+(i1−1)n2 . . . nd.

Opérations entre Tenseurs

Afin de manipuler les tenseurs, nous devons introduire
un certain nombre d’opérations élémentaires. Pour une
liste plus détaillée et exhaustive, le lecteur pourra se
reporter à (Lee and Cichocki 2018; Hackbusch 2012).
Les deux premières opérations sur les tenseurs que nous
devons introduire sont le produit de Kronecker et sa
contrepartie partielle.

Produit de Kronecker. Le produit de Kronecker
(noté ⊗) de deux tenseurs A ∈ RI1×...×IN et B ∈
RJ1×...×JN donne un tenseur C = A ⊗ B de taille
I1J1 × · · · × INJN avec des entrées

C(i1j1, . . . , iN jN ) = A(i1, . . . , iN )B(j1, . . . , jN ) (1)

Nous utiliserons le produit de Kronecker plutôt que le
produit externe (plus général) car il permet une conser-
vation des ordres (alors que le produit externe conserve
les rangs). Cette caractéristique est importante pour
nous puisque la représentation des tenseurs avec laque-
lle nous allons travailler par la suite n’utilise que des
tenseurs d’ordre 3.

Produit de Kronecker partiel. Le produit de
Kronecker partiel de deux tenseurs le long des
modes I est noté �I . Le produit �{1,...,M} selon

les modes {1, . . . ,M} pour deux tenseurs A ∈
RR1···×RM×I1×···×IN et B ∈ RS1×···×SM×I1······×IN

donne un tenseur C = A�{1,··· ,M}B de taille R1S1 · · ·×
RMSM × I1 × · · · × IN avec des sous-tenseurs

C(:, . . . , :, i1, . . . , iN ) =A(:, . . . , :, i1, . . . , iN )

⊗B(:, . . . , :, i1, . . . , iN )
(2)

La dernière opération dont nous avons besoin est le
produit contracté qui correspond à une contraction en-
tre deux indices tensoriels. Dans notre cas, ce sera tou-
jours entre le dernier (Mième) mode du premier tenseur
et le premier mode du deuxième tenseur.

Produit contracté (M,1) Le produit contracté
(M,1) (noté ×1) des tenseurs A ∈ RI1×...×IM et B ∈
RJ1×...×JN avec IM = J1 donne un tenseur C = A×1 B
de taille I1×· · ·×IM−1×J2×· · ·×JN avec des entrées

C(i1, . . . , iM−1, j2, . . . , jN ) =

IM∑
iM=1

A(i1, . . . , iM )

B(iM , j2, . . . , jN )
(3)

Maintenant que nous avons défini les opérations
nécessaires à nos calculs, nous devons trouver une
représentation pour nos tenseurs qui nous permette
de réduire leur dimensionnalité. Effectivement, étant

donné que le nombre d’entrées d’un tenseur T(d) crôıt
de manière exponentielle avec l’ordre d — et qu’il en va
de même pour la consommation de mémoire et la com-
plexité de calcul des opérations d’algèbre multilinéaire
de base entre tenseurs —, il est essentiel de considérer
des formats de tenseurs structurés, tels que les formats
de tenseurs à faible rang, pour manipuler les tenseurs
d’ordre élevé.

Rangs Tensoriels et Formats Tensoriels
Associés
Dans cette section, nous allons présenter quelques outils
permettant de contourner la principale limitation liée à
l’utilisation des tenseurs pleins.

Un tenseur élémentaire T = T(1) ⊗ . . . ⊗ T(d) est
le produit tensoriel de d tenseurs d’ordre 1 (vecteurs)

T(ν) ∈ Rnν , dont les entrées sont T(i1, . . . , id) =

T(1)(i1) . . .T(d)(id). Il est à noter que si l’on considère
un ensemble de marginales de variables aléatoires toutes
indépendantes les unes des autres, le potentiel associé
au produit de ces marginales est un tenseur élémentaire.
Le rang canonique d’un tenseur T, noté rank(T), est
l’entier minimal r tel que le tenseur puisse être écrit
comme une somme de r tenseurs élémentaires.

Chaque tenseur T peut être représenté comme une
combinaison linéaire de r tenseurs d’ordre 1, une telle
représentation est appelée décomposition polyadique
canonique (Hitchcock 1927) (et parfois appelée CAN-
DECOMP (Carroll and Chang 1970) ou PARAFAC



(Harshman 1970)). Ce format a notamment été utilisé
dans (Savicky and Vomlel 2007; Vomlel and Tichavský
2014) afin de factoriser certains CPTs lors d’inférences
probabilistes. Cependant, le calcul du rang canonique
d’un tel tenseur est NP difficile (Hillar and Lim 2013,
Theorem 1.13). D’autres représentations, plus com-
plexes mais aussi plus structurées, peuvent être définies.

Pour tout sous-ensemble α ⊂ {1, . . . , d} := D et
son sous-ensemble complémentaire αc = {1, . . . , d} \ α,
un tenseur T peut être identifié grâce à une ma-
trice Mα(T) dont les entrées sont, à une permutation
d’indices près :

Mα(T)((iν)ν∈α, (iν)ν∈αc) = T(i1, . . . , id).

L’application Mα, appelée opérateur de matricisa-
tion α, est une bijection de Rn1×···×nd vers RNα×Nαc ,
où Nβ =

∏
ν∈β nν . Le rang de la matrice Mα(T) est

appelé rang α de T, et est noté rankα(T). Par conven-
tion, les rangs D et ∅ d’un tenseur sont égaux à 1.

En considérant que S ⊂ 2D est un ensemble de sous-
ensembles de D, nous définissons le S-rank d’un tenseur
T comme le tuple (rankα(T))α∈S ∈ N|S|. Pour un en-
semble donné S et un tuple r = (rα)α∈S , un format
de tenseur T Sr est défini comme l’ensemble des tenseurs
dont le rang S est inférieur à r,

T Sr = {T ∈ Rn1×···×nd : rankα(T) ≤ rα, α ∈ S}
Lorsque S est un arbre de partition de dimension sur

D (avec la racine D et les feuilles {ν}, 1 ≤ ν ≤ d) ou
un sous-ensemble d’un tel arbre, T Sr est appelé un for-
mat tensoriel arborescent (Falcó, Hackbusch, and Nouy
2018). Ce format comprend le format de Tucker pour
un arbre trivial (où S = {{1, . . . , d}, {1}, . . . , {d}}), le
format de Tucker hiérarchique (HT) (Hackbusch and
Kuhn 2009) pour un arbre binaire, et le format train de
tenseurs décrit ci-dessous.

Le Format Train de Tenseurs
Le format train de tenseurs (TT) a été introduit dans
(Oseledets 2009; Oseledets and Tyrtyshnikov 2009)
dans le contexte de l’analyse numérique. Il était déjà
connu en physique quantique sous le nom de Matrix
Product State (voir, par exemple, (Schollwöck 2011)).
Ce format correspond au format tensoriel T Sr avec

S = {∅, {1}, {1, 2}, . . . , {1, . . . , d− 1}, D}. Étant donné
un tuple d’entiers r = (r0, r1, . . . , rd), avec r0 = rd = 1,
un tenseur T dans le format tensoriel T Sr admet la
représentation

T(i1, . . . , id) =

r1∑
k1=1

· · ·
rd−1∑

kd−1=1

T(1)(1, i1, k1) · · ·

T(d)(kd−1, id, 1)

(4)

où les T(i) ∈ Rri−1×ni×ri sont des tenseurs d’ordre
3 appelés noyaux. Les entiers minimaux (r0, r1, . . . , rd)
tels que T a une représentation (selon l’équation 4) est
appelé le rang TT de T.

Complexité de stockage La complexité de stock-
age d’un tenseur avec des rangs TT bornés par R et
des tailles de mode bornées par N est en O(dNR2). Ce
format de tenseur permet de contourner le fléau de la
dimensionnalité pour les classes de tenseurs avec des
rangs TT uniformément bornés ou croissant polynomi-
alement avec d.

Approximation dans le Format Train de
Tenseurs

Chaque tenseur a une représentation exacte dans le
format TT (Oseledets 2011), éventuellement avec des
rangs de représentation élevés.

Afin de contrôler la taille de ses rangs, de nombreux
algorithmes ont été proposés pour non seulement trans-
former mais aussi compresser les tenseurs complets en
tenseurs au format TT. L’algorithme décrit ci-dessous,
introduit dans (Oseledets 2011)[p. 2301], nous permet

d’obtenir une approximation T̃ε au format TT d’un
tenseur donné T avec une précision relative fixée ε, i.e.

,
∥∥∥T− T̃ε

∥∥∥
F
≤ ε ‖T‖F , où ‖·‖F désigne la norme ten-

sorielle de Frobenius (ou canonique) (si T ∈ R{n1,··· ,nd},

‖T‖2F =
∑
i1,··· ,id T2

i1,··· ,id). L’algorithme s’appuie sur
des décompositions en valeurs singulières de matrices.
Pour plus de détails sur le format TT et ses applica-
tions, voir (Gelß 2017). L’algorithme est ici décrit pour
le cas où l’entrée T est un tenseur complet (un tableau
multidimensionnel) mais une version où l’entrée est di-
rectement au format TT existe également (Oseledets
2011)[p. 2305].

Algorithm 1 Compress(T, ε) - Approximation au for-
mat TT à l’aide de SVD tronquée d’ordre supérieur

Input : Tensor T ∈ Rn1×···×nd and tolerance ε

Output Approximation T′ of T in TT format with cores

U(1), . . . ,U(d) and ranks r0, . . . , rd

1: Set r0 = 1 and rd = 1. Set A ∈ Rr0×n1×...×nd such that

A(1, i1, . . . , id) = T(i1, . . . , id)

2: for ν = 1, . . . , d− 1 do

3: A =M{1,2}(A) ∈ R(rν−1nν )×(nν+1...nd)

4: Compute SVD of A, i.e. A = UΣV T with Σ =

diag(σ1, . . . , σd) ∈ Rs×s, U ∈ R(rν−1nν )×s and V ∈
R(nν+1...nd)×s

5: Set rν ≤ s to the smallest index such that σ2
rν+1

+ . . .+σ2
s ≤

ε2/(d− 1)

6: Discard rows and columns of U,Σ, and V corresponding to

singular values σrν+1
, . . . , σs

7: Define the ν-th core U(ν) =M−1
{1,2}(U) ∈ Rrν−1×nν×rν

8: Define A =M−1
{1}(ΣV

T ) ∈ Rrν×nν+1×...×nd

9: Define the d-th core U(d) =M−1
{1}(A)

Réseaux Bayésiens et Trains de
Tenseurs

L’utilisation du format TT semble être une approche
prometteuse pour réduire la consommation mémoire



des potentiels dans les PGM. Un tel format permet de
passer d’une représentation des potentiels qui évolue
non plus exponentiellement avec le nombre de parents
mais linéairement, avec un contrôle sur l’approximation
induite.

Compte tenu du contexte de cet article, nous avons
décidé de nous concentrer sur une expérimentation au-
tour d’une inférence qui manipulerait les potentiels
comme des tenseurs au format TT au lieu de tableaux
multidimensionnels.

Proposer une réinterprétation de l’inférence de
Shafer-Shenoy (Shenoy and Shafer 1990) comme
première expérience était simple puisqu’elle ne nécessite
de redéfinir que quelques opérations, ce qui la rend
facile à comparer à l’algorithme standard. Résumons
les avantages d’un tel format :

1. Ce changement dans la représentation des données
pourrait être intéressant non seulement pour les
inférences mais pour tous les algorithmes qui manip-
ulent de grands potentiels.

2. Une approximation avec une précision contrôlée peut
être obtenue en utilisant la la procédure Compress
définie précédemment ;

3. Une approximation peut être trouvée en utilisant une
limite supérieure pour les rangs TT, permettant de
contrôler facilement l’utilisation de la mémoire ;

Avant de redéfinir les opérations élémentaires de
Shafer-Shenoy pour les tenseurs au format TT et, fi-
nalement, l’algorithme complet, nous devons introduire
une autre opération sur les tenseurs, le produit de
Hadamard. À titre de comparaison, nous donnons la
définition de cette opération pour les tenseurs pleins.

Produit de Hadamard. Le produit de Hadamard
(noté ~) de deux tenseurs A et B de même taille n1 ×
. . .×nd donne un tenseur C = A~B avec des entrées

C(i1, . . . , id) = A(i1, . . . , id)B(i1, . . . , id) (5)

Produit de Hadamard au Format TT

Rappelons qu’un tenseur T avec la représentation au
format TT (équation 4) peut s’écrire

T = T(1) ×1 · · · ×1 T(d).

Si A et B sont deux tenseurs de même taille et dont
les représentations aux formats TT A = A(1)×1 · · · ×1

A(d) et B = B(1) ×1 · · · ×1 B(d), alors leur produit de
Hadamard A~B a une représentation au format TT :

A~B = (A(1) �{1,3}B(1))×1 · · · ×1 (A(d) �{1,3}B(d))
(6)

où �{1,3} est le produit partiel de Kronecker selon les
modes 1 et 3, défini dans l’équation 2.

A(i) ∈ Rr
A
i−1×n

A
i ×r

A
i et B(i) ∈ Rr

A
i−1×n

B
i ×r

B
i désignent

les noyaux de A et B pour tout i ∈ (1, . . . , d).
Pour pouvoir calculer le produit de Kronecker partiel

A(i)�{1,3}B
(i) nous devons nous assurer que nAi = nBi .

Dans ce but et pour éviter d’avoir à manipuler la posi-
tion des noyaux lors de l’inférence, nous allons forcer un
ordre arbitraire sur les variables au sein d’un potentiel
(et pour des raisons de simplicité, nous utiliserons un
ordre topologique).

Algèbre des Potentiels Avec le Format TT

En utilisant la procédure Compress, nous sommes
maintenant capables de compresser tout tenseur associé
à une fonction multivariée (CPT, potentiels, etc.) dans
un format TT avec une précision donnée. Afin de con-
struire des algorithmes utilisant ce format compressé,
nous devons maintenant définir les opérations utilisées
par de tels algorithmes. Dans notre cas, le produit
clique-séparateur et une marginalisation.

Produit clique-séparateur. Le produit du poten-
tiel φ d’une clique avec l’un de ses séparateurs ψ peut
être obtenu en utilisant un produit de Hadamard entre
tenseurs. Cependant, cela nécessite que φ et ψ soient
des tenseurs de même ordre et de même taille. Puisque
les variables du séparateur forment un sous-ensemble
des variables de la clique, ψ doit être identifié à un
tenseur ψ′ ayant l’ordre et la taille de φ. Il suffit de
considérer le cas où φ est un tenseur d’ordre d et de
taille n1 × . . .× nd dépendant des variables (i1, . . . , id)
et ψ est un tenseur d’ordre d−1 dépendant des variables
(i1, ..., iν−1, iν+1, ..., id). Alors ψ′ est le tenseur d’ordre
d tel que ψ′(i1, ..., id) = ψ(i1, ..., iν−1, iν+1, ..., id), et le
produit de Hadamard φ~ψ doit être interprété comme
φ~ ψ′.

Propriété Si ψ a une représentation au format TT

avec des noyaux T(µ) et des rangs de représentation
rν , µ ∈ {1, . . . , ν − 1, ν + 1, . . . , d}, alors ψ′ a une

représentation au format TT avec des noyaux T’(µ) =

T(µ) pour µ ∈ {1, . . . , ν − 1, ν + 1, . . . , d} et T’(ν) ∈
Rrν−1×nν×rν tel que T’(ν)(kν−1, iν , kν) = δkν−1,kν , où δ
représente le delta de Kronecker.

Soit φ et ψ ∈ Ri1×...×...,id deux tenseurs au format

TT avec φ(i) ∈ Rr
φ
i−1×ni×r

φ
i et ψ′(i) ∈ Rr

ψ′
i−1×ni×r

ψ′
i

pour tous les i ∈ {1, . . . , d} alors si nous désignons
le tenseur φ′ dans le format TT qui est égal à
φ ~ ψ et en raison des produits de Kronecker par-
tiels internes utilisés (cf. équation 6), nous avons

φ′(i) ∈ R(rφi−1×r
ψ′
i−1)×ni×(rφi ×r

ψ′
i ). Étant donné le

nombre (généralement) important de produits clique-
séparateur et afin de limiter la croissance des rangs in-
ternes de φ′, il est nécessaire de recompresser chacun
de ces résultats en utilisant la procédure Compress.

Marginalisation. L’adaptation de l’opération de
marginalisation au cas des potentiels sous forme de
trains de tenseurs est plus simple. Les variables d’un
séparateur ψi→j entre deux cliques Ci et Cj étant



un sous-ensemble des variables de Ci et Cj , on peut
marginaliser le tenseur φ associé à Ci afin de for-
mer ψi→j . Si φ a une représentation au format TT

avec des noyaux T(ν), ν ∈ {1, . . . , d} et ψi→j est
un séparateur sur (i1, ..., iν−1, iν+1, ...., id), alors ψi→j
a une représentation au format TT avec des noyaux

T’(ν) = T(ν) pour ν ∈ {1, . . . , ν − 1, ν + 2, . . . , d} et,
pour une marginalisation à droite :

T’ν+1) =
∑
iν

Tν)(:, iν , :)×1 Tν+1)

Cette opération est (généralement) moins coûteuse
que son équivalent sur les tenseurs complets. Dans
les algorithmes suivants, nous désignerons par
Marginalize(φ, ψi→j) l’opération qui marginalise φ
sur les variables qui ne sont pas dans ψi→j .

Shafer-Shenoy et Trains de Tenseurs

Nous pouvons maintenant redéfinir l’algorithme de
Shafer-Shenoy, un algorithme classique à base de prop-
agation de messages, en utilisant le format TT et nos
opérations nouvellement définies. Soit B = (

#»G ,P)
un réseau Bayésien avec P caractérisé par Θ =

{P(X|Pa
#»G
X ,∀X ∈ V(

#»G )}. Avant d’initialiser un ar-
bre de jonction T selon B, nous pouvons construire un
nouvel ensemble de potentiels Θ′, qui sera utilisé pour
générer les potentiels associés à chaque clique tels que :

Θ′ = {θ′X|θ′X = Compress(P(X|Pa
#»G
X ), ε),∀X ∈ V(

#»G )}
Cette phase n’est pas particulièrement coûteuse et

pourrait être effectuée avant l’inférence (afin de stocker
et réutiliser le modèle tensorisé, par exemple). Les al-
gorithmes suivants décrivent le fonctionnement de nos
inférences pour un arbre de jonction T , une racine r
dans cet arbre et une tolérance ε donnés.

T’(ν+1) =
∑
iν

T(ν)(:, iν , :)×1 T(ν+1)

Algorithm 2 CollectTT (T , i, j, ε)
Input : an initialized JT T , i, j ∈ V(T ) and a tolerance ε

Output Recursively computed ψi→j

1: φ← φi

2: for k ∈ Adj(i)\{j} do

3: CollectTT(T , k, i, ε)
4: φ←Compress(φ~ ψk→i, ε)

5: ψi→j ←Marginalize(φ, ψi→j)

Algorithm 3 DistributeTT (T , i, j, ε)
Input : an initialized JT T , i, j ∈ V(T ) and a tolerance ε

Output Recursively computed ψi→j

1: φ← φi

2: for k ∈ Adj(i)\{j} do

3: φ←Compress(φ~ ψk→i, ε)

4: ψi→j ←Marginalize(φ, ψi→j)

5: for l ∈ Adj(j)\{i} do

6: DistributeTT(T , j, l)

Algorithm 4 Shafer-Shenoy TT (T , r, ε)
Input : a JT T of B = (

#»G ,Θ′), a root r ∈ V(T ), a tolerance ε

Output a JT T with messages in both directions on all the

separators

1: for X ∈ V(
#»G ) do

2: Assign θ′X to a clique C s.t (X ∪ Pa
#»G
X ) ⊆ C

3: CollectTT(T , r, r, ε)
4: DistributeTT(T , r, r, ε)

Un avantage de notre approche, qui ne modi-
fie que les opérations élémentaires et les structures
de données utilisées, est qu’elle permet de facile-
ment adapter des algorithmes classiques à son usage.
Conséquemment, notre nouvelle version de l’algorithme
de Shafer Shenoy est très proche de la version clas-
sique basée sur l’utilisation de tableaux multidimen-
sionnels. Si les différentes opérations élémentaires ne
sont pas aussi gourmandes en mémoire que leur ver-
sion à base de tenseurs pleins, nous verrons que les
appels systématiques à l’algorithme de compression
après chaque produit est une limitation. Cependant,
nous pensons que ce problème pourrait être surmonté,
comme suggéré par (Kressner and Perǐsa 2017).

Résultats Expérimentaux

Pour obtenir nos résultats expérimentaux, nous avons
développé une première implémentation de notre al-
gorithme en utilisant plusieurs bibliothèques : T3F
(Novikov et al. 2018) pour la manipulation des tenseurs
au format TT, TensorFlow pour les opérations liées
aux tenseurs et pyAgrum (Ducamp, Gonzales, and
Wuillemin 2020) pour la manipulation des réseaux
Bayésiens, des arbres de jonction et des potentiels. Pour
des raisons de stabilité et de praticité, nous sommes en-
suite passés à une autre bibliothèque pour manipuler
les tenseurs au format TT, Tensap (Nouy and Grelier
2020). Notre code est disponible sous forme la d’une
bibliothèque Python appelé TenGeRine 1.

Nous comparons deux implémentations : un Shafer-
Shenoy classique (appelée SS) et Shafer-Shenoy util-
isant le format TT (appelée SSTT). Les deux
implémentations sont identiques autant que possible
sauf que la première manipule des potentiels (modèle et
opérations implémentés en C++) et la seconde manip-
ule des tenseurs au format TT (modèle et opérations
implémentés avec TensorFlow ou Tensap avec un
mélange de Python et de C++). Nous comparons à la
fois le temps d’inférence (noté TSS pour SS, TSSTT pour
SSTT) ainsi que le nombre de paramètres (des cliques et
séparateurs) à la fin de chaque inférence (#SS pour SS,
#SSTT pour SSTT) et le facteur de compression entre

eux ( #SS

#SSTT
, noté τ). Tous les tests ont été effectués

sur un processeur Intel dual E5-2630v2@2.60GHz et
32Go de RAM. Nous ne profitons pas encore des fa-

1https://gitlab.com/agrumery/tengerine

https://gitlab.com/agrumery/tengerine


cilités de calcul offertes par les infrastructures de calculs
tensoriels avancés (GPGPU et parallélisation).

Modèles Issus de la Littérature

Nous comparons d’abord nos algorithmes sur des
modèles classiques de la littérature 2. Notre objectif
est ici de vérifier que l’utilisation de trains de tenseurs
permet bien de réduire l’espace mémoire sans introduire
trop d’erreurs (dues à la compression) dans les poten-
tiels calculés.

Temps d’Inférence et Compression Le tableau 1
montre comment l’utilisation de notre approche sur les
BN classiques peut améliorer l’utilisation de la mémoire
pour les inférences, en particulier dans les réseaux com-
plexes. Au lieu de regarder le nombre de nœuds/arcs
dans les modèles, nous avons considéré qu’il était plus
pertinent de regarder la taille des cliques, en particulier
des plus grandes, car c’est le critère discriminant pour
les inférences basées sur les arbres de jonction (Robert-
son and Seymour 1986).

BN Param. clique max Ratio temps τ
Asia 64 91.9 0.6
Carpo 1.00E+03 365.51 0.78
Child 1.30E+03 152.05 0.72
Alarm 5.80E+03 114.6 0.86
Insurrance 1.10E+07 89.5 3.21
Pigs 1.20E+09 65 37.79
Hailfinder 2.10E+09 170.15 0.94
Water 6.50E+10 3.5 187.48
Munin1 1.20E+13 0.05 2148.21
Diabetes 1.60E+13 41.31 2.03
Barley 9.60E+14 1.71 35.8
Mildew 2.70E+15 2.4 19.9
Link 4.90E+27 207.1 -

Table 1: Nombre maximum de paramètres dans une
clique avec SS, ratio de temps d’inférence TSSTT

TSS
et

taux de compression (τ) pour divers BNs classiques
(ε = 0.001)

Le format TT ne semble pas être utile lorsque les
JT ont de petites cliques, comme avec Asia ou en
Alarm. En effet, lorsque les cliques et les séparateurs
sont petits, le format TT peut augmenter le nombre
de paramètres nécessaires pour les décrire. Dans le cas
d’Asia, par exemple, la plus grande clique est un tenseur
d’ordre 6 avec seulement 64 valeurs. Il n’est donc pas
vraiment surprenant de voir le nombre de paramètres
augmenter lors de la conversion d’un tel tenseur en 6
tenseurs d’ordre 3. Ces résultats indiquent qu’il devrait
y avoir une limite inférieure dans la dimensionnalité des
potentiels à partir de laquelle l’utilisation du format TT
serait contre-productive.

Cependant, dans le cas d’un réseau complexe tel
que Munin1, le format TT permet de réduire con-
sidérablement le nombre de paramètres (par un fac-
teur de 2148 !). Dans le cas de Link (592 cliques, dont
une à 20 dimensions), notre implémentation classique

2https://gitlab.com/agrumery/pgmrepository

de Shafer-Shenoy n’a pas pu terminer l’inférence, par
manque de mémoire (SSTT a pris 207 secondes). Les
économies de mémoire ne semblent pas impliquer une
réduction du temps d’inférence, comme le montre par
exemple le réseau Barley, mais cela n’est pas surprenant
puisque, comme mentionné précédemment, notre pro-
totype n’utilise pas toutes les optimisations possibles
liées à l’utilisation de méthodes tensorielles. En outre,
les opérations sur TT sont, dans leur forme actuelle,
assez complexes et coûteuses en termes de calcul. Nous
pensons qu’il y a beaucoup de place pour l’amélioration
d’un point de vue algorithmique, comme suggéré dans
(Kressner and Perǐsa 2017), où les auteurs proposent
des stratégies efficaces pour limiter les coûts de cal-
cul associés à l’utilisation de produits Hadamard entre
tenseurs au format Tucker.

Erreur d’Approximation Rappelons que lors de
l’utilisation de l’algorithme Compress, le paramètre de
tolérance ε est utilisé par des SVDs tronquées succes-
sives pour réduire la taille du tenseur initial en suppri-
mant autant que possible les informations les moins per-
tinentes. Cette suppression introduit, par conséquent,
une erreur dans les calculs, qui doit être discutée.

A cet égard, nous comparons dans le tableau 2 la
valeur exacte de chaque probabilité p dans chaque
postérieur et sa version approchée avec la SSTT p̂ as-
sociée aux inférences du tableau 1. On observe l’erreur
absolue |p − p̂| ainsi que l’erreur relative |p−p̂|

p . Si

d’autres critères d’évaluation tels que la divergence de
Kullback-Leibler entre p et p̂ ont été envisagés, ils nous
ont semblé être les plus faciles à interpréter.

Si les erreurs absolues semblent contenues pour une
tolérance de ε = 10−3, dans une fourchette de un
pour cent, les erreurs relatives peuvent être élevées,
suggérant que les petites probabilités sont mal ap-
prochées. Dans le cas du Mildew, par exemple, l’erreur
relative maximale se produit lorsqu’une probabilité de
1, 35e−11 est approchée avec 4, 60e−08. Heureusement,
comme le montre la figure 1, plus la tolérance est faible,
plus les erreurs sont réduites.

Absolute error Relative error
BN name Maximum Moyenne Maximum Moyenne
Alarm 3,78e-04 4,10e-05 9,73e-03 3,53e-04
Asia 3,96e-04 1,98e-04 3,96e-02 4,56e-03
Barley 4,09e-04 2,18e-05 9,99e-01 9,04e-03
Carpo 7,76e-04 7,68e-05 9,80e-01 8,20e-03
Child 7,69e-05 3,69e-06 1,53e-03 3,43e-05
Diabetes 8,25e-04 5,46e-05 1,00e+00 7,27e-03
Hailfinder 2,76e-04 5,68e-06 8,09e-04 2,11e-05
Insurance 4,97e-04 4,13e-05 8,40e-01 1,10e-02
Mildew 2,43e-04 1,32e-05 3,40e+03 4,60e+00
Munin1 3,19e-03 2,30e-04 6,84e+02 1,16e+00
Pigs 3,33e-15 6,29e-16 1,33e-14 2,25e-15
Water 8,85e-04 6,88e-05 1,00e+00 3,27e-03

Table 2: Erreurs absolues (|p− p̂|) et relatives ( |p−p̂|p )

pour nos BN classiques (ε = 0.001)

Le cas de Pigs, présenté dans la figure 2, est très
intéressant. Ce modèle, complexe par sa taille (et par

https://gitlab.com/agrumery/pgmrepository
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Figure 1: Évolution des erreurs maximales pour
Mildew en fonction de multiples seuils de tolérance

la présence de quelques grandes cliques) se compresse
très bien (par un facteur de 38) sans introduire d’erreurs
notables (de l’ordre de la précision machine).
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Figure 2: Évolution des erreurs maximales pour Pigs
en fonction de multiples seuils de tolérance

Une première analyse suggère que cela pourrait être
dû au fait que les CPTs de Pigs soient très déterministes
: dans ce cas, nous nous attendons à ce que les tenseurs
pleins associés à chaque potentiel soient peu denses et
donc facilement compressés avec des SVD tronqués.

Si ces premiers résultats sont encourageants, nous
avons voulu nous placer dans des cas arbitrairement
plus complexes pour nous assurer du passage à l’échelle
de notre approche.

SSTT et Réseaux Complexes

Afin de générer des BNs de plus en plus complexes, nous
avons utilisé des réseaux Bayésiens dynamiques (dBN)
(Dagum, Galper, and Horvitz 1992), les dBN sont une
généralisation des châınes de Markov et peuvent être
considérés comme des BN qui relient les variables en-
tre elles sur des pas de temps adjacents. Une fois que
la relation entre deux pas de temps est définie (dans
un graphe appelé 2TBN), ils peuvent être facilement
déployés (déroulés) pour un nombre arbitraire de pas

de temps. Lorsque nous créons un arbre de jonction
à partir d’un dBN déroulé, les cliques ont tendance à
être très grandes, ce qui rend souvent l’inférence exacte
intraitable (Murphy 2002).

(a) (b) (c)

Figure 3: 2TBN of : (a) dBN1, (b) dBN2, (c) dBN3

Pour nos expériences, nous avons défini 3 dBN, dont
les 2TBN associés sont présentés dans la figure 3. La
taille du domaine de chaque variable est de 10 et les
CPT ont été générés aléatoirement. Le dBN1 (figure
3.a) devrait être le pire cas pour notre algorithme basé
sur le train tensoriel : il comporte exactement cinq
châınes de Markov et toutes les cliques ont une taille
de 2 tandis que les dBN2 et dBN3 (figures 3. b et 3.c)
sont de plus en plus complexes, avec de plus en plus
d’arcs intra/inter tranches.

Temps d’Inférence et Coût Mémoire La com-
paraison du temps d’inférence de Shafer-Shenoy et de
notre algorithme confirme que plus une inférence est
complexe et gourmande en mémoire, plus l’utilisation
du format Train Tensor est intéressante, comme le
montre le tableau 3. Dans le cas de dBN1, une
décomposition est inutile puisque la taille des poten-
tiels ne changera pas, seul leur nombre augmentera
linéairement avec le nombre de pas de temps. Avec
dBN2, en revanche, la version TT de Shafer-Shenoy
montre à quel point la compression des potentiels peut
aider à dimensionner l’inférence. Enfin, dans le cas
de dBN3, des manques de mémoire sont observés sur
7 pas de temps pour l’algorithme standard alors que
la version TT évolue linéairement jusqu’à 150 pas de
temps. Le facteur limitant étant la largeur de l’arbre
de jonction, l’utilisation d’une représentation à faible
rang pour les potentiels, comme le format TT, améliore
considérablement l’utilisation de la mémoire, comme le
montre le tableau 4. Pour un facteur de tolérance ε de
0, 05, le nombre de paramètres de notre modèle utilise
moins d’un centième de l’espace utilisé par le modèle
exact, avec une erreur relative maximale de 0, 12.

Erreur d’Approximation avec SSTT Pour
évaluer les erreurs introduites par la compression, nous
avons effectué les inférences dix fois sur dBN2 avec
50 pas de temps et des CPT aléatoires pour chaque
itération. Les figures 5 et 4 montrent que, comme



dBN1 dBN2 dBN3

Nb. pas TSSTT
TSS

TSSTT
TSS

TSSTT
TSS

TSSTT
4 179.89 61.07 7.79 2.95 s
7 69.47 1.47 - 21.07 s
15 64.24 0.38 - 57.40 s
50 55.40 0.33 - 167.42 s
75 45.97 0.27 - 318.71 s
100 34.59 0.26 - 382.31 s
150 32.68 0.21 - 522.02 s

Table 3: Ratio entre les temps d’inférence pour SSTT
et SS (ε = 0.05)

Nb. pas SS SSTT τ
4 3.33e+05 4.15e+04 8.0
7 1.71e+07 1.16e+05 147.8
15 1.09e+08 6.81e+05 160.5
50 5.05e+08 4.63e+06 109.1
75 8.01e+08 4.57e+06 175.4
100 1.07e+09 9.20e+06 115.9
150 1.66e+09 1.29e+07 128.8

Table 4: Nombre de paramètres et facteurs de
compression (τ) avec SS et SSTT (dBN2, ε = 0.05)

prévu, une tolérance inférieure ε dans l’algorithme
Compress diminue les erreurs relatives et absolues
maximales mais augmente le temps d’inférence.
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Figure 4: Évolution de l’erreur absolue maximale et
temps d’inférence pour dBN2 avec 50 pas de temps

Il est intéressant de noter que la figure 6 montre que
l’erreur maximale est presque constante avec le nombre
de pas de temps (alors qu’on aurait pu s’attendre à
ce qu’elle soit amplifiée lorsque le nombre de pas de
temps augmente). Cela semble indiquer qu’il y a peu
de propagation d’erreurs durant les longues séquences
de calculs approchés.

Ces premiers résultats expérimentaux sur des
modèles complexes sont très encourageants ; ils ten-
dent à confirmer que l’utilisation de formats tensoriels
de faibles rangs permet de réaliser passer à l’échelle des
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Figure 5: Évolution de l’erreur relative maximale et
temps d’inférence pour dBN2 avec 50 pas de temps
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Figure 6: Évolution de l’erreur relative moyenne en
fonction du nombre de pas de temps (ε = 0.05)

inférences avec une erreur contrôlable dans des cas où
une inférence exacte serait impossible en raison d’un
manque de mémoire.

Comparaison avec une Autre Inférence
Approchée

Afin d’étendre notre comparaison, nous avons comparé
notre approche à une autre inférence approchée, Loopy
Belief Propagation (LBP) (Murphy, Weiss, and Jor-
dan 1999) (plutôt qu’aux méthodes d’échantillonnage
qui n’offrent aucune garantie en termes de temps
d’inférence). Les résultats préliminaires présentés dans
le tableau 5 nous montrent deux choses :

• Notre approche offre de meilleurs résultats en ce qui
concerne l’erreur absolue,

• Une réduction de la tolérance utilisée lors de la
troncature nous permet d’avoir globalement de bien
meilleures erreurs relatives que LBP sur cet ensem-
ble de modèles. Lorsque les résultats de LBP sont
meilleurs, c’est généralement de façon marginale, à
l’exception de Mildew dont les très petites marginales
sont bruitées par notre approximation.



Maximum absolute error Maximum relative error
BN 1e-3 1e-5 LBP 1e-3 1e-5 LBP

Alarm 3.78e-04 1.38e-06 2.85e-02 9.73e-03 4.29e-05 3.48e-01
Asia 3.96e-04 6.40e-09 1.10e-03 3.96e-02 1.42e-08 2.27e-03
Barley 4.09e-04 1.30e-06 1.58e-02 9.99e-01 1.11e-02 1.08e+01
Carpo 7.76e-04 7.28e-06 8.63e-03 9.80e-01 8.57e-03 1.24e-01
Child 7.69e-05 5.50e-09 5.69e-03 1.53e-03 1.55e-08 3.46e-02
Diabetes 8.25e-04 1.77e-05 2.28e-02 1.00e+00 9.99e-01 2.65e-01
Hailfinder 2.76e-04 5.45e-07 1.87e-03 8.09e-04 2.17e-06 6.91e-03
Insurrance 4.97e-04 3.31e-06 1.57e-02 8.40e-01 2.52e-01 1.03e-01
Mildew 2.43e-04 1.77e-06 4.41e-03 3.40e+03 3.64e+00 4.66e-01
Munin1 3.19e-03 1.28e-05 1.20e-02 6.84e+02 9.99e-01 4.44e-01
Pigs 3.33e-15 3.33e-15 4.45e-03 1.33e-14 1.33e-14 1.24e-02
Water 8.85e-04 5.20e-06 6.36e-04 1.00e+00 9.77e-01 1.25e-01

Table 5: Erreurs maximales entre SSTT avec
tolérances multiples et LBP

Par ailleurs, et bien que LBP soit plus rapide que
notre algorithme, il ne garantit pas la convergence
et, de fait, ne permet pas d’estimer la qualité de
l’approximation. Ces premiers résultats sont encour-
ageants, si l’utilisation de notre algorithme est, en l’état
actuel, plus chronophage que cet algorithme d’inférence
approché classique, il semble néanmoins proposer une
approximation contrôlée qui passe bien à l’échelle.

Discussion et Travaux Futurs
La représentation des potentiels sous forme de trains
de tenseurs proposée dans cet article permet d’avoir
un compromis contrôlé entre la complexité temps/es-
pace et la précision lors de l’inférence. Même si
nous nous sommes concentrés sur un seul algorithme
(Shafer-Shenoy), il est facile de voir à quel point
cette approche pourrait être généralisée dans d’autres
contextes, tels que les champs aléatoires de Markov
(Koller and Friedman 2009) ou les modèles relationnels
probabilistes (Torti, Wuillemin, and Gonzales 2010;
Medina Oliva et al. 2010), où les systèmes peuvent
facilement être déployés pour représenter des mon-
des à grande échelle. De plus, cette représentation
compacte pourrait également améliorer grandement
l’expression des tableaux de probabilités conditionnelles
avec un grand ensemble de parents tels que les modèles
ICI (non décomposables) (Zagorecki, Voortman, and
Druzdzel 2006) ou les agrégateurs (Wuillemin and Torti
2012), des premiers travaux dans cette direction ont
d’ailleurs été présentés dans (Ducamp 2021). Comme
les opérations impliquées dans nos algorithmes sont
fortement parallélisables, elles pourraient également
bénéficier d’un pipeline GPGPU utilisant, par exem-
ple, CUDA. Dans certains cas, comme le montre la fig-
ure 1, la conversion du potentiel en tenseurs au format
TT est inutile ou même contre-productive par rapport
à l’utilisation d’une algèbre standard. Par conséquent,
une inférence hybride déterminant pour chaque poten-
tiel la meilleure algèbre à utiliser pourrait être une
solution. Enfin, le format TT est un cas particulier
de réseaux tensoriels arborescents plus généraux, qui
sont des formats tensoriels associés à des arbres de
partition de dimension : (Hackbusch and Kuhn 2009;
Nouy 2019). L’architecture du réseau (donnée par
l’arbre) peut avoir un impact significatif sur les ca-

pacités d’approximation d’un réseau tensoriel arbores-
cent. Dans le contexte de la PGM, des performances
beaucoup plus intéressantes pourraient être attendues
en considérant des réseaux tensoriels arborescents avec
des méthodes d’adaptation de l’arbre, comme proposé
dans (Grelier, Nouy, and Chevreuil 2018; Grelier, Nouy,
and Lebrun 2019).
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