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Introduction

Théorie et calcul sur les mots :

« présentation générale du cadre dans lequel se situe la théorie des langages
(définitions).

* le phénomeéne de I'écriture sous son aspect le plus immédiat : emploi de
symboles que I'on dispose les uns derriere les autres pour former des mots

-> structure de monoide libre : cas particulier des chaines de caractéres munies
de la concaténation

-> théorie sur les mots

« calcul associatif construit sur la congruence et |'équivalence de Thue
+ probléme des mots et sa résolution

-> calculs sur les mots
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Le monoide libre: alphabet, mot et vocabulaire

Longueur, format et sous-mot d'un mot

» Un alphabet X = ensemble non vide fini de symboles (lettres) : X ={s1, s2, s3, ....sn}

+ on défini sur l'alphabet X une relation d'ordre totale notée < telle que : si < §j
alors sj sera placé avant sj dans la suite formée par les éléments de X .

- exemples :
» B ={0, 1} = alphabet a 2 lettres dit alphabet binaire;
« M={, -, /} = alphabet Morse;
+D={0,1,2,9}etL={a, b, c, ..., z} = alphabets quelconques
+ Un mot sur un alphabet X = suite finie et totalement ordonnées composées d'éléments de X

+ Un vocabulaire X* défini sur un alphabet X = ensemble des mots constitués a partir des
éléments de X.

» X* contient I'élément vide & dont la séquence n'est formée d'aucun élément de
X.

- exemple : Soit l'alphabet X = {a, b},
on peut définir le vocabulaire X* ={ &, U1, U2, ...Un} avec Uj mot de X*.

Convention : majuscules = mots , minuscules = lettres de I'alphabet

Si [p] = suite d'entiers (1, 2, ..., p), un mot U = application de [p] dans X soit: U: [p] -> X.
* p appelé longueur (ou degré) du mot U, notée 1UI
+ Le format fixe la longueur des mots (ici le vocabulaire X* est de format variable)
exemple :
Soit l'alphabet X ={a, b}, soit U et V deux mots de X*
+ U ="abaa': U(1)=a, U(2)=b, U(3)= a, U(4) = a, IUl =4 (U de longueur 4),
+V="paa': V(1)=b, V(2)=a, V(3)=a, IVl = 3 (V est un mot de longueur 3),
» Un sous-mot d'un mot U = mot constitué d'une sous suite de la suite des lettres constituant
U

exemple : Soit l'alphabet X ={a, b, c} et soit U, V et W les trois mots de X* :
*U="aabca': U(1) = a, U(2) =a, U(3) =b, U(4) =c, U(5) = a,
«V="abc':V(1)=a,V(2)=b, V(3) =c
*W="cha': W(1)=c, W(2) =b, W(3) =a
V est un sous mot de U, mais W n'en n'est pas un.
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L'opération de concaténation

» Dans le vocabulaire X* de tous les mots définis sur un alphabet X on définit une opération, loi
de composition interne, concaténation :

Si U et V sont 2 mots de longueur p et g, la concaténation de U et V (dans cet
ordre) et notée UV est le mot W de longueur p+q défini par :

W(i)=U() sit=i=p
W(p+i) = V(i) si1<i=sq
+ Le produit de concaténation est noté par simple juxtaposition (car loi associative et un mot
= produit des lettres qui le composent)

exemple :

Soit I'alphabet X ={a, b, c}

Soit U et V € X* avec : U='baca' et V ='ac', on a : UV = 'bacaac' et VU = 'acbaca’
* Propriétés :

* loi associative : (U1U2) U2 = U1(U2 U2)

» admet un élément neutre, motvideetnoté A : VU :AU=Ua =U.
* n'est en général pas commutative : U1U2  U2U1

La concaténation confére a X* la structure algébriqgue de monoide libre construit sur X.
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Rappels d'algébre sur la structure de monoide

» monoide = tout ensemble muni d'une loi de composition interne associative.

» monoide libre ou unitaire = monoide possédant un élément neutre (A)
- Représentation arborescente du monoide X*: ex: alphabet a trois lettres X ={a, b, c} :

aa ab ac ba bb bc ca cb cc
aaa aab aac

* Propriétés des monoides: soit E monoide muni d'une opération associative (.) : a.b ou ab :
Puissances : le composé d'un élément C de E avec lui-méme: Ch = C.C...C (n termes C).
Inverses : Si le monoide est libre et si E est inversible a droite et a gauche, les inverses sont
égaux donc unique. Si C| et C2 de E sont inversibles, CIC2 aussi et (C|C2)-1 = C2-1 C1-1
Regles de calcul sur les exposants : pour tous n, p € N* et pour tout C de E, on a Ch CP =
Cn+p et (CN)P =CNP et :
+ si Cl et C2 commutent (CIC2)N=CINC2N (ex: A="ab' ; A-1D =ba’; ACNG =ba' d'ots ACTD = A1)
+ si C| et C2 sont inversibles : C-N = (CN)-1 = (C -1)navec n € N".
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Sous-monoide

* sous monoide = sous-ensemble d'un monoide

pour la loi de composition interne (un sous monoide a aussi une structure de monoide)

exemple 1: sous monoide engendré par une partie d'un monoide :
« soit alphabet X = {a, b} alors :
X+={a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,aab,aba,abb,baa..}= monoide,

X*={a,a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,aab,aba,abb,baa..}=monoide
libre (1 = élément neutre de la loi de composition interne)

+ soit S sous-ensemble de X+ formé des chaines ne contenant que le symbole a :
S={a,aa,aaa,aaaa..)
S = sous monoide de X+ engendré par {a}
= plus petite partie stable de X+ contenant {a}

= partie de X+ obtenue en composant de toutes les fagons possibles les
éléments de {a}.

— le monoide engendré par le sous-ensemble est I'ensemble de toutes les
chaines finies formées a l'aide de ces éléments.
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Opérations sur les mots : Partie d'un mot

+ Soit un mot U (évent. vide), U = partie du mot A s'il 3 2 mots B et C tels que : A = BUC.
le triplet (B,U,C) = une décomposition de A.
- triplet (B, U, C) = décomposition normale de A si Y un autre triplet (B,U,C)ona: IBl =<
Bl
exemple
Décompositions de A ='01101011"' ayant pour 2° élément le mot U = 101"
+ 1° triplet : (01, 101, 011) décomposition normale
- 2° triplet : (0110, 101, 1)
Dans (B,U,C) si B = a, le triplet (A,U,C) = décomposition normale de A.
Théoréme 1: si U est une partie de A, il 3 une et une seule décomposition normale de A.
Théoréme 2: soit (B1,U,Cq) et (B2,U,C2) tels que B1=B2 ou C{= C2 alors : (B1,U,C1) =
(B2,U,C2).
Théoréme 3: soit (B1,U,Cq) et (B2,U,C2) :
si (B1,U,Cq) = (B2,U,C2) et By = B2 alors C1 =C»2
si (B1,U,Cq) = (B2,U,C2) et C{ = C2 alors B1 = B2

Théoréme 4 : Si XZ = YZ alors X = Y (Vrai d'aprés le théoréme 3 dans lequel C1 = Co = )
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Décomposition normale

Facteur et factorisation d'un mot

Théoreme
Si un mot U est une partie d'un mot A, il existe une et une seule décomposition
normale de A
Démonstration
Supposons 2 décompositions normales différentes de A: (B1,U,C1) et (B2,U,C2)
A=B1UC{=B2UC2 (1)
ona: IB1l=IB2l (2) car (IB1l <IB2l et IB2l <IB1l) avec B1 B2 et C1 = C2
Montrons que c'est impossible:
(1) montre que : B4l + IUl + IC1I = IB2l + IUI + I1C2I
(2) (38) == ICql=IC2l
Posons :
B1=p11 $21 p31..pN1 et B2 =pl12 22 p32...pN2
C1=7v11v21y31..471 et Co=y12y22y32..472
La relation (1) entraine :
Yi€[1,n], iy = piz
Ve v =vi2

Facteur d'un mot
Un mot V = facteur d'un mot U s'il existe 2 mots U1 et U2 tels que : U = U1VU2.
» si U9 = A (resp. U2=n), V = facteur gauche (resp. facteur droit) de U = préfixe
(resp. un suffixe) de U.
»siVa etV=zU,V=facteur propre de U.
Factorisation d'un mot
Factoriser un mot = I'écrire sous la forme d'un produit explicite de facteurs.
exemple :
soit l'alphabet X ={a, b} et2 mots U =ab et V =ba.
le mot W = 'ababababa' peut étre factorisé ainsi : W = UUUUa ou W = aVVVV
Occurrence d'un facteur

Une occurrence d'un facteur dans un mot = apparition de ce facteur a un endroit précis dans
ce mot :

exemple : soit le mot U = ababababa, U se factorise en :

D'ou B1 =B2etCq=C2 * 4 occurrences du facteur aba (avec V =aba on a : U= VbVba =abV...=..))
-> On a donc une seule décomposition normale
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Ordres préfixiel, lexicographique Ordre hiérarchique
On définit dans X* plusieurs relations d'ordre :  ordre hiérarchique
e C e . « ordre total
+ ordre préfixiel = ordre partiel défini par U <V ssi U est un facteur gauche de V .
3 ) N L « les mots sont classés d'abord par longueur,
(Sur la représentation arborescente, U se trouve sur la branche qui mene de la racine a V) X . ) )
. . . . o o * puis pour les mots de méme longueur par ordre lexicographique (suppose
+ ordre lexicographique (ordre du dictionnaire) = ordre total qui étend I'ordre préfixiel: que I'on a ordonné les lettres de I'alphabet).
« en ordonnant arbitrairement les lettres de I'alphabet X = {a, b,..., n} (par exemple Sur la représentation arborescente :
alb[c[...[n) et, L ) . . L
. . = un mot précéde un autre s'il se trouve a un niveau plus élevé
»en posant U [ V si et seulement si : bien &tant | R . il se t us 2 h lui<ci
. . * ou bien étant sur le méme niveau s'il se trouve plus a gauche que celui-ci
soit U<Vousoit:U=UiyU2avecye X et V=U{1zU2avecze Xety[z Ap g q
alors : m
+ U1 = plus long facteur gauche communa U et V, i" b; é
* la premiére lettre qui differe dans U et V est respectivement y et z aa ab ac ba bb bc ca cb cc
a‘%b\’ CI aaa aab aac
a;a b e ba bb be ca b ce
aaa aab aac
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Congruence de Thue ~

Calcul associatif

Relation de substitution, congruence de Thue
Soient 2 mots distincts P et Q (P ou Q pouvant étre le mot vide) tel que P = une partie du mot

A
Il existe au moins une décomposition (pas nécessairement normale) de A du type: A = XPY
On fait correspondre au mot A le mot B obtenu en substituantQ a P :
A = XPY ------- transformation --------- > B =XQY
(le remplacement de Q par P est aussi possible : transformation pas orientée)
Cette Régle de transformation = Regle de substitution = congruence de Thue est notée :~
soit P~Q
Exemple
P ='ara', Q ='ru', A ='parade', B ='prude’
on a bien A = XPY ='p''ara'.'de'
au mot A -> B ='p".'ru'.'de' = 'prude' en substituant a P une occurrence de Q :
on a alors P~Q soit ici : 'ara'~'ru'

Remarque : appliquer une regle de Thue P~Q sur un mot A peut conduire a plusieurs

transformations si A admet plusieurs décompositions ayant P (ou Q) pour second élément.
A =B1PC1 ->D1 =B1QC1
A =B2PC2 -> D2 =B2QC2

A =BnPCh ->Dn =BnQCn

Systéme de Thue

+ un systeme de Thue S dans le vocabulaire X* = {de relations P~Q} définies sur X*:

S:
R1: P1~Q1
R2: P2~Q2
Rn: Pn~Qn

« I'application d'une ou plusieurs relations du systéme sur un mot A quelconque de X*, permet
d'en déduire un autre mot B € X*.

Calcul associatif

« Calcul associatif = alphabet X + systeme de Thue S : permet "calculs sur les mots"
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Exemple  S: R1 R2

R1 :'ara ~ 1y parad—e—bp.deparaﬁe—»para.
R2:'e'~'is'
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Mots contigus

Mots en relation

+ Soient un calcul associatif défini par alphabet X + un systeme de Thue S
2 mots A et B sont "contigus" si B dérive de A par application d'une seule relation Rj de S
Exemple
+ les mots 'paradis' et 'parade' de méme que 'parade’ et 'prude' sont contigus
* les mots 'paradis' et 'prude' ne sont pas contigus
Remarque

+ si B dérive de A, alors A dérive de B (car relations de Thue pas orientées)

A 4 B
*motsf

contigus
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+ on définie une relation "en_relation_avec" telle que :

le mot BQ est "en_relation_avec" avec le mot Bp s'il existe une suite de mots B0, B1,...Bp,
tels que Bij soit contigu a Bj-1 pour Vi € [1, p].

o Bj— B B B —» B . BB

| _mots &8 mots 4 A mots M mots L A mots A

contigus  contigus contigus ~ contigus contigus

« la relation "en_relation_avec" est définie ainsi :
- tout mot "en_relation_avec" lui-méme : "en_relation_avec" reflexive

ex: 'parade' en_relation_avec 'parade’
« la relation "en_relation_avec" est symétrique :
ex: 'parade' en_relation_avec 'prude’
'prude’ en_relation_avec 'parade’
« la relation "en_relation_avec" est transitive :
ex: si 'prude' en_relation_avec 'parade’
etsi 'parade’ en_relation_avec 'paradis’
alors  'prude' en_relation_avec 'paradis’

=> |a relation "en_relation_avec" est une relation d'équivalence
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Equivalence au sens de Thue =

- Théoréme 1: relation "en_relation_avec" = relation d'équivalence = "équivalence au sens

de Thue" (notée =):
= réflexive : V A € E, A = A (axiome)
~ symétrique : 3 A et B € E tel que A =B => B = A (non orienté)
= transitve : VA,B,CEE:A=BetB=C=>A=C

» Théoréme 2: pour un calcul associatif donné: A=B => XAY = XBY

+ Théoréme 3: la relation d'équivalence = est une congruence sur le monoide libre.
En effet :
« la concaténation = LCI pour = et est compatible a droite et a gauche
»si A=A'et B =B'parthéoréme (2) ona: AB=AB=AB'dou AB=AB'
» Théoréme 4: les classes définies sur un monoide libre par une équivalence de Thue
forment un monoide pour la loi induite par la concaténation
{classes d'équivalence} sur ensemble X* = I'ensemble quotient noté X*/=.
Il existe une application surjective de X* sur X*/= :
X* --f--> X*/= telle que si X € X*, X -----> X0 = f(x) avec X& C(X0)
(X0 est le représentant de la classe d'équivalence X = X0).
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Le probléme des mots

Définition
Soit un calcul associatif : alphabet X+ systéeme de Thue S (PI~Ql, P2~Q2,...... Pn~Qn).
Thue a posé le probléme fondamental suivant connu sous le nom de "Probléme des Mots" :
soit un couple de mots (A, B),
A et B sont-ils ou non équivalents ?

Résolution
« il n'existe pas une méthode universelle propre a résoudre le probléme des mots,
« en général le probléme des mots est indécidable (méthodes énumératives)
* mais on peut chercher des conditions suffisante pour que ce probléme devienne décidable:

-> pour cela trouver dans toute classe d'équivalence un représentant canonique
= mot de plus courte longueur de la classe ou "mot irréductible"
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Le probléme des mots

Résolution

+A=B ? :en général probléeme indécidable, 2 méthodes de résolution possibles :
1. méthode énumérative

* A =B <=> A et B appartiennent a la méme classe d'équivalence

=> génération de cette classe d'équivalence par exemple a partir de A :

A -->{mots contigus a A} -->{...} ....... {..}

B fait-il parti de cette classe ?

2. méthode par réduction

» A =B <=> A et B appartiennent a la méme classe d'équivalence

d'ou :

- détermination de la classe d'équiv. de A : représentant "canonique" = mot irréductuble

+ détermination de la classe d'équiv. de B : représentant "canonique" = mot irréductuble

Si méme représentant canonique <=> méme classe d'équivalence <=>A =B

Le probléme des mots
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Résolution par réduction
» soit le calcul associatif suivant :
* X ={a, b}
+S:
R1: aaa~aa
R2: aba ~aa
R3: bab ~ bb
R4 : bbb ~ bb
+ soit le mot ababa : cherchons le représentant de sa classe d'équivalence :
+ ababa -R2 -> aaba - R2 -> aaa - R1 ->aa mot irréductible
+ ababa - R3 -> abba mot irréductible
on a aa ~ abba et tous deux irréductibles !

Ainsi dans certain cas il y a probléme :
une classe déquivalence peut avoir plusieurs représentants irréductibles !!!

=> probléme des mots pas résolu !!
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Résolution du probléme des mots par réduction

Réduire un mot A
C'est former un nouveau mot U tel que U contigu a A et U plus court que A
Pour cela :
« constituer {mots} obtenus par réduction successives a partir du mot A initial
- s'arréter quand on aboutit a un mot irréductible (peut étre le mot vide)

- I'ensemble obtenu est une classe d'équivalence que I'on peut représenter par
le mot irréductible

Résolution du probléme des mots

le probléme est résolu si chaque classe d'équivalence est représentée par un seul mot
irréductible, en effet :

2 mots sont équivalents a la condition nécessaire et suffisante

d'avoir le méme équivalent irréductible.

Résolution du probléme des mots par réduction
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« Application: Soit le calcul associatif suivant :

» X={a,b}
-S:
'‘aa' ~ A
'bb' ~ A

Réduire le mot suivant : A = abaaaabbababbbaab

et

» le mot irréductible ne dépend pas de la fagon dont on a conduit les opérations
de réduction, il est unique : AR =ababa et A=AR

« chaque classe d'équivalence caractérisée par son mot irréductible = le

probléme des mots résolu
Montrons que AR est unique

« supposons A conduise a 2 mots irréductibles AR et AR' différents. lls sont
irréductibles, donc nécessairement de la forme: --- ababab --- (1) et IARI #
IA'RI

» posons : AR = AR.q, (o = séquence du type (1)). Or AR = AR = AR =~ AR.a

impossible : il n'existe pas de relation réduisant des mots alternés du type o.
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Résolution du probléme des mots par réduction

Généralisation
Soit un calcul associatif défini par :
» X={x1, X2, ...Xj..., Xq}
+S:
xli~A aveciprenantlavaleurde1aq

(Les relations du type )rfi ~ A sont dites "relations nilpotentes")
un tel calcul associatif permet de représenter chaque classe d'équivalence par un seul mot
irréductible = le probleme des mots est donc résolu
Lemme 1 :V mot A de laforme: A= 0‘[51i1 Otﬁzig ...aﬁjij ...aﬁkik (XBnin avec Vijk a ij *

ajk conduit toujours au méme mot irréductible V enchainements des opérations de
réduction

Lemme 2 : VY mot B de la forme : B = af31i1 A aﬁpip avec V i,j ajl # aip conduit
toujours au méme mot irréductible Y enchainements des opérations de réduction

Théoréme: Y mot M conduit a un seul mot irréductible. En effet M est toujours le résultat de
la concaténation de mots du type A et/ou B.

Exemples de résolution du probléme des mots
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Calcul associatif étudié par Tseitin :
soit :
X={a,b, c, d, e}
S:
ac ~ca
ad ~da
bc ~cb
bd ~ db
abac ~ abacc
eca ~ ae
edb ~ be

Non !!!

car dans chacune des regles permises de ce calcul, la partie droite et la partie gauche
contiennent le méme nombre d'occurrence de la lettre a (ou ne contiennent pas cette lettre).
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Exemples de résolution du probléme des mots

Exemple 2
soit calcul associatif C :
X=(a, b, c}
S:
b ~acc 1)
ca ~ accc 2)
aa~" (3)
bb ~ 2 4)
ccce ~ A (5)

Y a-t-il équivalence entre cach et bb ?
Remarque : C transforme tout mot R en un mot S plus court. Si aucune régle ne peut alors
s'appliquer sur S, on a obtenu un mot irréductible
Idée : Construire un algorithme de réduction produisant tous les mots irréductibles.
On suppose que l'on applique les regles orientées dans l'ordre ou elles sont
décrites dans le systeme de Thue (en supprimant la régle (4)) :
a) les mots irréductibles ne contiennent pas la lettre b, d'apres (1)
b) application de la regle (2) pour mettre tous les a avant tous les ¢
C) suppression des paires aa et quadruples cccc voisins, jusqu'a obtention de
mots qui ne contiennent pas plus d'un a et pas plus de 3 c.
= 8 mots irréductifs: A;c;cc;ccc;aj;ac;acc;acce
d'ou : 2 mots seront = (équivalents) s'ils leur correspond le méme mot réduit.

Exemples de résolution du probléme des mots

* Y a-t-il équivalence entre cacb et bb ?
«cacb -71-> cacacc -2-> caaccccc -2-> acccaccccc -2-> accacccCccce
-2-> acacccc8 -2-> aacccil -3-> c14 -5-> c10 -5-> c6 -5-> cc
«bb -7-> accb -7-> accacc -2-> acaccccc -2-> aaccccccce
-3->¢c8 -5> c4 -5> A
= cacb et bb ne sont pas = (pas équivalents)
* Relation de ce probleme des mots avec un probleme géométrique simple.
Considérons un carré et les 3 transformations du carré en lui-méme :

Y A
lgoa

X X )
symétrie par ra?)port a Y symétrie par rapport a XX[=>] rotation  90°
On a les produits de transformation :

aa= "

bb= 2

cccc= A

b= acc

ca = accc

On retrouve le systéme de Thue du calcul associatif précédent.
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