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Processus stochastique

Un processus stochastique (OU processus aléatoire) est une
sequence Xi, X, ... Xy de variables aléatoires fondées
sur le méme ensemble fondamental ().

Les valeurs possibles des variables aléatoires sont
appelées les états possibles du processus.

La variable X; représente I'état du processus au temps ¢
(on dit aussi 'observation au temps t).

Les différentes variables aléatoires ne sont en général
pas indépendantes les unes des autres. Ce qui fait
reellement I'interét des processus stochastiques est la
dépendance entre les variables aléatoires.
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Processus stochastique

' Pour spécifier entierement un processus stochastique, il
suffit de spécifier :

1. la loi de probabilité de la premiere variable alétaoire
X1, qui spécifie donc I'état du processus lors de la
premiere observation.

2. pour toute valeur de t > 1 la probabilité conditionnelle :

P(Xt :j‘Xl =11, .. 7Xt—1 — ’it—l)
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Propriété de Markov

1€ chaine de Markov est un type particulier de processus
ychastique qui verifie deux conditions :

 Létat au temps t du processus ne dépend que de son
état au temps ¢t — 1 :

P(X;=jlX1=11,...,. X4 1=101) = P(Xy = 7| X41 = 441)

 La probabilité de passage d’'un état i a un état j est
constante, elle ne varie pas avec le temps :

\V/t,1<t§N, P(Xt:]‘Xt_lzl):C

Méthodes probabilistes - Modéles de Markov cachés — p. 4/53



Processus de Markov

1 processus de Markov peut étre décrit par

' Une matrice de transition 7" telle que :

avec T'(7,7) >0, Vi, j

N
ot » T(i,j)=1Vi
j=1

 Létat du processus a l'instant 1 donc la loi de probabilité,
notée 7, de la variable X, :
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Processus de Markov

1 peut éviter le recours a la loi 7 en imposant que le
ocessus débute toujours dans le méme état 0, par exemple
en utilisant les transitions depuis cet état pour représenter
5 probabilités = :

T(0,7) = w(7), pour tout etat i du processus
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Processus de Markov

1 processus de Markov peut aussi étre représenteé par un
tomate fini :

 Chaque état du processus est représente par un état de
l'automate

 Une transition de 'état 7 a I'état ; est étiqueté par la
probabilité T'(z, j).
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Exemple

' On admet que le fait que le temps gu’il fera demain ne
dépend que du temps qu'il fait aujourd’hui.

 Plus précisément, s'il pleut aujourd’hui, il pleuvra demain
aussi avec une probabilité de « et s'il ne pleut pas
aujourd’hui la probabilité qu’il pleuve demain est 5.

- On convient de dire que le systeme est dans I'état 1 s'il
pleut et 2 s’il ne pleut pas. La situation peut étre
représentee par une chaine de Markov a deux états dont
la matrice de transition est :

a 1 —«

g 1-p
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Exemple (suite)

' De plus, la probabilité que le processus soit dans I'état 1
a l'instant 1 est égale a ~.

' Le méme processus peut étre représenté par 'automate :
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Probabilité d’une suite d’observations

 Les proprietés de Markov permettent de calculer
simplement la probabilité qu’une suite d’'états particuliere
de longueur T soit observée (la loi de probabilité
conjointe de (X, X, ... X7)) :

P(Xy, X5, ..., X1) = (régle de multiplication)

P(X)P(Xo|X1)P(X3| X1, Xo) ... P(Xp| Xy, ..., X71) =
P(Xl)P(XQIXl)P(Xg‘XQ) ce P(XT]XT_l)(hypothése de Markov)
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Exemple

 Etant donné le processus de Markov de I'exemple
précédent, la probabilité d’avoir trois jours consécutifs de
pluie est égale a :

PX1=1,Xo=1,X5=1) = P(X;=1PXs=1X; =1)P(X5=1Xs =1)
= yXaxaq

p— ’7042

Méthodes probabilistes - Modéles de Markov cachés — p. 11/53



Modeles de Markov Caches

Dans les chaines de Markov, les observations
correspondent aux etats du processus.

Dans un modele de Markov caché, on ne peux observer
directement les états du processus, mais des symboles
(appelés aussi observables) émis par les états selon une
certaine loi de probabilité.

Au vu d’une séquence d'observation on ne peux savoir
par quelle séquence d’états (ou chemin) le processus est
passé, d'ou le nom de modeles de Markov cachés
(HMM).

On distingue le processus X = X1, X5, ..., Xy qui
représente I'évolution des éetats du HMM et le processus
O = 01,04, ...,0r qui représente la suite des symboles
émis par le HMM.
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Exemple
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Eléments d’'un HMM

1 HMM est défini par un quintuplet (S, A, 7, T, E) ou :

S estl'ensemble des états : {1,..., N}
A est I'alphabet des symboles émis par les états :

{ai,...,ap}
 « est |a loi de probabilité de I'état initial 7(:) = P(X; = ).
7 étant une loi de probabilite, on a :
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Eléements d’un HMM - 2

1 HMM est défini par un quintuplet (S, A, 7, T, E) ou :
 T" est la matrice des probabilités de transition d'un état
vers un autre.

 La probabilité de transition d'un état ¢ vers un état j
(P(X, = j|X;_1 = 1)) est notée T(¢, 7).

' La somme des probabilités des transitions émanant d'un
état vaut 1 :
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Eléements d’un HMM - 3

1 HMM est défini par un quintuplet (S, A, 7, T, E) ou :

I est la matrice des probabilités d’émission des
symboles de A pour chaque état.

 La probabilité que I'état : émette le symbole j
(P(O, = j|X; = 1)) est notée E(i, ).

 Les probabilités d’émission de symboles de A pour
chaque état du HMM constituent une loi de probabilité :

M

Y E(i,0))=1,VieS

g=1

Lensemble constitué des probabilités initiales, des
probabilités de transition et d’émission d'un HMM X est
souvent appelé les paramétres .
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Exemple

= ({1,2,3},{a,b,c}, 7, T, E) avec
E(l,a)=0,6 FE(2,a)=0 E(3,a)=0,3
E(1,b)=0,2 E(2,b)=0,5 EB3,b)=0 et
E(l,c)=0,2 E(2,¢)=0,5 FE(3,c)=0,7
T(1,1)=0,3 T(2,1)=0,6 T(3,1)=0,2
T(1,2) =0,2 T(2,2) =0,1 T(3,2)=0,4

T(1,3) = 0,5 T(2,3)=0,3 T(3,3)=0,4
et
m(1l)=1 #(2)=0 =n(3)=0

presentation graphique
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Trois questions

 Calcul de la probabilité d’'une séquence d’observations o :

P(o) = Z P(o,x)

xeCr
ou Cr est 'ensemble des séquences de T états.
 Calcul du chemin le plus probable :

. P
T = argmax (x|o)

 Estimation des parametres du HMM

A

A\ = arg max P(o|\)
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alcul de la probabilité d’une séquence d’observations

- Etant donné un HMM )\ = (S, A, =, T, F), la suite
d'observation o = 0109, . . ., or peut généralement étre
générée en suivant différents chemins dans le HMM

 La probabilité que \ émette la séquence o est égale a la
somme des probabilités que la séquence o soit émise en
empruntant les différents chemins pouvant emettre o.

 Ce raisonnement correspond en fait a I'application de la
formule des probabilités totales a la probabilité P(o)

P(o) = > P(olz)P(x)

xeCr

ou Cr est 'ensemble des séquences de T états de )\ et
r=ux,....,07 (xr; €5, 1 <i<T)une de ces sequences
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cul de la probabilite d’une séquence d’observations - 2

la probabilité conditionnelle que o soit générée lorsque A
passe successivement par la séquence d’états
r = x1,...,vy €stle produit des probabilités que I'état
atteint a I'instant ¢ (z;) émette le symbole observé a cet
instant (o;) :

T

P(olr) = | | E(x,00)

t=1
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cul de la probabilite d’une séquence d’observations - 3

et la probabilité que le HMM suive une séquence
particuliere d'états x est le produit des probabilites que A
passe de I'eétat z; a I'état x;; entre les instants ¢t et ¢ + 1,
comme dans un modele de Markov visible :

T-1

P(x) = m(z1) | | T(2, 2011)

t=1

 En remplacant P(o|x) et P(x) dans I'équation initiale, on
obtient :

Z T 5131 X H E Otaxt xtaxﬂ—l) X E(OTaxT)

xeCr

Méthodes probabilistes - Modéles de Markov cachés — p. 21/53



Treillis - 1

 Le calcul précédent est particulierement inefficace, il
nécessite dans le cas géneral (ou tous les etats sont
reliés entre eux par une transition et chaque état peut
émettre chacun des N symboles) 2 x T' x N1
multiplications (N chemins et 27 multiplications a
effectuer par chemin.).

' On a recours a une méthode de programmation
dynamique pour effectuer ce calcul.

 Cette méthode repose sur la représentation, sous forme
d’'un treillis, de I'évolution du HMM ayant donné lieu a une
suite d’observables o, . . . 0.
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Treillis - 2

~
. .
. .
~ o .
. .
. .
. .
. .
.~ .
.
. .~ .
. .
. .
. . "
-~ .
. ~ .
. .
. .
. .
-~ ~ .
.~
. .
.
~ .
. .
-~ <
. Y
. .~
. .
. . ~
. .
. .~
. ¢ .~
. .
. .
. .
. -~
. .~
. .
.
.
.
- s
~ . " -
-~ . RN
. -~ . .- -~
LY
. - ~
- -~ -~

Méthodes probabilistes - Modéles de Markov cachés — p. 23/53



Treillis - 3

' On associe a chaque sommet (i, t) du treillis la variable
a(i,t) qui correspond a la probabilité de se trouver dans

I'état « du HMM X\ a un instant ¢, ayant observé la suite
O1...046_1 .

Oé(’[/,t) = P(01 Ce Ot—lth = ’L)
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Treillis - 4

Le treillis permet de résumer au niveau d’un sommet (i, t)
des informations portant sur 'ensemble des chemins
menant a I'état : a lI'instant ¢ tout en ayant observeé la
sequence o; ...0;_1.

Dans notre cas, cette information est la somme des
probabilités de ces chemins.

Cette particularité permet de calculer la probabilité de se
trouver dans un état quelconque a un instant ¢ en fonction
de la probabilité de se trouver dans les différents états a
'instant ¢t — 1

c’est I'étape récursive de l'algorithme suivant.
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Algorithme de calcul de P(o)

. Initialisation :

a(i,1) =7(i), 1<i< N

. Etape récursive :

N
a(j, t+1) = Y ali,t)E(i,0)T(i,j), 1 <t <T—1,1<j<N

1=1

. Calcul de la probabilité totale :
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Calcul de «(j,t + 1)

E(N,ot)
N o (N,b)

a (j,t+1)

1 ol
E(1,0t)

t t+1
tte fagon de calculer P(o) est bien plus economique
isqu’elle n’exige (dans le cas général) que 2N*T
Jltiplications : NV x T' sommets et 2N multiplications par
mmet.
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Calcul backward

 La procédure de calcul de P(o) présentée ci-dessus est
appelée quelquefois procédure forward (en avant) car le
calcul de la probabilité a un instant ¢ est effectué a partir
de la probabilité a un instant t — 1, en parcourant le treillis
de la gauche vers la droite.

|l est aussi possible d’effectuer le calcul dans 'ordre
inverse, ou la probabilité a un instant ¢ est calculée a
partir de la probabilité a I'instant ¢ + 1.

- On définit la variable 5(z,t) de la fagon suivante :

B(i,t) = Ploy...op| X, = i)
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Calcul backward

 La procédure de calcul de P(o) présentée ci-dessus est
appelée quelquefois procédure forward (en avant) car le
calcul de la probabilité a un instant ¢ est effectué a partir
de la probabilité a un instant t — 1, en parcourant le treillis
de la gauche vers la droite.

|l est aussi possible d’effectuer le calcul dans 'ordre
inverse, ou la probabilité a un instant ¢ est calculée a
partir de la probabilité a I'instant ¢ + 1.

- On définit la variable 5(z,t) de la fagon suivante :

B(i,t) = P(oy...or| Xy = 1)
Attention : «(i,t) = P(oy...0i_1, Xy = 1)
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orithme de calcul de P(0) grace aux probabilités backward

. Initialisation :

. Etape récursive :

N
8i,t) = 3 B0 DT, )G, 0), 1<t <T—1,1<i < N

j=1

. Calcul de la probabilité totale :
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B0

Calcul de 5(i, )

B(N,t+1)

| B(1,t+1)
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Combinaison des probabilites backward et forward

 Les probabilites forward et backward peuvent étre
combinées pour calculer P(o) de la fagon suivante :

Zozzt zt Vil <t<T

 Ce résultat est établi en utilisant d’'une part la formule des
probabilités totales :
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Combinaison des probabiliteés backward et forward

' puis en remarquant que chacun des termes de la somme
peut étre exprimée en fonction des probabilités forward et
backward de la fagcon suivante :

P(O,Xt:’l:) =

e

(01,...,07, Xy = 1)
= P(o1,...,00-1, Xt =1,04,...,07)
= P(o1,...,00-1,X¢ =1) X P(og,...,orlo1,...,0i_1, Xy = 1)

= P(Ol,...,Ot_l,Xt:’l:)XP(Ot,...,OT|Xt:’I:)
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Combinaison des probabiliteés backward et forward
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Probabilité de o
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Recherche du chemin le plus probable

Il est souvent intéressant, eétant donné un HMM X et une
séquence d’observations o = oy ... or de déterminer la
séquence d'états & = 11, 2o, ... T la plus probable ayant
pU génerer o.

Premiere solution : déterminer toutes les séquences
d’'états ayant pu générer o, puis calculer leur probabilités
afin de déterminer la plus probable.

Méthode particulierement colteuse car, dans le cas
général, il existe N chemins possibles.

Solution : utiliser le treillis (algorithme de Viterbi)
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Algorithme de Viterbi

 ldée générale : on détermine, pour chaqgue sommet du
treillis, le meilleur chemin (le chemin de probabilité
maximale ) menant a ce sommet, tout en ayant généré la
suite oy . . . o;.

 On définit pour chaque sommet (4, t) du treillis la variable
0(j,t) :

0(7,t) = max P(x,01...04 X; = J)

xeCi_1

ou C;_; est 'ensemble des séquences de t — 1 états de A
et x une de ces séquences.
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Algorithme de Viterbi

- On définit de plus, pour chaque sommet (7, ¢) la variable
(j,t) dans laquelle est stocké I'état du HMM au temps
t — 1 qui a permis de réaliser le meilleur score, qui n’est
donc autre que |'état precedent dans le meilleur chemin
menant a (4, t).
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Algorithme de Viterbi

. Initialisation du treillis :

5(j, 1) = 7()EGG,o1), 1<j < N

. Etape récursive :

5(]7 t+1) — Iax 5(Zat>T(27])E(]7 Ot—|—1)7 1 <t< Tn 1 S] < N

1<i<N

stockage du meilleur état précédent :

Y(j,t+1) = arg max 0(¢,t)T (i, J)E(j,0i401), 1 <t <T, 1 <j <N

1<i<N
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Algorithme de Viterbi

. Détermination du meilleur chemin :

Tr = argg;&:sjc\ﬁ(i,T)

Ty = P(Tyy1,t+1)
P(z) = max (i,7T)

1<i<M

Méthodes probabilistes - Modéles de Markov cachés — p. 39/53



Estimation des parametres d’un HMM

 Les paramétres d’'un HMM ne sont généralement pas
données par avance, ils doivent étre estimés a partir de
donneées.

- On suppose que I'on dispose d’'une longue suite
d'observations o = o; ... or, appelée données d’apprentissage
qui est sensée étre représentative du type de donnees
que le HMM peut produire.

' On suppose de plus que la structure du HMM (le nombre
d’'états et les transitions possibles entre états) est fixee.
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Estimation des parametres d’un HMM

 Lobjectif est de déterminer les paramétres qui rendent le
mieux compte de o, ou, en d'autres termes, de déeterminer
les parametres qui, parmi I'ensemble des parametres
possibles, attribuent a o la meilleure probabilité.

' Si'on note P, (o) la probabilité qu’attribue le HMM X a la
suite o, le but de I'estimation est de déterminer le HMM
qui maximise Py (o) :

\ = arg max Py (0)
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Estimation des parametres d’un HMM

' Nous allons supposer que la séguence o a été générée
par un HMM. Ceci n’est qu’une vision de l'esprit et I'on ne
connait pas le processus qui est a I'origine de o.

 Deux cas peuvent alors se présenter :

données complétes : on dispose des données
d’apprentissage o et de la séquence d’états
r =z ...z ayant permis la génération de o.

données incomplétes : on ne dispose que de la suite
d’observation o.
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Données completes

étatS L= X1 o9 T3 ... T
observations o = 0Oy Oy O3 ... Of
1 définit les variables :

' Ce(i) — Zle 551375,75
' Co,e<av Z) = Zf:l Oog,a X Owyi
' Ce,e(iaj) — Zfzg 5xt_1,z' X 5xt,j

e facon naturelle d’estimer les probabilites d’émission et
 transition est :

. Co,e (L,’i S N Ce,e i) .
ES\(Zva) — Ce((i) ) TS\(Z’” o Cegi)ﬁ

tte méthode d’estimation des probabilités est appelee
timation par maximum de vraisemblance.
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Données incompletes

etats r= 7 7 7 ... 7
observations o = 01 O O ... Of

On ne dispose que des données d’apprentissage o et de
la structure du HMM ).

On ne connait pas de méthode permettant de calculer
directement .

Il existe une procedure, appelée algorithme de
Baum-Welsh ou algorithme forward-backward qui permet
de s’en approcher.

Procédure itérative : on calcule une suite de HMM
Ao, A1, - .., A, OU A\, 1 €st construit a partir de \; et tel que :

P/\z‘+1 (O) > PM(O)
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Algorithme de Baum-Welsh

' On donne aux parametres de )\, des valeurs arbitraires,
qui peuvent étre aléatoires, comme elles peuvent étre
guidées par la connaissance a priori gue nous avons du
probleme.

- On considere que o a été génére par \q. Cette hypothese
permet de calculer la probabilité, notée ~(i,t), que Ay soit
dans I'état 7 a I'instant ¢ :

v(i,t) = P(X:=ilo)
P(X; =1,0)
p(o)
a(,t)B(i,t)
> a(ht)B3, )

Méthodes probabilistes - Modéles de Markov cachés — p. 45/53




Algorithme de Baum-Welsh - 2

On effectue la somme Y, (i, t)

Somme des probabilités que A, soit passé par I'état : aux
differents instants ¢ de la génération de o.

Il ne s’agit pas d’'une probabilité :
» elle peut étre supérieure a 1
» on ne voit a quel évenement elle correspond.

On l'interprete comme une approximation du nombre de
fois que A, est passe par I'état i lors de la géneération de o.

On se retrouve dans une situation proche de I'estimation
avec des données completes.
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Réestimation des probabilites d’émission

1 peut calculer (on dit aussi réestimer) de nouvelles
obabilités d’émission, notées E;, par maximum de
aisemblance :

nombre de fois que Ay s’est trouvé dans I'état i et que a a été émis

(1, a;) =
16, a) nombre de fois que Ao s’est trouvé dans I'état i

Zt:ot:a v(i,t)
S ()
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Réestimation des probabilités initiales

5 probabilités intiales peuvent, elles, étre réestimées de la
>oNn suivante :

m1(i) = probabilité d’étre en i a l'instant t = 1
= 7(4,1)
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Réestimation des probabilités de transition

' On note p, (7, 5) la probabilité que )\, soit passé de I'état i
a l'état j entre les instants t ett + 1 :

pt(’%]) — P(Xt — iaXt—l-l — ]’0)
P(Xt = i,Xt_|_1 = j, O)
P(o)
a(i,t) X E(i,0)) X T'(i,j) x B(j,t +1)
chvzl Oé(k,t)ﬁ(k,t)
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Réestimation des probabilités de transition - 2

1 o (1,t) B(,t+1) j
E(,ot) * T(i,j)

t—1 t t+1 t+2
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Réestimation des probabilites de transition - 2

1 peut maintenant effectuer la somme Zlept(i,j) que
us allons interpréter comme le nombre de fois qu'une
\nsition de ¢ vers j a été empruntée lors de la génération de
2t on peut recalculer a partir de cette quantité des nouvelles
obabilités de transition 77 par maximum de vraisemblance :

nombre de fois qu’une transition de i vers | a été empruntée

i
( ’J) nombre de fois qu’un transition émanant de i a été empruntée

Z?:l pt(ia ])
Zle v(%, 1)
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Réestimation des probabilites de transition - 2

A\ possede la propriété remarquable d’attribuer a la
séguence o une probabilité meilleure ou €gale a celle que
lui attribuait \g :

P)\l (0) > PAO(O)

 Cette propriété s’explique par le fait que lors du calcul
des parametres de \;, nous avons augmente la
probabilité des transitions et des émissions qui étaient a
I'origine de la génération de o, et ce faisant, diminué les
autres probabilités.
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Réestimation des probabilites de transition - 2

 En réitérant le pocessus de réestimation des probabilités,
nous obtiendrons des parametres attribuant une
probabilité de plus en plus élevée a la séquence o,
jusgu’a ce qu’une valeur limite soit atteinte, pour un HMM
A,

)\, n‘est cependant pas le meilleur possible, il peut s’agir
d’'un maximum local, qui déepend de A :

P (0)

A

A
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