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Certaines illustrations sont issues du livre « polygon mesh processing »
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Chapitre 2
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Chapitre ¢ Chapitre T Chapitre 3 (+ 54A)
MODELISATION DES SURFACES
SURFACES PARAMETRIQUES

Chapitre 5

SURFACES
IMPLICITES

GEOMETRIE DES

SURFACES
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Géométrie des surfaces

}

Forme

S\ N

Plates/courbées
Courbure

Orientation
Normale

MODELES DISCRETS

MODELISATION DES SURFACES
SURFACES PARAMETRIQUES

Lignes
saillantes SURFACES
coid e IMPLICITES

MODELES CONTINUS
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it e e MODELISATION DES SURFACES
somete f surtaces SURFACES PARAMETRIQUES

, Lignes
Plates/courb ,

Orientation MODELES CONTINUS

Normale




POUR L INTUITION -

GEOMETRIE DES COURBES
PARAMETRIQUES




> founi oo

CUURBES
CARTESIENNES
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Modélisées sous la forme y = f(x)
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Modélisées sous la forme y = f(x)

f dérivable fnon dérivable

Courbe proche d'une
droite de pente f'(x)

Tangente
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Modélisées sous la forme y = f(x)

Normale :
X orthogonale a la courbe/tangente
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Modélisées sous la form
2 s

N
Dérivées secondes :
X f"(x) indique la concavité de la courbe
7 |
Concave Convexe Inflexion
J'(x) >0 J'(x) <0 J =0

!

Courbure
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CUURBES
PARAMETRIQUES
GENERALES
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Cf. Chapitre 3 et uncls ol © SN 1

COURBES Courbe finie :

Lo (ms‘c}
- >

sip
f:la,b)] CR - R? (ouR?)

c
)
\‘ (1) € R2/R3 donc :
%(;\ £ caolsgaml” é&) o <[%§)]>
Tangente Courbure I
2 R
fo | ro o
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.

Cf. Chapitre 3 ‘ﬂ
| El
]

l

3\@\ - %(0\
Comme vu au chapitre 3 :
/g =g

g =f(%) (1) = gle?)

décrit la méme courbe parcourue a une vitesse différente

- S gM)
v oy ::Qeswum... SR — R g (%lu\
|
g'__ &4|3
s
COU"\{A O\ €O VMR :
7 wrtsse  cs G 4’__ P @
£ R lg) Paramétrisation normale
\
Aep & 87 Tangente Courbure

o || £
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TANGENTE / NORMALE

g&

Ip
P =QIk)

é&«\

i;' 4 s V . . o !
En paramétrisation normale : |

1 =[1(s)

"@ . e ,—:,'
' En paramétrisation quelconque : |

0]

[

o ss @
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COURBURE

(N O O

Non courbé Moyennement courbé Fortement courbé
Normale/ Variation
tangente violente de la
constante normale/

tangente

Courbure <« variation de la normale

Moyennant la paramétrisation ...
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COURBURE

En paramétrisation normale, on montre que :

R rayon de courbure courbure au point P

P = f(s)
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COURBURE

En paramétrisation(normale, on montre que :
R7(s)

Cow\ﬁ\y\k 4%Y!

R rayon de courbure courbure au point P

P = f(s)

En paramétrisation quelconque :

o _forro |

IFonR |
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TRIEDRE DE FRENET (COURBES GAUCHES)

‘ |
On pose le vecteur de la binormale : ! Repeére de Frénet:
—

rayon de torsion o torsion
P




[

"~ BONUS
. FORMES

_ QUADRATIQUES
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FORMES QUADRATIQUES ET MATRICES

L=

' Forme quadratique sur R":

Codable par une matrice Q de taillen X n :

dX)=X-Q-X

D(x,y,7) x> — y> + 22°[F xy|+

2yz
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GEOME{RIE DES SURFACES
PARAMETRIQUES
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Jfo\m\%m\m [/ mewmcl

Cadre : surfaces paramétriques

f:R2—>IR3

conac\Cnisen)  C

n e Fom ¥

s ds somk RO

A ) / O3 (e

A% EN
l

O‘l \}(C\fQ\MS

T damaents on .
‘\/ (6 S

V2



umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana





« MODELISATION GEOMETRIQUE » - GEOMETRIE DES SURFACES

On obtient naturellement deux courbes sur la surface :

En fixant v, :
<gu - U |_>f(u7VO)
En fixant i :

G, v f(uy,v)

On connait la tangente de courbes ...
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On obtient naturellement deux courbes sur la surface :

En fixant v, :
(gu U |_>f(u7VO)
En fixant i :

G, v f(uy,v)

On connait la tangente de courbes ...

(f(u, vp))’ (f(ug, v))'

of of

= —(ug,, v = —(up, v
6u(0 0 6v(0 0
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On obtient naturellement deux courbes sur la surface :

Si f différentiable en (1, v,) :

* Tangentes aux courbes sur la surface forment
un plan

0
. —f(uo, V), —(Uy, V) en forment une base si ...
ou ov
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On obtient naturellement deux courbes sur la surface :

(\L'L

P = f(uy, vy) point régulier si :
of

» —(ugp, vo), —(up, vp) libres, ie.
()u( 0 %o) av( 0 %o)

of

0
» ——(upn, vo) A —(up, v 0
g ) A~ Vo) 7

iipﬁp!

l si P = f(ug, vy) régulier, le plan tangent Tpen P a |

| pour repere :

of

I (P. —(ug- Vo). —(tg- o))

1l
‘ Son vecteur normal :
|

{
|

of of
E(u()a VO) A E(u()a VO)

|
1» -
“ P
|

of of
1=~ (g, vo) A —=(utg, Vo)l

| —— —

I
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g: Re — R>
(%[LQ\ — coS\Q cos I
c«aste S J
S"N\(g
— (oS S"(Y\%/
IO R
/59 - COS('Q Cos
Q
PRro ! >
— ' @ cos S
/—a-&’ = (— SYN sun
9K
CoéLQ

\ «Lracs
NI% W oy
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BN
Q: lug) (wl \ )
JwE =N po

I

LN P- %(010\ = (g‘

A A
?ES - o) 1 A :a—g(o(o\ = (o
ST\ PITERV Che ©

\ v 2 (00) = (E

RS .
20

o
A

—~ O+

-0.5
0.5 0

0.5
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SN
Q: luy) — [m . )
JwE =N po

I

LN P- %(0103 = (g‘

y q
ES - |e 1 A~ :a—g(o(o\ = (O
DU o‘zur\-\f Che ©
0
@ C -
RS- |5 ~) ,5%[010\ i (3
CARE PR

-0.5
0.5 0

0.5

—
—

Pas une mais des courbures
(selon direction)

\—\T//
JCNV e pns G \X\QW(\
(omgw\/
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COURBURE NORMALE

\\\\ ( 7
\ \ Courbure normale dans la direction d :

renormalisée par

kg —~al—— Derlvees secondes de f

Dérivées premleres de f

Deuxiéme forme fondamentale Premiére forme fondamentale
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PREMIERE FORME FONDAMENTALE

| N :
: Premiére forme fondamentale au point P :

_(EF of of | o]l
]P_ — <_’_> — . ~
F G ou ou ou
of of ,
(o NN —\—7 — 0
Y JUINE €' ¢ \f <au 0\/) S
o pPOA €, op<
G:(—’— p— e ~ 1
v ov ov
N\ O é\w
\rtc\«g ~ ’1
Tenseur métrique de la surface
3‘“" —?—g ‘Q& G’\W\ona\l‘«\oq& ~y = ICX

l
v QU TP
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PREMIERE FORME FONDAMENTALE

Surfaces

/@ f« déforme »

les Iongueurs

aq(o)
/@ B o)) I, mesure cette

Q) déformation

b
I(6) = J \/ (@', v'@) * Ip* (u'(0),v'(1))") dt

M

Q(0)

3

/

Aire(f(D)) = ﬂ det(/p)dudv
D
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DEUXIEME FORME FONDAMENTALE

| . :
: Deuxiéme forme fondamentale au point P :

|

| [ m 0°f

| II == f— —
m = ) nP

L ouov

! ’f _,
;‘ "=\
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COURBURE

La courbure normale varie comme un
polynéme de degré 2 en fonction de d :

Dans le repére (P,—,—) du plan tangent
ou 0v
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COURBURE(S)

kp = I;' X I,

" Matrice 2x2 symétrique

* Donc diagonalisable en base orthonormale

_)
. T e . k; > 0 : convexe selon d,
Vecteurs propres : d,, d, - directions principales

_)
* Valeurs propres associées : k,, K, - courbures principales — . = 0 : plat selon d.
IERY) \ i P i

Extréma des courbures

—_—
k; < 0 : concave selon d,
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COURBURE(S)

U >0 =0
4Y)
)\
/ ,’{,
<0 <:j“ ) _”/:'
R,
—

Classification locale
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COURBURE(S)

Deux mesures ... difficile a manipuler (ex : carte de courbure, critére algorithmique de courbure ...)

|

Moyenne(s)

\4

Moyenne arithmétique Moyenne géométrique

Introduite par Gauss bien
<«<——  avantla géométrie
différentielle ...
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COURBURE GAUSSIENNE

Theorema Egregium de Gauss

U
/‘__\,)
.\]
. Aire(7)
; Iim — =K
| v—(p} Aire(V)
s‘\?\?\;\ wn\¥C
AV
X
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GEOMETRIE DES
MAILLAGES
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NORMALES/COURBURES D'UN MAILLAGE ?

Non défini

Normales Courbure(s)
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NORMALES/COURBURES D'UN MAILLAGE ?

Intuition ...

Le maillage est la
discrétisation d'une surface
continue

4 o
§// \\9;

Pb : calculer des valeurs approchées cohérentes

— approximations / heuristiques
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ESTIMATION DES NORMALES

\¢
P
" Eventuellement pondérée par l'aire des faces

ARG N

On estime généralement la normale au point P comme :

> Moyenne des normales des faces voisines

_ NB = Z QH\A(TA-\ X Ki i : /
N - bn
% my - N 1°n = C
) — —>

B / m, R“ /\ ‘
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COURBURES : TH. EGREGIUM DE GAUSS ET DEFAUT ANGULAIRE

U

‘W\Q%g_ Am u\znm\oeep
: ™
-\!
~ Aire(7) (M
lim — = Kp
\/ v—{P} Alre(V)

s‘\?\w e\

I =2 (N
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COURBURES : TH. EGREGIUM DE GAUSS ET DEFAUT ANGULAIRE

/—__\A
. Aire(7)
\/ iy

|
v‘u&

SUTNIRERS
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COURBURE GAUSSIENNE « CLASSIQUE » (REGGE)

Approximation de la courbure Gaussienne :

triangle T; K. — 2m — 2,9 AU Boint P
P — . L
Zi Aire(T))
> C'est la formule que vous avez implémentée au TP1
" Peu précise, dépend du maillage
> Ne converge pas (\Y\ert“a& L o\\"sm'»\r‘ﬁm\\\on gwg . COV\\(N\\M

Kp —< K con\n o
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COURBURE MOYENNE « CLASSIQUE »

" Aire de la portion de cyclindre :
le)-a-r

" Intégrale de la courbure moyenne sur cette portion :

Z-l(e)-a-rza-l(e)-a

Approximation de la courbure moyenne :

1
H, = El(e) - le long de l'aréte e

" Peu précise ...

" Ne converge pas
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APPROXIMATIONS PLUS FINES

| On the angular defect of triangulations and the pointwise approximation of curvatures |
] V. Borrelli, F. Cazals, J.-M. Morvan

- — . |

| Discrete Differential-Geometry Operators for Triang

ulated 2-Manifolds “
| M. Meyer, M. Desbrun, P. Schréder, and A. Barr |

= —_—- e =

P
H,-N : ) (cota, + cotB)(P - P))
-Np = cota; + cotf.)(P — P,
6. ! ! 2Airemixte l l l
a, i ,Bi i
K(P) = ——
P; Alremixte

La convergences n’est pas garantie :

" dépend de la triangulation
plus elle est réguliere, meilleure est la convergence

" idéal : réguliére, valence 6
" sur une triangulation irréguliere, non garantie

" au mieux, convergence en norme <,
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AUTRES APPROCHES

| On the angular defect of triangulations and the pointwise approximation of curvatures |
] V. Borrelli, F. Cazals, J.-M. Morvan

r, M. Desbrun, P. Schroder, and A. Barr

= e ———

Estimation de K, (tenseur de courbure)
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CALCUL VIA UNE SURFACE CONTINUE

Ajuster une surface lisse
(paramétrique ou cartésienne)

au voisinage de P

v

Calculer normale et courbures
de la surface lisse

* Méthode plus lente mais plus stable

" La question est alors de bien approcher localement le maillage



GEOMETRIE D UN
NUAGE DE POINTS
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GEOMETRIE D'UN NUAGE DE POINTS

Sujet tres actif vu le développement des capteurs de numérisation :
* LiDAR
> Caméras temps de vol (Kinect etc. ...)

* Stéréo-photogrammétrie



UAV Stéréo-photogrammétrie Stéréo-photogrammeétrie
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GEOMETRIE D’UN NUAGE DE POINTS

Sujet tres actif vu le développement des capteurs de numérisation :
* LiDAR
> Caméras temps de vol (Kinect etc. ...)

" Stéréo-photogrammeétrie

Comment estimer la géométrie locale directement a partir du nuage de points ?

/ N

Approches par
ajustement de surfaces
lisses

Approches par étude de la
distribution des points

* Analyse en composantes
principales

— Cf.TP



VARIETES
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VARIETES (MANIFOLDS)

" Maillages
" Surfaces paramétriques

Qu’est-ce qu’une surface dans R? ? > Surfaces implicites

Exemples de surfaces,

(2)-variétés :
modéles surfaciques ...

formalisation trés générale

' Une variété de dimension n (dans R") est un sous-ensemble M C R tel 7‘

que tout point de M a un voisinage homéomorphisme a un sous-ensemble |
|

| de R4,

—_—

f : E - F homéomorphisme si f bijective, continue,
d'inverse continue (déformation continue).
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VARIETES (MANIFOLDS)

llwstration: @Johan Jarneclad/The Royal Swedish Academy of Sciences

f : E - F homéomorphisme si f bijective, continue,

d'inverse continue (déformation continue).




« MODELISATION GEOMETRIQUE » - GEOMETRIE DES SURFACES

VARIETES (MANIFOLDS)

l 7 o i 7 7 7 - ﬂ
' Une variété (manifold) de dimension n (dans R™) est un sous-ensemble

|

| M C R™ tel que tout point de M a un voisinage homéomorphisme a un |

“ sous-ensemble de R?.
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VARIETES (MANIFOLDS)

[

WK\ Lel * Atlas de cartes {¢@,; i € I}

Compatibles de classe €*

| - - - B - — = = _ H
' Une variété (manifold) différentielle de dimension n (dans R™) est un sous
; ensemble M C R" tel que tout point de M a un voisinage |
| homéomorphisme a un sous-ensemble de R4, )
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VARIETES (MANIFOLDS)

[

Wg\ LQl Surface lisse
l

2—variété différentielle

| - B N o o - - ) o a
' Une variété (manifold) différentielle de dimension n (dans R™) est un sous
ensemble M C R" tel que tout point de M a un voisinage

| |
| homéomorphisme a un sous-ensemble de R% }
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VARIETES (MANIFOLDS)

Tout se généralise dans ce contexte :

" Plan tangent, normale

/ " Courbures ...
.'_ e




