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4 - COURBES ET SURFACES
PARAMETRIQUES

Certaines illustrations sont issues du livre « polygon mesh processing »
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Chapitre 2

MAILLAGES

Chapitre ¢ Chapitre T Chapitre 3 (+ 54A)
MODELISATION DES SURFACES
SURFACES PARAMETRIQUES

Chapitre 5

SURFACES
IMPLICITES

GEOMETRIE DES

SURFACES
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D¢ NS
\

PARAMETRIQUES » Trés incomplet (nécessiterait un module entier)

COURBES ET SURFACES

-~

Asuivre en 5A ... LCt

N — % ) lcommln W sunfaun)
D\/\ g‘\Q\(Y\/\/o \
cla

N\)P\’\’)S

Commencons par les courbes

" Plus simple

* Base des modeles de surfaces (produit tensoriel)
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COURBES
PARAMETRIQUES
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COURBES PLANES

Courbes dans R? Courbes dans R’

e 2

REPRESENTATION PARAMETRIQUE

COURBES GAUCHES

fiR—=R? f:R—>R’
> QLE
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COURBES Courbe finie :

f:la,b] CR - R* (ouR’)

%U:) \

! H(@®)
%(cx\ ) o 8«‘) f() = <f2(t)>
caolsgom

fla.fz:RéR

f(f) € R* donc :
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QUESTION DE LA PARAMETRISATION

Courbe < modeéle paramétrique f : R — R*

unique ?

= On pose g(1) = f(*)

%(O\ %Uc\ %U\ " Quelle est la courbe décrite ?

f:[0,1] — R?
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PARAMETRISATION NORMALE

Pour toute courbe, il existe une paramétrisation selon laquelle la courbe est parcourue
a vitesse constante :

" Unique
* Parametre noté s (abscisse curviligne) : longueur le long de la courbe

" Appelée paramétrisation normale
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s 7 , A . JV\fg s PlE) A w-l
CONTINUITE GEOMETRIQUE (&™) ( 011, —on

A i\ 77 ~\ V 03(;‘3& K\K\\ M
Courbes modélisée par morceaux : AN L

R () Courbe

continue @)
Q\'SSL ~\ Ny ote \\Q\'QSQ/' @

U

Continuité de la dérivée / tangente ?

il _ | < £ s s
S NV ARRVV \\\oj
* O dugni ReTU

/

/ \fl : [a,b] - R ™) SA'U\ — %A‘H (O\ ) cormui

fr i [byc]l - R L0 (e

fz o © Pl ) ) pu=di )
e, d] — [ -~ £ (.

3 SL/(’\\ \% g)ul(o\ ) . @/

fo i Id,e] - R /[~y g/"\ o)
// ? .‘{4\ %AH

3
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CONTINUITE GEOMETRIQUE (€5)

Courbes modélisée par morceaux :

fi:
hH
i
Ja

la, b] — RF
(b, c] > RX
[c,d] — RF

[d, e] — RF

=0

Courbe continue

Continuité de la dérivée / tangente ?

" Discontinue
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CONTINUITE GEOMETRIQUE (€5)

Courbes modélisée par morceaux :

\ Courbe continue

Continuité de la dérivée / tangente ?

7N

f1(b7) = f5(b™) Tangentes colinéaires en b

3¢

L Continuité l
fi 1 la,b] > R Y |
paramétrique € N
£ boc] > RE Continuité
S géométrique &!
f : le,d] - R*

f, i Id,e] - R¥
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CAS PARTICULIER : MODELES CARTESIENS

Cas particulier ou le paramétre est x :

y =gx)

a A

g(x)

Représentation paramétrique associée :

f: R - R?

X
w-()
g(x)

r

Représentation paramétrique associée :

f: R - R?

X
f) = <f1 <X>>
A
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CAS PARTICULIER : MODELES CARTESIENS

Attention : modeéles restrictifs !

I

\> =




BEZIERS B-
SPLINES
i - MOTIVATION
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COMMENT CONTROLER LE FORME DE LA COURBE ?

Quelle équation f : R - R? ?

[0 tT] — R
. ( Cos &
— s

!
JVM Fodny

R
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COMMENT CONTROLER LE FORME DE LA COURBE ?

N Quelle équation f : R - R? ?

1 .
\/ Pourtant courbe tres simple ...
| " Question trop générale
| /
Choisir f d'une forme particuliére

Dépendant de paramétres simples

!

Controlent la forme
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COMMENT CONTROLER LE FORME DE LA COURBE ?

N Quelle équation f : R - R? ?

A L
\/ Pourtant courbe tres simple ...
| "~ Question trop générale
| /
Choisir f d'une forme particuliére
Polynémes de degré < n n + 1 coefficients

Dépendant de paramétres simples

!

Controlent la forme
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COMMENT CONTROLER LE FORME DE LA COURBE ?

m—ZmoP
i=1
Parametres
Fonctions de base fixes points de R¥ (contrélant la courbe)

@; polyndbmes de Bernstein — courbes de Béziers
(ce cours)

¢, fonctions B-spline — courbes B-spline

(SA)
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COURBES DE BEZIERS

R — W

f() = i polynémes de degré au plus n
A1) l

dans IaM

[(®) =ayg+at+ ---a,t"
(&) =by+ bt + ---b,t"

[y =) o0 - P,

= 1
se arameétre de controle

"M . \A\I\Q \c\r( \,\4
f (t) — | ‘
P C g

C CU‘\\AOQ&N\Y 60\ SU\N\I\\

CQ\OO\M COU\C}\ — J\\"Q\S 5\0 b

C@C,gg

—

3 (mr)

Pas la bonne base ...

f

{P;} tq la courbe passe prés de ces points ?
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%Ur\: P, .?4+‘cl.?l

ey = T
. ?L %(4\ < Vo+Tar Pr
|
N
NE P
iiowu 0\/&\\“’“& PAS Nmdteen
AWIRAE
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POLYNOMES DE BERNSTEIN

Base de Bernstein de R, [7] <

>

n+ 1 polynébmes

" @, [0,]] >R pourlei=0...n
@)= Cy -t - (1 =)™

mee A

= A/

m=l n 21
p=y) A DD d

Ex: pourn =3
@300 = (1 —1)
@31(1) = 31(1 — 1)°
@3,(t) = 3t*(1 — 1)
P35(0) =1

\
0.9 \

0.8

0.7

0.6 -

0.5

0.4

0.3 -

0.2

3¢ <L

P2, 4° 4

_

—D

\ /%’/0 o —~/
\
\ /
\ /
\\ 4 //
) /
\\\ k‘Q / LF LR ///
o
AN
N\ \ : //
e /\ N //
/ \\ \‘\\ . /'
/ AN
N h
0.1 // e \&‘
_ ~~ N
_— T~
L | | | P ;\"
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
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POLYNOMES DE BERNSTEIN - PROPRIETES

V\ /V /
\ /
0.9 ‘\
/

| Symétrie
(pn,i(t) — Cpn,n—i(l — 1)

Partition de |'unité

Z ¢, (=1 Vtel01]
i=0

Maximum de @, (7)

i
en—=t
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POLYNOMES DE BERNSTEIN - PROPRIETES

Formule récursive
en @, (1) =1t@,_;,;_ () + (1 = Dp,_ (D)

| Symétrie
(pn,i(t) = Opp-i\L —

Partition de |'unité

Z ¢, (=1 Vtel01]
i=0

Maximum de @, (7)
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COURBES DE BEZIERS

| Courbe de Béziers de degré n

Py, ..., P, points de contréle

~N /7
’ f(O)ZPO .g(o\: —% W < lo\’?" = P — cowlx \5?"“\” S
0o A
A< /J:m
- f(l) :Pn 8(4\ = 2 \Q“\'; (4\ -,\J,\' = ?N\ —_ MY VT TN\ ?m
l
> Influence maximale de P;en — = €

A 2 Qm 1 ) =4 /

Q) = 2 10 B o
@mg\w\fm \0,; _R\o“(\é*:'\p \3‘\0&:\ Qo/o U C 000169\(\4 CUNNCAY é\w \}r\lc

—_—
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COURBES DE BEZIERS

" f(?) barycentre des P; pondérés par ¢, (1)

" Courbe dans |I'enveloppe convexe des points de contréle
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DERIVEES / TANGENTES DES COURBES DE BEZIERS

A A m-|
— Leml.‘u-\: C’N\ \ (4-k\ \_X\o(:}

(P;;,i(t) = C

@ﬂ%l(ﬂ — @p_1.41))
e u{f(

F= 2 e &

| (1) = ”Z Pp_1.i) - (Piyy — P) f? 6‘%’)‘“ A% m- o p G 4\‘ ‘ @'{” a ID‘B
e (e g 3l TR &) = P Py
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DERIVEES / TANGENTES DES COURBES DE BEZIERS

» Courbe de Béziers

) = anp D) <P+1—P> ;‘
" Degrén—1

> Points de contréle Py — Py, ...,P, — P,_,

_g'(g\ :(P'\‘P‘X—— WN\ w' (ﬂ = (P‘V"Pﬂ‘~\\ : Pn\-\jPlV‘

Tangente a la courbe en 0 : Tangente a la courbe en 1:
n°POP1 n'Pn_lpn

Permet de P Pz
raccorder des
courbes de Béziers
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU Q j

Débordements de capacité ... . : Calcul itératif via un
Foncti rsive :
tableau:

duplication des

Triangle de Pascal
calculs ...
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

1) Formule récursive

ggn,i([) — tgpn—l,i—l(t) + (1 - t)qgn—l,i(t)

l

@)=Y @, 0) - P =
i=0
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

1) Formule récursive

Ppi(D) = 1@,y ,; (D) + (1 =D, (D)

l

=) 9,0 P =
i=0

l \)(\ls s/ cowlty A7 m-|

A _)(\\//(ou\/@-t AON\
31

Points de courbes intermédiaires

On pose : de degrén — 1

P,j =Jp,...p. D
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

/\’*’\,
1) Formule récursive ‘
/l"\"\r )‘\\43 d &IYW\/ x|
M
M - |
@ ~ %U\
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

1) Formule récursive

2) Dépendances de calcul
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

1) Formule récursive

2) Dépendances de calcul

— calcul par lignes
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

i PJ tPl- 1+(1 t)PJ‘1 ,

Interprétation géométrique

L/ A
e 7.
o E ®
P

o €
“‘P 4%?,
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

i PJ tPl- 1+(1 t)PJ 1] ,

Interprétation géométrique

avec Pl.O = P,

??‘ . 'f:t P ‘eov\auuc\\/m 3\[# “\WYY\;(\\PCTW\/
e%%f‘/ S ¢ '?: ?:" t/\. v< (/f~Hm-,
b ¢ el |
)
L,
CO\’J\{)_( o
K@(ml\ ol
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DE CASTELJAU ET SUBDIVISION

Créentla courbefl[t 1

— Augmenter le nombre de points de contréle
— Subdivision de la courbe en deux courbes de méme degré
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ELEVATION DE DEGRE

=) 0.0 P, P i(0) = 1, (O + (1 = Dy, (1)

i=0 /

Evident ... (@, (1) = ——1t@,,1.+1()
’ n+1 ’
(1 =gy = 2 0
Pn,i _ n+1 Pn+1,i

n+1 P(,) - PO
f(t) — Z ¢n+1,i(t) ’ Pi/ P1;+1 - Pn

i=0 i n+1—i

Pl, i—1 + Pi
n+1 n+1

— Augmenter le degré an + 1
— Courbe inchangée
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CONCLUSION

[ Base B-spline
> f(t) s'approche de P,ent = —

" /
7 .
> Pas de contréle plus orécis PLUS DE cul ! \ A suivre en 5A ...

"~ Paramétrisation « cachée » Sera aussi beaucoup plus

technique (paramétrisation explicite)
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CONCLUSION / RACCORDEMENT ?
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SURFACES PARAMETRIQUES
(BEZIERS)
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Base de Bernstein ...

® - R

'Fouc\‘a\ S

Surfaces paramétriques
f:R?>R
flu,v) =



« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

Base de Bernstein ...

'Fouc\‘a\ S

® - R

NS

Surfaces paramétriques
f:R?>R
fav) =) fiuv)- P,
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Base de Bernstein ...
g : R->R — fRg:  RP>R

(f® &, v) = fu)g(v)

® - R

'Fouc\‘a\ S

NS

Surfaces paramétriques
f:R?>R
fav) =) fiuv)- P,
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Base de Bernstein ...
f,g . R->R

® - R

'chxc\‘a\ S

Goase (%Q“Q““‘B
%\JC\ Z (Q,“(t\ Y.

—

‘fwsc_ws

L

f®g:R2-SR
(f ® &)u,v) = f(u)g(v)

oy R — R

Surfaces paramétriques
f:R?>R

fu,v) =

Z P WPy (V) - Py
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CARREAUX DE BEZIERS

polygone de contrdle
/

Surface produit tensoriel - carreaux de Béziers ey A P,
]/ |
F .
) -/

fuv) = 0, 0@, () - Py

L,J

X

conda install -c orbingol geomdl
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CARREAUX DE BEZIERS

Surface produit tensoriel - carreaux de Béziers

polygone de contréle

f(u, V) - 2 gﬂn,i(u)gom’j(v) . Pi’j
L,J

conda install -c orbingol geomdl



« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CARREAUX DE BEZIERS

Surface produit tensoriel - carreaux de Béziers

f(u, V) - Z gon,i(u)(pm,j(v) . Pi’j
]

Courbes
isoparameétriques

93»
g % g(\t,uﬂ
(/ W S, ©)
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CARREAUX DE BEZIERS

Surface produit tensoriel - carreaux de Béziers

polygone de contréle

f(u, V) - 2 gon,i(u)qom,j(v) . Pi’j
. de

Bézier

l

Pas sur la
surface !

PAS
COURBES
ISOPARA.-

METRIQUES
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CARREAUX DE BEZIERS / RACCORDEMENT




