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MODELISATION
GEOMETRIQUE
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2 (SUITE) - PROPRIETES DES
MAILLAGES

Certaines illustrations sont issues du livre « polygon mesh processing »
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Chapitre 2

MAILLAGES

Chapitre ¢ Chapitre T Chapitre 3 (+ 54A)
MODELISATION DES SURFACES
SURFACES PARAMETRIQUES

Chapitre 5

SURFACES
IMPLICITES

GEOMETRIE DES
SURFACES
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NOTIONS DE
GEOMETRIE
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ENVELOPPE CONVEXE

E C [R" est convexe sssi
VP, Qe E [P,O]CE

?\3i\mm\f 7-Q
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ENVELOPPE CONVEXE

E C [R" est convexe sssi
VP, Qe E [P,O]CE
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ENVELOPPE CONVEXE

E C [R" est convexe sssi
VP, Qe E [P,O]CE

/ W \ C\uvL
L'enveloppe convexe de /= C [R” est
le plus petit sous-ensemble convexe contenant £

Qm\m()ow—k copexe O
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ENVELOPPE CONVEXE

E C [R" est convexe sssi
VP, Qe E [P,O]CE

L'enveloppe convexe de /= C [R” est
le plus petit sous-ensemble convexe contenant £




DELAUNAY, VORONOI
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Etant donné un ensemble de points :

— plusieurs triangulations possibles

ANV VAV,

p'\
N folonalm + .
/Y\ J e’i) LM raux

C(U‘

( &]{@j @ uxam&s

— quel est le meilleur ?

0

0

(N
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— triangles les plus réguliers

— les plus proches de triangles équilatéraux

—> Qc\n\ﬂﬁ MR I 00V tono kNG SE

NNV 44V

— triangulation de Delaunay J\
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CE QUI EST COMMUN ...

Propriétés combinatoires des maillages

Toute triangulation d'un ensemble de points donné admet :

>

Nombre de triangles
N, =2(N-1)—-N,
N nombre de points, N, nombre de points de |'enveloppe convexe

> Nombre d'arétes

N,=3(N—-1)—N,
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CE QUI EST COMMUN ...

Propriétés combinatoires des maillages

Toute triangulation d'un ensemble de points donné admet :

" Nombre de triangles
N, =2(N-1)—-N,
N nombre de points, N, nombre de points de |'enveloppe convexe

> Nombre d'arétes

N =3(N-1)—N,




_ TRIANGULATION
_. DE DELAUNAY
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TRIANGULATION DE DELAUNAY

2D

“@ -
Propriété du cercle vide

Un triangle est dit vide s'il ne contient
aucun autre points que les siens dans
' son cercle circonscrit

= —=

| Delaunay

Tout triangle a la propriété du cercle
vide.

= — — e e =]

— triangulation maximisant le min des angles

/ Nor Dlounoy

C‘J\\A‘(N

N (S
\X(\O €S &

\ el Cancans el
G\~ Y(\m&ck_

\\E QZA'\gi ¢
\\\M €. \\\AQX‘.
C)J\({-k 0\'«':}\
—) \/\\04 DCQO\VJY\ O“j .


umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana
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TRIANGULATION DE DELAUNAY - triangutation maximisant le min des angles

5

.-t
o - Echange/de |'aréte
' Propriété du cercle vide , (« flip
| l .

Un triangle est dit vide s'il ne contient
aucun autre points que les siens dans
' son cercle circonscrit

—— e

—

| Delaunay

Tout triangle a la propriété du cercle , \// 2

vide.
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TRIANGULATION DE DELAUNAY - triangulation meximisant le min des angles
Cau \X\c\“?\oQQS\C\M

2D JF
| (1<

I
/

A

“@ -
' Propriété du cercle vide

Un triangle est dit vide s'il ne contient |
aucun autre points que les siens dans
' son cercle circonscrit

= —=

| Delaunay

Tout triangle a la propriété du cercle
vide.

= — = —_——— e — —
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TRIANGULATION DE DELAUNAY

2D

“”7 : e V d ] [ ]
' Propriété du cercle vide

Un triangle est dit de cercle vide s'il
n'existe aucun autre points que les
' siens dans son cercle circonscrit

—— e == — = ==

| Delaunay

Tout triangle a la propriété du cercle
vide.

= — — e =]

— triangulation maximisant le min des angles

’“’ Propriété de la sphére vide |

Un tétraédre est dit de sphére vide s'il
n‘existe aucun autre points que les
| siens dans sa spheére circonscrite

I

' Delaunay

Tout tétraedre a la propriété de la
sphere vide.

= — = — ———— e — =l

" Unicité de la triangulation de Delaunay
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TRIANGULATION DE DELAUNAY

— triangulation maximisant le min des angles

3D

’0’ Propriété de la sphére vide |
| |

Un tétraédre est dit de sphére vide s'il
n‘existe aucun autre points que les
| siens dans sa spheére circonscrite

I

' Delaunay

Tout tétraedre a la propriété de la
sphere vide.

= — = — — e — =l
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TRIANGULATION DE DELAUNAY

/ \ o
o ~ ° T
\i

Répéter le « flip » est une algorithme de
maillage ...

Echangq de la face
(« flip »)

— triangulation maximisant le min des angles

3D

|

' Propriété de la spheéere vide ‘

Un tétraédre est dit de sphére vide s'il
n‘existe aucun autre points que les

| siens dans sa spheére circonscrite

I

' Delaunay

Tout tétraedre a la propriété de la

sphere vide.

= — = — — e — =l
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TRIANGULATIUN DE DELAUNAY — triangulation maximisant le min des angles

' Propriété du ce

S W . | /18 . . . . ¢
Un triangle est dit de &S | : Y&t dit de sphere vide s'il |

=0

S
NN
S

lautre points que les |
sphére circonscrite }‘

n‘existe aucun autre p
'siens dans son cercle ¢

— — = = = —

{ -
|

—bélaunay

i
3 = Sy
[y

Tout triangle a la propriété du cerclégs N iBut tétraedre a la propriété de la
vide. il il sphere vide.

= —— — — e —— ,,,,v,.‘"'l. Y Azl | _—— — — = o —————
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DIAGRAMME DE
VORUNOI
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DIAGRAMME DE VORONOI

Ensemble de points

(P,eR";i=1...N)

/
?0\\(\!\’/\)

V.= {X € R"; d(X,P) < d(X,P) Vj# i)

Cellule de Voronoi associée a P,
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DIAGRAMME DE VORONOI

Ensemble de points
(germes ou centres)

(P,eR";i=1...N}

" Cellules délimitées par
les mididiniwa  joignant
les points

Vi={XeR"; dX,P) <dX,P) Vj#ij

Cellule de Voronoi associée a P,

" Unicité du diagramme
de Voronoi

\4

Diagramme de Voronoi (maillage polygonal / polyédrique)
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DIAGRAMME DE VORONOI

Exemple online



http://alexbeutel.com/webgl/voronoi.html

1

{

" DUALITE
. DELAUNAY/
~ VORONOI



« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MAILLAGES (SUITE)

DUALITE DELAUNAY / VORONOI

Les deux maillages sont duaux :

DELAUNAY
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DUALITE DELAUNAY / VORONOI

Les deux maillages sont duaux :

DELAUNAY h VORONOI

Aréte : adjacente des faces Sommets : germes des cellules de
Voronoi

=y L\
| #'X_ AN

)@% X
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DUALITE DELAUNAY / VORONOI

Les deux maillages sont duaux :

DELAUNAY

Algorlthmes

ﬂ/\ -
o

VORONOI




ALGORITHMES DE MAILLAGE
(DELAUNAY/VORONOI)



[

"~ ALGORITHME
. BOWYER-WATSON
 (INSERTION)
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ALGORITHME DE BOWYER / WATSON - PRINCIPE D'INSERTION

/ Principe
Etant donnée une triangulation de Delaunay, on sait
/ efficacement insérer un point P :
* Trouver tous les triangles ne respectant plus la propriété
du cercle vide pour P
/ " Les supprimer — polygone d’insertion de P
* Trianguler a partir de P
\

— —
[ 0
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ALGORITHME DE BOWYER / WATSON - INSERTION

Algorithme

{P,...,P,} ensemble de points

> Soit T triangle initial contenant tous les points
(ajout de 3 points virtuels)

" Pouride1an
" Insérer le point P; dans la triangulation

* Supprimer les triangles connexes aux points
virtuels
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ALGORITHME DE BOWYER / WATSON - INSERTION s

Algorithme

{P,...,P,} ensemble de points

> Soit T triangle initial contenant tous les points
(ajout de 3 points virtuels)

" Pouride1an
" Insérer le point P; dans la triangulation

* Supprimer les triangles connexes aux points
virtuels
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ALGORITHME DE BOWYER / WATSON - INSERTION

oo

Algorithme

{P,...,P,} ensemble de points

> Soit T triangle initial contenant tous les points
(ajout de 3 points virtuels)

" Pouride1an
" Insérer le point P; dans la triangulation

* Supprimer les triangles connexes aux points
virtuels
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ALGORITHME DE BOWYER / WATSON - INSERTION

a.

Algorithme

{P,...,P,} ensemble de points

> Soit T triangle initial contenant tous les points
(ajout de 3 points virtuels)

" Pouride1an
" Insérer le point P; dans la triangulation

* Supprimer les triangles connexes aux points
virtuels
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ALGORITHME DE BOWYER / WATSON - INSERTION

a.

Algorithme

{P,...,P,} ensemble de points

> Soit T triangle initial contenant tous les points
(ajout de 3 points virtuels)

" Pouride1an
" Insérer le point P; dans la triangulation

* Supprimer les triangles connexes aux points
virtuels
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ALGORITHME DE BOWYER / WATSON - INSERTION

oo

Algorithme

{P,...,P,} ensemble de points

> Soit T triangle initial contenant tous les points
(ajout de 3 points virtuels)

" Pouride1an
" Insérer le point P; dans la triangulation

* Supprimer les triangles connexes aux points
virtuels
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ALGORITHME DE BOWYER / WATSON - INSERTION

Algorithme

{P,...,P,} ensemble de points

etc. ...

> Soit T triangle initial contenant tous les points
(ajout de 3 points virtuels)

> Pouride1an

" Insérer le point P; dans la triangulation

* Supprimer les triangles connexes aux points
virtuels




« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MAILLAGES (SUITE)

ALGORITHME DE BOWYER / WATSON - COMPLEXITE

Algorithme

{P,...,P,} ensemble de points

> Soit T'triangle initial contenant tous les points
(ajout de 3 points virtuels)

> Pouride1an

" Insérer le point P; dans la triangulation

* Supprimer les triangles connexes aux points
virtuels

Complexité moyenne : O(log(n))

| Complexité moyenne : O(n?)

| Nécessite une implémentation efficace :

| > SDD efficace pour le maillage
(1/2-arétes)

 Détection rapide des triangles du
polygone d’insertion
(structure accélératrice - cf. chapitre 4)
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" PAQUET-CADEAU
 (AVANCEE DE

~ FRONT
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ALGORITHME DU « PAQUET CADEAU »

Principe

On suppose qu'on a déja maillé une partie des points avant
un « front » donné par une aréte e :

> On cherche le point v donnant le cercle circonscrit ne
contenant aucun autre point

" Ajouter le triangle (e, V)

N - it
5/ />(( o B
" uopesgtitn

du gf\m\r
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ALGORITHME DU « PAQUET CADEAU »

Algorithme

Soit e aréte de front :
" 1< @ //Triangle « en cours »
> Pour chaque sommet v non maillé
* Si(valavantdee) ET ((r = @) OU (v € circonscrit(r))
" T « triangle(z, e)
" Puis : o€y
" 7= @ siearéte de bord

* Sinon ajouter 7 au maillage et choisir une aréte de
bord comme nouveau front
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MAILLAGES 2,5D

* La question n'est pas simple ...
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STRUCTURES
ACCELERATRICES
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POURQUOI DES STRUCTURES ACCELERATRICES ?

' Donner une structure a des données non structurées §

Voisinage ?

Ensemble « brut »
de données

l Parcours ?

Adjacence ?

" Quel est le plus proche voisin de P ? Ensemble de points
Ensemble de triangles

" Quels sont les k plus proches voisins de P ? Ensemble de ...

> Quels sont les voisins de P a une distance

inférieurea d?
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POURQUOI DES STRUCTURES ACCELERATRICES ?

' Donner une structure & des données non structurées §

Voisinage ?

Structure de donnée Ensemble « brut » .
, Adjacence ?
permettant de données
d'organiser les
ganis Parcours ?
données

Ensemble de ...

Ensemble de points
Ensemble de triangles

{ quadtree /|
| |
| octree |
' it

i
i
t

,{iv#r e |
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POURQUOI DES STRUCTURES ACCELERATRICES ?

Si I'ensemble est stocké dans un simple tableau - complexités :

O(n)

" Quel est le plus proche voisin de P ?

" Quels sont les k plus proches voisins de P ? > Ok X n)

> Quels sont les voisins de P a une distance

inférieure ad ? \
O(n)

Exorbitant !
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STRUCTURE LA PLUS BASIQUE : GRILLE REGULIERE

Soit {P; : i =1...N} un ensemble de points
" Soit B la boite englobante des points

" (Ax, Ay, Az) des pas de discrétisation

> On subdivise B en cellules rectangulaires de taille (Ax, Ay, Az) : pixel en 2D / voxels en 3D

> Cellule de la grille — liste des indices des sommets qu’elle contient

[{(|\z M y {(#e}
\

3 B {1,35/ 319}

4 \L £ 212 - ﬁ / p Ja{e{)s
.o‘ 3' (; °g ﬁ ¢ /—\""—" 3
| :6// 6 9 o]
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STRUCTURE LA PLUS BASIQUE : GRILLE REGULIERE

IR s Amey

Jad [ + Vs g b
. 0@ 3' ¢ g y///// ¢ /“\":" 3y
\ | 7, Bl s ) (45)
3 \ B 42 Sy
A 5

" Quel est le plus proche voisin de P ?
(\

b

Peut-on faire mieux ?
— subdivision adaptative
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KD-TREE

Structure arborescente

A chaque étape, l'espace est subdivisé en 2 :
* Selon un axe
" En un point choisi

2
|

— (&
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KD-TREE

Arrét de la subdivision :

> Nombre de point par feuille < «

> Profondeur =6
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KD-TREE e
: ‘ﬂw‘l@ ."l.,._‘.”,__“ .. ».~:,_ﬁ....,,:l_m/_\
. . . il Wiz, | > 28, onofslont
Choix de I'axe / position de la coupe : | ! o7 o . o
A H B 55 par | P A
Différentes stratégies en fonction des besoins qf_3-_{_;;:::_.11;,%.._.,&, — - 03 /41 Oylys
“i :(‘ ./ >.\ o \
Tl oxlry  Oulx ) g
" Les plus standard : - ' b Oalwy
(u} %uﬁb é E "/ P .
\ 0:;7{3 Q) ) ftj}
. ol . o
Axe : fminetis / \
o @«

* Alternance des axes de coupe (x,y,7,x...)

* Axe de plus grande extension des coordonnées

> Position :

" Médiane des points

" Le «sliding midpoint » / point milieu glissant
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KD-TREE / CHOIX DE LAXE

" Axe:
> Alternance des axes de coupe (x,y, 2z, x...)

> Axe de plus grande extension des coordonnées

EERPERCT RS Sl

‘ ‘ - .
(& :‘s { PR
a«w ['X "" ‘

| l

cosr‘\sl

Aolumuns

3t Yaines
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KD-TREE / POSITION DE COUPE

> Position :

" Médiane des points

" Le «sliding midpoint » / point milieu glissant

T

v
N
2

- - -
-
——— @ WA N

-
-
,.0.. -

A d A o re e

— Choix naturel (surtout si I'axe est celui d'extension maximale)
— Le plus adaptatif
— Nécessite un tri (O(nlog n))

— Potentiellement loin d'une subdivision binaire
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KD-TREE / POSITION DE COUPE

> Position :

" Médiane des points
" Le « sliding midpoint »
> On subdivise en deux

* Sil'un des deux sous-espaces est vide, on fait glisser la coupe jusqu’a ajouter un point
a cet espace

W [« | .

—— QGN-‘Q -—
. T
L
-
-
-
» T
——— -
- — QNQQ\\V
- [ N
.
-
.
— ® W~

CN\\L ‘Qﬂlmﬁ m\!&‘\oh\\’

— Moins adaptatif

— Plus proche d’une subdivision binaire
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KD-TREE / POINT IMPLEMENTATION

" Stockage dans les noeuds::

" Dimension de coupe A .
Boite englobante des points

* Position de coupe non stockée en général

> Stockage dans les feuilles :

" Liste des indices des points contenus

")T y " %

] / : ’.v D ® e, u«sﬁeffo'*\t

/]

v
i }
H il

;
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KD-TREE

" Quel est le plus proche voisin de P ?

1. Déterminer la feuille de P

e

2. Trouver le plus proche voisin de P dans cette feuille — distance d

Y= =
Y

L
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KD-TREE

" Quel est le plus proche voisin de P ?
1. Déterminer la feuille de P

2. Trouver le plus proche voisin de P dans cette feuille — distance d

3. Déterminer le plus proche voisin de P dans la boite B = [P — (d,d,d), P + (d,d,d)']

wy
Y

— 3% p \
] I o .
e > JA 20/ Qalys

S e /N
P\ Ox[xy  Qulx, O'a.:'an E

1 v "B D/ El / \ /\5

03’3;

/ \
o o
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KD-TREE

Déterminer les feuilles rencontrant une boite B donnée ?

> Parcours récursif ...

—

ﬂ/_‘—
|
*/

—

—
v
'6 — ——— T — ——
7O
r s
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KD-TREE

> Déterminer les feuilles rencontrant une boite B donnée ?

1. Déterminer la feuille de P

2. Trouver le plus proche voisin de P dans cette feuille — distance d

3. Déterminer le plus proche voisin de P dans la boite B = [P — (d,d,d), P + (d,d,d)']
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— Equilibre 6/a important ...
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QUADTREE / OCTREE

Structure arborescente (quadtree en 2D / octree en 3D)

" Partant d'une boite englobante carrée
> Chaque noeud est subdivisé en 29 cellules
* Tant qu'il contient plus de a points

* Ou que la profondeur < f3

> [Seuls les fils non vides sont alloués]

A =t
Quibb, <A |7
B .

Exemple pour a = 2 oddes — .
((\\on oﬂ’o\:l&o> ’
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QUADTREE / OCTREE

Parcours de l'arbre comme pour les kD-tree :

" Quel est le plus proche voisin de P ? B
O(a + f)
" La structure d'octree est réguliére : indexation entiére efficace
1. Déterminer l'indice I de la feuille de P (via ses coordonnées)
2. Déterminer les feuilles voisines +——
3. Calculer le plus proche voisin +—
/
. ‘.' * 9
\ é——"}), 14// -:‘f"-/'/’ “ '
SQU\Q&I | £5 \iz}"i ,.,L e
Exemple poura =2 o — .
((\\0" 0@0\*@@») L il iy, S
,’,’ ',; 7 ",/’/ 7,
,", 2150 c"’,’,;,‘ x'&('

,‘ O(nbre points par feuille) - O(a)

|
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QUADTREE / OCTREE

" Plus technique a implémenter efficacement

" Voir « Simple and efficient traversal methods for quadtrees and octrees »
S. Frisken - R. Perry

" On le trouve dans toutes les bonnes bibliothéques :

" PCL
" CGAL
"~ Matlab, Python ... —F
:-'r.'/ lll‘):,‘fl, ’
' l.' . P
s -_:‘.'r'/’.‘.
Qeudbl, <17 s
Exemple pour a = 2 oddes — .
T R A
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USAGE(S) LARGES DES STRUCTURES ACCELERATRICES

Exemple :

Etant donné un ensemble de triangles quelconques, déterminer les triangles contenant P ?
" kd-tree ou octree

> Un triangle est inscrit dans toutes les feuilles que sa boite englobante coupe

— Delaunay / Voronoi


umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana


