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Exercice 1 (Modélisation d’un fil pesant (Ciarlet, Joly) - pénalisation). On
veut trouver la position d’un fil pesant fixé à ses deux extrémités. Celle-ci est
déterminée comme minimum de l’énergie potentielle de ce fil :

L’élévation est déterminée par v(x), on pose v(0) = a, v(1) = b, et la longueur
du fil est L.

Rappelons que l’intégrale d’une fonction c : [0, 1] → R le long d’un arc
paramétrique d’équation f(t) avec t ∈ [0, 1] est donnée par :∫ 1

0

c(t)‖f ′(t)‖dt

Par conséquent, l’énergie potentielle du fil (intégrale de l’élévation le long du
fil) est donnée par :

E =

∫ 1

0

v(x)
√

1 + v′(x)2dx

La position du fil correspond au minimum de cette énergie sous les contraintes
suivantes : 

v(0) = a

v(1) = b∫ 1

0

√
1 + v′(x)2dx− L = 0 (longueur du fil)
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La méthode de pénalisation consiste inclure cette contrainte dans la fonc-
tion à minimiser : soit ε > 0, on minimise

E ′ =

∫ 1

0

v(x)
√

1 + v′(x)2dx +
1

ε

(∫ 1

0

√
1 + v′(x)2dx− L

)2

Pour pouvoir appliquer nos algorithmes d’optimisation, il est nécessaire de
se ramener à un espace de dimension finie. On va donc discrétiser et considérer
que v est affine par morceaux :

— soit h = 1/N
— on pose xi = ih avec i ∈ {0 . . . N} (discrétisation de l’axe des x)
— on appellera vh le profil correspondant. Soient vi les valeurs de vh en xi.

Sur le segment [xi, xi+1] :

vh(x) = vi + (x− xi)
(vi+1 − vi)

h

Fonction discrétisée vh

On a donc un problème d’optimisation de dimension N−1 donc les variables
sont v = (v1, . . . , vN−1). Dans la fonction à minimiser, sur le segment [xi, xi+1],

on a : v′h(x) = (vi+1−vi)
h , puis :

J(v) =

N−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

vh(x)
√

1 + v′h(x)2dx +
1

ε

(
N−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

√
1 + v′h(x)2dx− L

)2

Posons : g(v, i) =

√
1 +

(
vi+1−vi

h

)2
J(v) =

N−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

(
vi + (x− xi)

(vi+1 − vi)

h

)
g(v, i)dx+

1

ε

(
N−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

g(v, i)dx− L

)2

J(v) =

N−1∑
i=0

g(v, i)

[
vi · x +

(
x2

2
− xi · x

)
(vi+1 − vi)

h

]xi+1

xi

+
1

ε

(
N−1∑
i=0

g(v, i)(xi+1 − xi)− L

)2
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J(v) =

N−1∑
i=0

g(v, i)

vi (xi+1 − xi)︸ ︷︷ ︸
h

+
vi+1 − vi

h

(xi+1 − xi)
2

2

+
1

ε

(
N−1∑
i=0

g(v, i)(xi+1 − xi)− L

)2

J(v) =

N−1∑
i=0

g(v, i)

(
hvi +

h(vi+1 − vi)

2

)
+

1

ε

(
N−1∑
i=0

g(v, i)h− L

)2

J(v) =

N−1∑
i=0

g(v, i)

(
h(vi+1 + vi)

2

)
+

1

ε

(
N−1∑
i=0

g(v, i)h− L

)2

(i) Optimisez avec les méthodes appropriées selon vous.

(ii) Pouvez-vous résoudre ce problème comme le problème d’optimisation
sous contraintes qu’il est ?

Pour cela, vous devrez calculer le gradient de la fonction J (voir matériel
fourni pour le TP). On a :

∂g(v, i)

∂vi
= − vi+1 − vi

h2 · g(v, i)

et
∂g(v, i)

∂vi+1
=

vi+1 − vi
h2 · g(v, i)

Ce sont les deux seules dérivées partielles non nulles de g(v, i). Par conséquent,
comme :

J(v) =
h

2

N−1∑
i=0

g(v, i)(vi+1 + vi) +
1

ε

(
N−1∑
i=0

g(v, i)h− L

)2

On obtient :

∂J

∂vk
=

h

2

(
g(v, k) + g(v, k − 1) +

1

h2

(
v2k − v2k−1
g(v, k − 1)

−
v2k+1 − v2k
g(v, k)

))

+
2

ε

(
N−1∑
i=0

g(v, i)h− L

)
· 1

h
·
(

vk − vk−1
g(v, k − 1)

− vk+1 − vk
g(v, k)

)
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