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MODELISATION
GEOMETRIQUE
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4 - COURBES ET SURFACES
PARAMETRIQUES

Certaines illustrations sont issues du livre « polygon mesh processing »
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Chapitre 2

MAILLAGES /

Chapitre 3 Chapitre T Chapitre & (+ 54)

GEOMETRIE DES / MODELISATION DES SURFACES
SURFACES SURFACES PARAMETRIQUES

J
0 R — R3

b9) > 8w 9) € R apitre 5
l
V
O\ DAL YA _
\“\ nede O - ’D‘ﬁ)\ ﬂac«/\

(3= )
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CULILI,X?QEASMEE%%UQ%FEASCES » Trés incomplet (nécessiterait un module entier)

A suivre en 5A ...

Commencons par les courbes
" Plus simple

* Base des modeles de surfaces (produit tensoriel)
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COURBES
PARAMETRIQUES
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COURBES PLANES
Courbes dans R? Courbesdan
-8 E ,

8(0) S Q04

REPRESENTATION PARAMETRIQUE

COURBES GAUCHES

f: R - R? f:Re@
E— QL5 ERT
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COURBES Courbe finie :

f:la,b] CR - R* (ouR’)

%U:) \

! H(@®)
%(cx\ ) o 8«‘) f() = <f2(t)>
caolsgom

fla.fz:RéR

f(f) € R* donc :
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QUESTION DE LA PARAMETRISATION

Courbe < modeéle paramétrique f : R — R*

unique ?

= | On pose g(1) = f(1%)

%(O\ %Uc\ %U\ " Quelle est la courbe décrite ?
u . ‘
o ) q({t ) %(\4) i sow. cveut -

/_) Q\\%m\f N GC&S
f:[0,1] — R?2 \/3)(0\ _ S(Q) Qfd\\fﬁ TQL\)
%(4\ - §(4) QUSSVa
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PARAMETRISATION NORMALE

Pour toute courbe, il existe une paramétrisation selon laquelle la courbe est parcourue
a vitesse constante :

" Unique
* Parametre noté s (abscisse curviligne) : longueur le long de la courbe

" Appelée paramétrisation normale




« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CONTINUITE GEOMETRIQUE (%) + s

Courbes modélisée par morceaux :

—> Courbe continue

_

/> Continuité de la dérivée / tangente ?

g€
) CuwAavt IQmeung }“g;
lim S lE) = & 4 ()
E—ac E e
c<c E>c¢
: b] — RX :
fl [a, ] . ii gZI€5 ow CCN\\]"\’\ULQM
i b,cl] > R |
‘g fi o e, d] — R¥ L> { Sz(d -~ gb(c)\
Ja [d, e] — RF

\5‘\\1(;@_@(9: corvt R x5
CU‘{\\\'mu\DM
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CONTINUITE GEOMETRIQUE (€5)

/\D[QU_\.M S \x\dwcmwx\(r\ - C U~ Un

Courbes modélisée par morceaux :

£-0
G

o

3¢

g Cm\\{n\uowo [7— O&

fi: [a,b]—>[Rk
f i [b,c] = RF
£ [e,d] — RE

f, i Id,e] - R¥

AN %Lw\;_h\‘c

Bo— Yo

Courbe continue

Continuité de la dérivée / tangente ?
" Discontinue. Disconhmuoue \f‘ow\am\\&
L () ' ()
S| + 3

L SMﬂmea\A\\lfj

/ Ma %Q\w\r

y \x\a\'n\\/
E- ¢ W\; CunvL A5 )bWT\OQ@
o oL le) ZARLle) Ao
=

SRS P
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CONTINUITE GEOMETRIQUE (€5)

Courbes modélisée par morceaux :

\ Courbe continue

Continuité de la dérivée / tangente ?

7N

f1(b7) = f5(b™) Tangentes colinéaires en b

3¢

L Continuité l
fi 1 la,b] > R Y |
paramétrique € N
£ boc] > RE Continuité
S géométrique &!
f : le,d] - R*

f, i Id,e] - R¥
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CAS PARTICULIER : MODELES CARTESIENS

Cas particulier ou le paramétre est x :

y =gx) z = fo(x)

L Q\\ov\aw\(v €=

SRR “
\ g(lX)
v
Représentation paramétrique associée : Représentation paramétrique associée :
f: R > R? fiR—R?

' <f)<C >7
= f (X) — 14X
/0 < g (x)j‘ H(x)
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CAS PARTICULIER : MODELES CARTESIENS

Attention : modeéles restrictifs !

I

\> =




BEZIERS B-
SPLINES
i - MOTIVATION
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COMMENT CONTROLER LE FORME DE LA COURBE ?

Quelle équation f : R - R? ?

A b (“”t
x $im L
>

)
k%gﬁ
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COMMENT CONTROLER LE FORME DE LA COURBE ?

N Quelle équation f : R - R? ?

,
>
1 .
k/ Pourtant courbe tres simple ...
| " Question trop générale
| /
Choisir f d'une forme particuliére

Dépendant de paramétres simples

!

Controlent la forme
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COMMENT CONTROLER LE FORME DE LA COURBE ?

N Quelle équation f : R - R? ?

A L
\/ Pourtant courbe tres simple ...
| " Questlon trop générale
Choisir fd'une forme particuliére \
Polynémes de degre—< + 1 coefficignts
ne e Dépendant de paramétres simptes
ot Q, X4 I 9

2

JecVa S po-t S dan Contrdlent la forme ,
o
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. . <
[/R,h EK’& S /\D@f\:) N\W\ Cg\uﬂr\e M

ﬂz\\ \[Qc,\r. grc}u 0% Q§\KW\ m |

A~y copmont el Bopry

141 X )«2 Km 3 m+l\)\o€j.
! /
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COMMENT CONTROLER LE FORME DE LA COURBE ?

R lx]
g . @ Seuu J\quxn\mm'oﬁs (n i—L>
£ =) o) (P, D faets of R Ix1
/
Parametres :
Fonctions de base fixes points de R¥ (contrélant la courbe)

@; polyndbmes de Bernstein — courbes de Béziers
(ce cours)

¢, fonctions B-spline — courbes B-spline
(5A)
JNURD S
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COURBES DE BEZIERS 20 - cunrs

ik, DX

f() = i polynémes de degré au plus n
S0 l

dans la bas ue : Pas la bonne base ...

[(®) =ayg+at+ ---a,t" A
(&) =by+ bt + ---b,t"

0 = Z,(pim ) £ |\ -/'m °

Bz/s,e Parametre de controle T °
n_/~ - i‘? ’% QQM\/ S O\\/\OLM
J() = ‘ | / e e €21 ng -

T) 5Ge\l'—L CCI T
{P;} tq la courbe passe prés de ces points ?

= ‘)

o2
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POLYNOMES DE BERNSTEIN m

Chosse ducpee [ | Q/kg-)A\m =5 o)
U

Base de Bernstein de R, [7] Moeo
7
" n+ 1 polyndbmes
" @, - [0,1] >R pourlei=0...n
P, (O =Ch-t"- (1=t ' )
| Nt D ==k 1\ /
L2 Omn \\\(PSI o /
m + _Jroej : ' \ //
0.7 - \ //
\ / €232
Ex: pourn =3 08 \\ , /
P30(1) = (1 =1) i \ 03,1 ‘02 i //
2 SR [
€03,1(f ) =3t g 1 —1) L /,\,x\/\/ ~ b ) A
f— —_ / \ . |/
§03,2(t ) 33t (1 t ) ol // \ \ ) /c(
02| / . o T\
/ N N
‘/ B I —‘T"H/II j //IT | T \\\ ‘\\h‘“ﬁ — _L\ —
0O 0.1 V 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 b? 0.8 0.9 1
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POLYNOMES DE BERNSTEIN - PROPRIETES

| Symétrie

(pn,i(t) = Qpp-i\1 —

Partition de |'unité

Z ¢, (=1 Vtel01]
i=0
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POLYNOMES DE BERNSTEIN - PROPRIETES

Formule récursive
en @, (1) =1t@,_;,;_ () + (1 = Dp,_ (D)

| Symétrie
(pn,i(t) = Opp-i\L —

Partition de |'unité

Z ¢, (=1 Vtel01]
i=0

Maximum de @, (7)
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COURBES DE BEZIERS

| Courbe de Béziers de degré n

Py, ..., P, points de contréle

> f(O) — PO — E = 0 N curvt 6\(0\/\\/5 %f\d\ﬂ\ /\70

?

C (=P, <«— k=L 7 convt emds ol T

l

> Influence maximale de P, en — %% o)
n S

_L (l:\ C_G@SC/J\/ %\cf\-ﬂ
- 3 Sl

vy
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COURBES DE BEZIERS

" f(?) barycentre des P; pondérés par ¢, (1)

" Courbe dans |I'enveloppe convexe des points de contréle

o JLn W'M(@
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DERIVEES / TANGENTES DES COURBES DE BEZIERS

(Py/l,i(t) =

EXU(\'% cee

@ () = 1(@,_1 ;i_1(D) — @1 (D)

[ =
{CE > o, 0P
E)Eb"u conut. Witk (éo W‘\
C(N\\(noe._,“\\/S

[
S$LE) Po P

s~ POP”

AO - 2 A
b~ CurJC A1 m k=0
S contne €. _'\Y< : ?/LH _P;
N ‘ o ]
?{.P\'f\ y k=1 g('{) = T~ Ut
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DERIVEES / TANGENTES DES COURBES DE BEZIERS

| » Courbe de Béziers

" Degrén—1

> Points de contréle Py — Py, ...,P, — P,_,

/ N\

Tangente a la courbe en 0 : Tangente a la courbe en 1:
n°POP1 n'Pn_lpn

Permet de
raccorder des
courbes de Béziers
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Q@\A%{i\ cUm\,\\,\\re,\Ncm

CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU
ot _>/; Z Qi (O P

A_;_(—h (9“\‘([\ Q L ('1 ]-'\ ’L\— Co(m\

/ C‘)(W\Z\

—

e

: : Yo
rnr\ o\ _)(\\K
3 nl k _ k1 k
CF= Ck=ckly
k'(n =
v / \

Débordements de capacité ... Calcul itératif via un
Fonctl rsive :
tableau:

duplication des

Triangle de Pascal <—
calculs ...
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

~ ~~ X\
(pn,i([) — t(pn—l,i—l(t) + (1 —@ (VS e_xl\m. 08
I Qe
v
cer [onn

é

Tl - Cr\(v» °§
QL)

1) Formule récursive

=) 9,0 P =
i=0
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

1) Formule récursive

an,i([) — tqgn—l,i—l(t) + (1 - t)qgn—l,i(t)

@)=Y @, 0) - P =
i=0

30

Points de courbes intermédiaires

On pose : de degrén — 1

P,j =Jp,...p. D
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJI\U B e

B g7 7ITI777 /1LY
Por- P &

lhl/- mel o pls P o)

1) Formule récursive



umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

1) Formule récursive

2) Dépendances de calcul




« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

1) Formule récursive

2) Dépendances de calcul

— calcul par lignes
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

i PJ tPl- 1+(1 t)PJ‘1 ,

Interprétation géométrique

L/ A
e 7.
o E ®
P

o €
“‘P 4%?,
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CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

i PJ tPl- 1+(1 t)PJ 1] ,

Interprétation géométrique

L/ A
it ?,
o E ®
P - a-t
g
P
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DE CASTELJAU ET SUBDIVISION

Pe = QO | N gLt

9( o)

(1)

Créentla courbefl[O .

Créent la courbe f'|

— Augmenter le nombre de points de contréle
— Subdivision de la courbe en deux courbes de méme degré
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ELEVATION DE DEGRE

=) 0.0 P, P i(0) = 1, (O + (1 = Dy, (1)

i=0 /

Evident ... (@, (1) = ——1t@,,1.+1()
’ n+1 ’
(1 =gy = 2 0
Pn,i _ n+1 Pn+1,i

n+1 P(,) - PO
f(t) — Z ¢n+1,i(t) ’ Pi/ P1;+1 - Pn

i=0 i n+1—i

Pl, i—1 + Pi
n+1 n+1

— Augmenter le degré an + 1
— Courbe inchangée
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CONCLUSION

[ Base B-spline
> f(t) s'approche de P,ent = —

" /
7 .
> Pas de contréle plus orécis PLUS DE cul ! \ A suivre en 5A ...

"~ Paramétrisation « cachée » Sera aussi beaucoup plus

technique (paramétrisation explicite)
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CONCLUSION / RACCORDEMENT ?




SURFACES PARAMETRIQUES
(BEZIERS)
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Base de Bernstein ...

® - R

'Fouc\‘a\ S

Surfaces paramétriques
f:R?>R
flu,v) =



« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

Base de Bernstein ...

'Fouc\‘a\ S

® - R

NS

Surfaces paramétriques
f:R?>R
fav) =) fiuv)- P,
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Base de Bernstein ...
g : R->R — fRg:  RP>R

(f® &, v) = fu)g(v)

® - R

'Fouc\‘a\ S

NS

Surfaces paramétriques
f:R?>R
fav) =) fiuv)- P,
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Base de Bernstein ...
f,g . R->R

® - R

'Focxc\‘a\ S

Goase (%Q"Q““‘B
%U:\ Z (me(t\ Y.

—

f®g:R2-SR
(f® &, v) =f(u)g()

oy R — R

Surfaces paramétriques
f:R?>R

fu,v) =

Z P WPy (V) - Py
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CARREAUX DE BEZIERS

Surface produit tensoriel - carreaux de Béziers

polygone de contréle

fuv) = 0, 0@, () - Py

L,J

conda install -c orbingol geomdl
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CARREAUX DE BEZIERS

Surface produit tensoriel - carreaux de Béziers

polygone de contréle

f(u, V) - 2 gﬂn,i(u)gom’j(v) . Pi’j
L,J

conda install -c orbingol geomdl
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CARREAUX DE BEZIERS

Surface produit tensoriel - carreaux de Béziers

f(u, V) - Z gon,i(u)(pm,j(v) . Pi’j
]

Courbes
isoparameétriques

93»
g % g(\t,uﬂ
(/ W S, ©)
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CARREAUX DE BEZIERS

Surface produit tensoriel - carreaux de Béziers

polygone de contréle

f(u, V) - 2 gon,i(u)qom,j(v) . Pi’j
. de

Bézier

l

Pas sur la
surface !

PAS
COURBES
ISOPARA.-

METRIQUES
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CARREAUX DE BEZIERS / RACCORDEMENT




