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3 - COURBES ET SURFAC
PARAMETRIQUES

Certaines illustrations sont issues du livre « polygon mesh processing »
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

Chapitre 2 v
MAILLAGES
Chapitre ¢ Chapitre T Chapitre 3 (+ 54A) «~
GEOMETRIE DES MODELISATION DES SURFACES
SURFACES SURFACES PARAMETRIQUES
Chapitre 5

SURFACES
IMPLICITES
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

COURBES ET SURFACES

PARAMETRIQUES » Trés incomplet (nécessiterait un module entier)

A suivre en 5A ...

Commencons par les courbes
" Plus simple

* Base des modeles de surfaces (produit tensoriel)



COURBES
PARAMETRIQUES







« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

T‘_-ﬂ\yu\\\ -&e:\ " cCuauty — A O 5'63‘-‘\5

A ,“Mm\'b.

COURBES PLANES

COURBES GAUCHES

Courbes dans R? Courbes dans R° = (!cn.M-QvC‘o

Sa\k ng

e 2

REPRESENTATION PARAMETRIQUE

f: R - R? f:R—>R’
E > gll'-\éﬁ\" E— 3(96173’
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

COURBES Courbe finie :

f:la,b] CR - R* (ouR’)

%U:) \

! H(@®)
%(cx\ ) o 8«‘) f() = <f2(t)>
caolsgom

fla.fz:RéR

f(f) € R* donc :



« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

QUESTION DE LA PARAMETRISATION

Courbe < modeéle paramétrique f : R — R*

unique ?  ——y \mp\( _\m{ctu- [

/Sl‘t\ = %(ﬁ)
= On pose g(1) = f(1%)
%(O\ %U:\ é(ﬂ " Quelle est la courbe décrite ?
f:10,1] - R? oM € Cuave

- “\g\' "e\ S oL Cre.eJ

BOT
[ e med e
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

PARAMETRISATION NORMALE

Pour toute courbe, il existe une paramétrisation selon laquelle la courbe est parcourue
a vitesse constante :

4
" Unique /4
* Parametre noté s (abscisse curviligne) : longueur le long de la courbe

" Appelée paramétrisation normale

%(o) \
A \

o > _ QU"I )R\
%(s\ . @,_
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CONTINUITE GEOMETRIQUE (€5)

Courbes modélisée par morceaux :

Courbe continue

Continuité de la dérivée / tangente ?

g.(€
Geonnical® Fi
0 CormaYArCallyy
Sm“w\?\ //[ Qs
3¢ |
\UJ
fi : la,b] > Rk / +omaenyY
. [b,c] - R* ‘\— \ % 3
n ) Nl‘ﬁ“‘ climeon )+
£ [e,d] — RE g:‘ (E;\ ¢ '8 lk)

f, i Id,e] - R¥
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CONTINUITE GEOMETRIQUE (€5)

Courbes modélisée par morceaux :

fi:
hH
i
Ja

la, b] — RF
(b, c] > RX
[c,d] — RF

[d, e] — RF

=0

Courbe continue

Continuité de la dérivée / tangente ?

" Discontinue



« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CONTINUITE GEOMETRIQUE (&%) . ©

Courbes modélisée par morceaux :

\ Courbe continue

Continuité de la dérivée / tangente ?

7N

f1(b7) = f5(b™) Tangentes colinéaires en b

Continuité l
paramétrique €'

fi : la,b] = RK

£ bl — RE Continuité
: [b,c] — , .
’ géométrique &!

i [c,d] —» RX |

2 m
£ [d,e] —» R ? , ‘8
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CAS PARTICULIER : MODELES CARTESIENS

Cas particulier ou le paramétre est x :

\—

Représentation paramétrique associée :

f: R - R?

X
w-()
g(x)

r

Représentation paramétrique associée :

f:R—>[R3

X
f) = <f1 <X>>
A
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CAS PARTICULIER : MODELES CARTESIENS

Attention : modeéles restrictifs !

I

\> =
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BEZIERS B-
SPLINES
: - MOTIVATION




« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

COMMENT CONTROLER LE FORME DE LA COURBE ?

Quelle équation f : R - R? ?

A
ﬁ“\ — ~ Q(®
N

l
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

COMMENT CONTROLER LE FORME DE LA COURBE ?

N Quelle équation f : R - R? ?

1 ..
\/ Pourtant courbe tres simple ...
| " Question trop générale
\ /
Choisir f d'une forme particuliére
A

8 {N;:Qk Dépendant de parameétres simples
%Q.st.(. St\r g‘\:‘\ "RQ“ I
oS 'S\:N\wh& - 8 Vo ons

Ls Qoars °S gwb\*\éﬂ Contrdlent la forme
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

COMMENT CONTROLER LE FORME DE LA COURBE ?

N Quelle équation f : R - R? ?
|

A
vectn spo<* ’\3‘\ 33
dimunsion ol
- >
Pourtant courbe tres simple ...
k/ "~ Question trop générale
| ‘//5\,,“‘\40; og &\N\f\
Choisir f d'une forme particuliére
ﬁé}b{“s Polynémes de degré < n n + 1 coefficients
é\ /7 I\ - Dépendant de paramétres simples
) _sr\\'N I

gV\—’W\

m\a&‘@\'\ﬂ Contrélent la forme
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

COMMENT CONTROLER LE FORME DE LA COURBE ?

choase o Qoers og
(t)—zgﬂl(t) 5|N\“L‘~ 3\%&0‘\5 . ‘?J

=1
Pa rametres :

Fonctions de base fixes points de R¥ (contrélant la courbe)

@; polyndbmes de Bernstein — courbes de Béziers / %erb\ e/
(ce cours) S\»Sﬂ oD

@; fonctions B-spline — courbes B-spline / B-s rQ\°N Swga wo

2 (SA)

T

NURSS  @;  pelaperls  queNes of  YoCamonmicls o
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

‘ \‘.oen :

COURBES DE BEZIERS Find often 818 = Z i)

ke

L) © —  comons coll
T Qooi's 93 ~!-.cot:ywm«\‘e..es

f() = i polynémes de degré au plus n A X . xt ....x"
() l C

dans la bas ue : Pas la bonne base ...

fH@® =ag+ait+ --art" p
H(@®) =by+ bt + ---b,t"

[y =) o0 - P,
i=1

Bzée

Parameétre de contréle

S—_ \
Wwe ?&
&(o\ - ?o “\is

e.x‘w.uu’m\

{P;} tq la courbe passe prés de ces points ?
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

POLYNOMES DE BERNSTEIN

Base de Bernstein de R, [7]

k_cl,’g

" n+ 1 polynébmes

" @, [0,]] >R pourlei=0...n
@)= Cy -t - (1 =)™

Ex: pourn =3
P30 = (1 =1)°
@31(1) = 31(1 — 1)°
@3,(t) = 3t*(1 — 1)
@35(1) = 1
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

POLYNOMES DE BERNSTEIN - PROPRIETES

.~\

| Symétrie
(pn,i(t) — Cpn,n—i(l — 1)

Partition de |'unité

Z ¢, (=1 Vtel01]
i=0
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

POLYNOMES DE BERNSTEIN - PROPRIETES

Proche triangle Pascal

Formule récursive
en @, (1) = 1@, ;1) + (1 =D, (1)

| Symétrie
(pn,i(t) = Qpp-i\1 —

Partition de |'unité

Z ¢, (=1 Vtel01]
i=0

Maximum de @, (7)
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

COURBES DE BEZIERS

I

' Courbe de Béziers de degré n

e cuvast s\os¥s Py, ..., P, points de contrdle
o] Qo
S
- fO)=P, *) 1) glo\z ZL?np'(O\. b,=%
» —N—~—
)
j o X 1
> Influence maximale de P; en — . 2§ 1=0
n s to
\/
= whn

e
m
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

COURBES DE BEZIERS

gtaucc.

mn=73

J
b g¥s .

7 / \
" f(?) barycentre des P; pondérés par ¢, (1) / // /.
' /

" Courbe dans |I'enveloppe convexe des points de contréle / )
Conytx m_caﬁ\u\ > w; %%
__‘.Ys 2w,
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

DERIVEES / TANGENTES DES COURBES DE BEZIERS

N . el ﬂ\-{ o k.‘ <k n-t=| ‘ ) m -t
Qi) = Cm(t-t’__(j\‘/‘:\_\ + (m-i) (4 ) ) n, (8 - (4 -E)
) -y L 1E) = c. e (4-'=\
L l‘-’-\ =
D10 = 1@,y 41D = @y (D) Kn-1, 0= .
gll:\: 2 (g,,";(ﬂ- P, Ci-l .ti-l (A-Q\
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

DERIVEES / TANGENTES DES COURBES DE BEZIERS

» Courbe de Béziers

" Degrén—1

> Points de contréle Py — Py, ...,P, — P,_,

/ N\

Tangente a la courbe en 0 : Tangente a la courbe en 1:
n°POP1 n'Pn_lpn

Permet de P Pz
raccorder des
courbes de Béziers
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

Ck _ Ck—l + Ck
kl(n= 1
! / \
Débordements de capacité ... Calcul itératif via un
Fonctl rsive :

tableau :

duplication des

Triangle de Pascal
calculs ...



g(\:\ - E:_ L?m'i ). P \

c°5»e~3

| _ C:\ k\'. (J_Em—;
‘QN\" ll’\ VNV /
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

L—-\ CM‘\»\«L "e-t. CuaJt e,'g\' CL'UpYe~5
1) Formule récursive %—

Ppi(D) = 1@,y ,; (D) + (1 =D, (D)

l

=) 9,0 P =
i=0
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

1) Formule récursive

Can,i([) — tqgn—l,i—l(t) + (1 - t)qgn—l,i(t)

@)=Y @, 0) - P =
i=0

Points de courbes intermédiaires

On pose : de degrén — 1

P,j =Jp,...p. D



« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

1) Formule récursive




« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

1) Formule récursive

2) Dépendances de calcul




« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

1) Formule récursive

2) Dépendances de calcul

— calcul par lignes




« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

i PJ tPl- 1+(1 t)PJ‘1 ,

Interprétation géométrique

L/ A
e 7.
o E ®
P

o €
“‘P 4%?,




« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

CALCUL DE POINT : ALGORITHME DE DE CASTELJAU

i PJ tPl- 1+(1 t)PJ 1] ,

Interprétation géométrique

L/ A
it ?,
o E ®
P - a-t
g
P




« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

DE CASTELJAU ET SUBDIVISION

Créentla courbefl[O .

Créentla courbefl[t 1

— Augmenter le nombre de points de contréle
— Subdivision de la courbe en deux courbes de méme degré



Pa
. P :
3(1>) \ \I'
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9, ? 3
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« MODELISATION GEOMETRIQUE » - MODELES PARAMETRIQUES

ELEVATION DE DEGRE

=) 0.0 P, P i(0) = 1, (O + (1 = Dy, (1)

i=0 /

Evident ... (@, (1) = ——1t@,,1.+1()
’ n+1 ’
(1 =gy = 2 0
Pn,i _ n+1 Pn+1,i

n+1 P(,) - PO
f(t) — Z ¢n+1,i(t) ’ Pi/ P1;+1 - Pn

i=0 i n+1—i

Pl, i—1 + Pi
n+1 n+1

— Augmenter le degré an + 1
— Courbe inchangée
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CONCLUSION

[ Base B-spline
> f(t) s'approche de P,ent = —

" /
7 .
> Pas de contréle plus orécis PLUS DE cul ! \ A suivre en 5A ...

"~ Paramétrisation « cachée » Sera aussi beaucoup plus

technique (paramétrisation explicite)
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SURFACES PARAMETRIQUES
(BEZIERS)
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Base de Bernstein ...

® - R

'Fouc\‘a\ S

Surfaces paramétriques
f:R*> R3
flu,v) =


umenohana
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Base de Bernstein ...

'Fouc\‘a\ S

® - R

NS

Surfaces paramétriques
f:R?>R
fav) =) fiuv)- P,
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Base de Bernstein ...
g : R->R — fRg:  RP>R

(f® &, v) = fu)g(v)

® - R

'Fouc\‘a\ S

NS

Surfaces paramétriques
f:R?>R
fav) =) fiuv)- P,
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Base de Bernstein ...
f,g . R->R

® - R

'Focxc\‘a\ S

Goase (%Q"Q““‘B
%U:\ Z (me(t\ Y.

—

f®g:R2-SR
(f® &, v) =f(u)g()

oy R — R

Surfaces paramétriques
f:R?>R

fu,v) =

Z P WPy (V) - Py
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CARREAUX DE BEZIERS

Surface produit tensoriel - carreaux de Béziers

polygone de contréle

fuv) = 0, 0@, () - Py

L,J

conda install -c orbingol geomdl
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CARREAUX DE BEZIERS

Surface produit tensoriel - carreaux de Béziers

polygone de contréle

f(u, V) - 2 gﬂn,i(u)gom’j(v) . Pi’j
L,J

conda install -c orbingol geomdl
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CARREAUX DE BEZIERS

Surface produit tensoriel - carreaux de Béziers

f(u, V) - Z gon,i(u)(pm,j(v) . Pi’j
]

Courbes
isoparameétriques

93»
g % g(\t,uﬂ
(/ W S, ©)
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CARREAUX DE BEZIERS

Surface produit tensoriel - carreaux de Béziers

polygone de contréle

f(u, V) - 2 gon,i(u)qom,j(v) . Pi’j
. de

Bézier

l

Pas sur la
surface !

PAS
COURBES
ISOPARA.-

METRIQUES
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CARREAUX DE BEZIERS / RACCORDEMENT




