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3 - GEOMETRIE DES
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Certaines illustrations sont issues du livre « polygon mesh processing »
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Chapitre 2

MAILLAGES

Chapitre 3 Chapitre T Chapitre & (+ 54)
MODELISATION DES SURFACES
SURFACES PARAMETRIQUES

Chapitre 5

SURFACES
IMPLICITES

GEOMETRIE DES

SURFACES
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?Mm\//\&a / /_Cm\'\j\‘c’\(/

[\N\GéZES

ABS

Lignes
saillantes

woof o

Plates/courbées
Courbure

Orientation
Normale

MODELES DISCRETS

ot e MODELISATION DES

eome Iejs surraces SURFACES
SURFACES
IMPLICITES

SURFACES
PARAMETRIQUES

MODELES CONTINUS

o Be cwmpdnd Gon 8

AQ)\\’UQ._\:\'M & /

%/I
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it e e MODELISATION DES SURFACES
somete f surtaces SURFACES PARAMETRIQUES

, Lignes
Plates/courb ,

Orientation MODELES CONTINUS

Normale




POUR L INTUITION -

GEOMETRIE DES COURBES
PARAMETRIQUES




CUURBES

CARTESIENNES
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£ R — [
Modélisées sous la forn@
& TS van cunwe
A

oC
o Terendida 820 (Sf@j ¢

Covm QALQ

G&:\/CS\QN\ ot \C \{‘\o\/\o\ﬂm\mw
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Modélisées sous la forme y = f(x)

f dérivable fnon dérivable

Courbe proche d'une
droite de pente f'(x)

Tangente
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Modélisées sous la forme y = f(x)

%/

Norn%lev 5 /

X orthogonale a la courbe/tangente
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Modélisées sous la forme y = f(x)

CuuU o\

" 9 o o Ran 3 eg Rl mamnel e
5 q

Dérivées secondes :

X f"(x) indique la concavité de la courbe
7 |
Concave Convexe Inflexion
J'x) >0 J'x) <0 J'x)=0

!

Courbure
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CUURBES
PARAMETRIQUES
GENERALES
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%U:\ \ 6

%(0:\ E Qnofsgm\r
Tangente Courbure
f:
1@ J'(1)

Cf. Chapitre 3

Courbe finie :

f:la,b)] CR - R? (ouR?)

() € R?/R? donc :

R —®&

° S\/' LOG\C}\
%aﬁy) f(H) = <fz(t) >\ M )
[f5(D)] -

S, R — R
I (Ind cond )

it R=>R
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8., [Ql/\1 — X Cf. Chapitre 3

’\/\M> %"Y'Ql\_l

, R4 C UA € i

Comme vu au chapitre 3 :
b

g(n) = f(1%)

Z)

; q () = §(e)
(4] = (4

/ K
NO\‘\TIQQ \bcu\Ole'fo\/l\ Son
( one Suci~ Te\u )VK- 6‘\1 °\

olom “'e\ cuauUR (s 1
J Y g (e\ll=4 )

Paramétrisation normale

%,/)(o e =1 (=9 { (&) + @LE—)((ZE R"(t")

= 48 Wy gl Tangente Courbure

Cund oV
%u + f& || £
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TANGENTE / NORMALE

t\o )rmt)%\/

c.\r’\’

ém

En paramétrisation normale : |

N -

S __

L= =

' En paramétrisation quelconque : |

Ip

[ —f()/s -

J (@)

IFOl -

3‘w>\
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COURBURE

(N O O

Non courbé Moyennement courbé Fortement courbé
Normale/ Variation
tangente violente de la
constante normale/

tangente

Courbure <« variation de la normale

Moyennant la paramétrisation ...
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COURBURE

En paramétrisation normale, on montre que :

R rayon de courbure courbure au point P

P = f(s)

CWwA \[&\f\M A (L oD

L> K — SN{\Q@@

C\LL\IG-\rM = _1

R
!
Rongye
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COURBURE

En paramétrisation normale, on montre que :

R rayon de courbure courbure au point P

P = f(s)

En paramétrisation quelconque :

forro § o Contclioms of n Cune
T oq 8

IFonR |
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TRIEDRE DE FRENET (COURBES GAUCHES)

‘ |
On pose le vecteur de la binormale : ! Repeére de Frénet:
—

rayon de torsion o torsion
P




[

"~ BONUS
. FORMES

_ QUADRATIQUES



« MODELISATION GEOMETRIQUE » - GEOMETRIE DES SURFACES

FORMES QUADRATIQUES ET MATRICES

L=

R ew C\‘*C‘Obo"\( U
N

' Forme quadratique sur R": Sur R3:
D(x,y,z2) | x

&\N‘«\e c\m&

| (-
N

. . eV 2’5@
Codable par une matrice Q de taillen X n : LS
/1
PX)=X'-Q-X Q=<1

@WM\; AR\ §
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GEOME{RIE DES SURFACES
PARAMETRIQUES
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Cadre : surfaces paramétriques

f: R? > R3
(u(d’) — g(ulu\ Q Kg
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A3

On obtient naturellement deux courbes sur la surface : T

— (_U\UD\BI
£ = @ ,
” S(\k‘\)p) “

En fixant v, :
(gu U |_>f(u7VO)
En fixant i :

G, v f(uy,v)

On connait la tangente de courbes ...
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On obtient naturellement deux courbes sur la surface :

En fixant v, :
(gu U |_>f(u7VO)
En fixant i :

G, v f(uy,v)

On connait la tangente de courbes ...

(f(u, vp))’ (f(ug, v))'

of of

= —(ug,, v = —(up, v
6u(0 0 6v(0 0
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On obtient naturellement deux courbes sur la surface :

Si f différentiable en (1, v,) :

* Tangentes aux courbes sur la surface forment
un plan

0
. —f(uo, V), —(Uy, V) en forment une base si ...
ou ov
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On obtient naturellement deux courbes sur la surface :

P = f(uy, vy) point régulier si :

of
ou

of

u

>

(ug, vo), — (g, vp) libres, ie.
ov

>

0
(l/lo, V()) A (l/lo, VO) ;é O
ov

(40,9 == ‘

/ | Prop : |
———’Josqco—\‘_(ﬁ«"" l si P = f(uy, vy) régulier, le plan tangent Tpen P a |
/ | pour repere : |

of

I (P. —(ug- Vo). —(tg- o))

1l
‘ Son vecteur normal :
|

l

|
‘1 &n_) B E(uo, Vo) A E(uo, Vo) ‘L
\ : i }]

af
o | g(“o, Vo) A —(ug, Vo)l
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Q asa’
Q) cos ¢
% Q)= Rsim Cos I

Rsim T

/\W\\gon\f U'QL\/'O\S g

~ R cos 8T
_E: = /_Qi - (— R sivg s
Eh R (osd
’Lj ) - R simng cosV
N _

—

?Q

R CQSLQ cosY
9] &

AI\L ol v\\o'\m\\(s (U-ﬂufcut 22?

?\:,Eo ]l: (5}_ ~\Zce$LQ simD & ,/ 2N 5|(Y\Le cos T

- R s\my 5\m3’ : CQSLQ Cosd
z 7><Y
R” casp cos’ O N A 0e® K R
= @Z S—LO\LQ (_5628' ‘0: O
o— - ) os? Y
AL oind o8 ) R Cos @ Co3
""S % = —‘:—[’;—/ — R (o5’ LQ s LAY cos T — 2 Sl(T\(e I
\_/_\ﬁ
J/ = R sund CQS%(LQbi-f—S/\W\LQ\
/I

N‘S \K\GQ@D ) o\ [\L&uea&
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BN
Q: lug) (wl \ )
JwE =N po

I

LN P- %(010\ = (g‘

A A
?ES - o) 1 A :a—g(o(o\ = (o
ST\ PITERV Che ©

\ v 2 (00) = (E

RS .
20

o
A

—~ O+

-0.5
0.5 0

0.5
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BN
Q: lug) (wl \ )
JwE =N po

I

LN P- %(010\ = (g‘

A A
?ES - o) 1 A :a—g(o(o\ = (o
ST\ PITERV Che ©

\ v 2 (00) = (E

RS .
20

o
A

—~ O+

-0.5
0.5 0

0.5

—
—

Pas une mais des courbures
(selon direction)
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COURBURE NORMALE

Courbure normale dans la direction d :

renormalisée par

kg —~al—— Derlvees secondes de f

Dérivées premleres de f

Deuxiéme forme fondamentale Premiére forme fondamentale
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PREMIERE FORME FONDAMENTALE

| . :
: Premiére forme fondamentale au point P :

2

| _(EF of of, || o

| I, = _ 9 9,_ (|2

| r <F G) E <6u’0u> ou
)

| F_<au’av>

‘ 2
| R

;i v ov av

Tenseur métrique de la surface
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PREMIERE FORME FONDAMENTALE

Surfaces

/@ f« déforme »

les Iongueurs

aq(o)
/@ B o)) I, mesure cette

Q) déformation

b
I(6) = J \/ (@', v'@) * Ip* (u'(0),v'(1))") dt

M

Q(0)

3

/

Aire(f(D)) = ﬂ det(/p)dudv
D
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DEUXIEME FORME FONDAMENTALE

| . :
: Deuxiéme forme fondamentale au point P :

|

| [ m 0°f

| II == f— —
m = ) nP

L ouov

! ’f _,
;‘ "=\
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COURBURE

La courbure normale varie comme un

polyndbme de degré 2 en fonction de d :

wf\ Q
s\" ‘\Q\ \K\oe‘ﬁ & f
v Dans le repéere (P,—,—) du plan tangent
Ko | ou 0v
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COURBURE(S)

kp = I;' X I,

" Matrice 2x2 symétrique

* Donc diagonalisable en base orthonormale

_)
. T e . k; > 0 : convexe selon d,
Vecteurs propres : d,, d, - directions principales

_)
* Valeurs propres associées : k,, K, - courbures principales — . = 0 : plat selon d.
IERY) \ i P i

Extréma des courbures

—_—
k; < 0 : concave selon d,



« MODELISATION GEOMETRIQUE » - GEOMETRIE DES SURFACES

COURBURE(S)

K|
. >0
K>

<0

CU:D
> 0

<0

‘
f
‘
(
(
3

Classification locale

=
/
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COURBURE(S)

Deux mesures ... difficile a manipuler (ex : carte de courbure, critére algorithmique de courbure ...)

|

Moyenne(s)

\4

Moyenne arithmétique Moyenne géométrique

Courbure moyenne § | | Introduite par Gauss bien
Ky + K - § <«—— avantla géométrie
-, L différentielle ...
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COURBURE GAUSSIENNE

Theorema Egregium de Gauss

1“““%9' AUU [\ F““\OEQD

>

Aire(7)

Iim

| =K
’ v—{P} Aire(V)

s‘\?\i?\k W ¥C



GEOMETRIE DES
MAILLAGES
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NORMALES/COURBURES D'UN MAILLAGE ?

Non défini

Normales Courbure(s)
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NORMALES/COURBURES D'UN MAILLAGE ?

Intuition ...

Le maillage est la
discrétisation d'une surface
continue

4 o
§// \\9;

Pb : calculer des valeurs approchées cohérentes

— approximations / heuristiques
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ESTIMATION DES NORMALES

On estime généralement la normale au point P comme :

/— * Moyenne des normales des faces voisines

" Eventuellement pondérée par l'aire des faces

-
o R

7
(! i O-\N-(-%\\
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COURBURES : TH. EGREGIUM DE GAUSS ET DEFAUT ANGULAIRE

FROTEIN VLY

/M
. Aire(7)
lim — = Kp
\/ v—{p} Aire(V)
W \

- O "\4)(l<2

m/ @ ?k ////
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COURBURES : TH. EGREGIUM DE GAUSS ET DEFAUT ANGULAIRE

/—__\A
. Aire(7)
\/ iy

|
v‘v‘;& .

~
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COURBURE GAUSSIENNE « CLASSIQUE » (REGGE)

Approximation de la courbure Gaussienne :

triangle T; K 2m — 2,9

= au point P
TY Aire(T))

> C'est la formule que vous avez implémentée au TP1

" Peu précise, dépend du maillage

" Ne converge pas




Il existe aussi des approximations basiques et géométriques de la courbure moyenne ...


umenohana
Il existe aussi des approximations basiques et géométriques de la courbure moyenne …
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APPROXIMATIONS PLUS FINES

| On the angular defect of triangulations and the pointwise approximation of curvatures |
] V. Borrelli, F. Cazals, J.-M. Morvan

- — . |

| Discrete Differential-Geometry Operators for Triang

ulated 2-Manifolds “
| M. Meyer, M. Desbrun, P. Schréder, and A. Barr |

= —_—- e =

P
H,-N : ) (cota, + cotB)(P - P))
-Np = cota; + cotf.)(P — P,
6. ! ! 2Airemixte l l l
a, i ,Bi i
K(P) = ——
P; Alremixte

La convergences n’est pas garantie :

" dépend de la triangulation
plus elle est réguliere, meilleure est la convergence

" idéal : réguliére, valence 6
" sur une triangulation irréguliere, non garantie

" au mieux, convergence en norme <,
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AUTRES APPROCHES

| On the angular defect of triangulations and the pointwise approximation of curvatures |
] V. Borrelli, F. Cazals, J.-M. Morvan

r, M. Desbrun, P. Schroder, and A. Barr

= e ———

Estimation de K, (tenseur de courbure)
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CALCUL VIA UNE SURFACE CONTINUE

Ajuster une surface lisse
(paramétrique ou cartésienne)

au voisinage de P

v

Calculer normale et courbures
de la surface lisse

* Méthode plus lente mais plus stable

" La question est alors de bien approcher localement le maillage



