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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

MATRICES DIAGONALISABLES ...

Matrices 7 X n

/

MATRICES MATRICES NON
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Matrices 7 X m
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Cause 1
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Matrices toujours diagonalisables
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Cause 2
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MATRICES DIAGONALISABLES ...

Matrices 77 X n Matrices 7 X m
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PRODUIT MATRICIEL PAR BLOCS
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PRODUIT MATRICIEL PAR BLOCS ’
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PRODUIT MATRICIEL PAR BLOCS

Exemples : % conde T
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PRODUIT MATRICIEL PAR BLOCS =~ Yeeke+ [eofomnc]

Exemples :

=
X

A\
=

x4 Ulocs ap % %&
" e /
I /_\ 11 /—__’_—_’___:\ Q\' -
 I— A ) l Z . V//l0070702¢ 3"
_ 1 1x4 /
Q \/n _ D 6{_ ‘%m ///

.



umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana


VALEURS
SINGULIERES



« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

DIAGONALISATION

A

S

DIAGONALISABLE

A=PDPpP!

Matrices rectangulaires ?

Matrices non diagonalisables ?

» dB ={e,...,e,} ouAdiagonale

e; vecteur propre

P IAP =

!

ou P! =
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MATRICES RECTANGULAIRES Dingr s ogumei
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MATRICES RECTANGULAIRES

Aed,, (R)

AN

A'Ae M, (R)

1V orthogonale (ie. base orthornormale de R™) telle que :
,\/C\ AS A dviony c}\{ggm\ae& ds e Qage
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

DECOMPOSITION EN VALEURS SINGULIERES

m
- (o s
/> A’ m\a\(niu du S - (\4 ﬁj D a\um\ o
2 P P‘o\
Aed,, (R v v
wdr. A - DD /\3|_‘ \ |

R S ‘ A, e e,
‘IIexiste: [ /OZI A\\ P_L Ql}
|~ UEe M, (R) orthogonale i U= (uy,...,u,) vecteurs singuliers a gauche

l

| !

" Ve, (R)orthogonaleq V =(v,...,v,) vecteurs singuliers a droite
|

1‘

" X e ,,(R)diagonale

| 1 O
i telles que : . |
‘ \1/1 k 2= Om sin=>m
| A=UXV! {F N [
_ — 0
o, > 0, > -+ > o, valeurs singuliéres
9|
X = - L0 sin<m
c,
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Dia u\m\oe\'s o \W o

DECUMPOSITIUN EN VALEURS SINGULIERES | e« - . -

'u g U = /% (IR) orthogonale :

Propriété :

m

—_—

| Ve M, (R) orthogonale i

Av, = ou

;|

Preuve :

A=UsV' (
e e %

e Onc T

\
I

m
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

DECUMPOSITION EN VALEURS SINGULIERES

'u g U c /% ([R) orthogonale 7‘

| Ve M, (R) orthogonale i

A=UZV!

Preuve :

Jeu ~ Q\'“‘"\/

Propriété : relation avec les valeurs propres

Soient:
* Ai»-.-» 4, les valeurs propresde A’ A = D

" oy, ...,0, les valeurs singuliéres de A

_ 2
A; = ©;
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

DECUMPOSITIUN EN VALEURS SINGULIERES

_" g U = /% (IR) orthogonale :

| i Proprieté : |
" veld, (R)orthogonale § / diog
| lAllL = l||2||b max{o; }

can oo
On suppose n > m. U\ athayn

I
E
@
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

DECOMPOSITION EN VALEURS SINGULIERES

'u; ‘ E/% (IR) orthogonale - U >| ¥ V!
- Ve M, (R) orthogonale 0
| = | A B ’
|
M, (R) \ \
oAk (nwiln
shecln
Représentation économique
| L
m < U >E; 2 %4
0
n| A = 0
M, (R)

M, (R)
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

DECUMPOSITION EN VALEURS SINGULIERES

'u g U c /% (IR) orthogonale 7‘

s Ve M, ,(R) orthogonale | Matrices de rang 1

A=UZV'

On suppose n = m.

m U 2 Vi
1 ; | ".1 |
n A f— I/ll ll/lm O Gm | V’§1 |
M, (R)




« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

THEUREME D'ECKART-YOUNG (APPROXIMATION DE RANG FAIBLE)

'u g U = /% (IR) orthogonale :

‘ " " gedr
> Ve M, (R) orthogonale § A= C; UV; " m ,
‘ | =1/ i us o \////
] m% X e 7Z7e7 - W /
b /
A - z el Aias /

i' Théoréme d’Eckart-Young
' La matrice de ./, ,,(R) de rang r la plus proche de A pour les normes || - ||, |
et| - ||poest: 4

omtl o ()

(1
i
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

THEOREME D’ECKART-YOUNG (APPLICATIONS)

E¢ Théoréme d’Eckart-Young
|

| La matrice de ., ,(R) de rang r la plus proche de A pour les

|\~ Ued,, (R)orthog

normes || - [, et || - || €5t

|

Application aux images et

vidéos niveaux de gris (cf. TP)

£ 10y
2
-
. 3-&. I =]
ad 11
1118 i
M "
A -l b, 3

matrice d'entiers \

80 R

Initiale - rang 533
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THEUREME D"ECKART-YOUNG (APPLICATIONS)

‘4 Theoreme d’ Eckart-Young

|” U = /% (IR) orthogonale :
La matrice de ./, ,(R) de rang r la plus proche de A pour les

normes || - ||, et || - ||Fo €St :

- Ve M, (R) orthogonale i

Application aux images et
vidéos niveaux de gris (cf. TP)

/ Approximation de
Vidéo rang 1

Suite de k images [; de taille n X m I /

Matrice k X nm

Vectorisation en un vectaur nm
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THEOREME D’ECKART-YOUNG (APPLICATIONS)

" Ue M, ,(R)orthogonale

Application aux systemes de recommandation
(d'aprés V. Emiya)

- Ve M, (R) orthogonale f

Netflix Challenge (2007-2009)

criteol..

Principe
» TAches : recommandation de films

CineMatch : moteur de reco Netflix

But : amélioration des performances de 10%

Yaroo! Yol
amazon  (GOOGle ST

‘facebook [l Dtuenti

Critére : erreur quadratique

>
>
>
» Récompense : 1 million de dollars
Données

» 480 000 utilisateurs

» 17 000 films

» 100 millons de scores (de 1 a 5)

» taux de données connues : 1,3 %

» test sur 3 millions (les plus récents)

» 48 000 téléchargement
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THEUREME D'ECKART-YOUNG (APPLICATIONS)

'u g U = /% (IR) orthogonale :

‘ Application aux systémes de recommandation
|* Ve, (R) orthogonale x (d'apres V. Emiya)

Recommandation

Complétion de matrice

@I 3O B
N
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THEUREME D'ECKART-YOUNG (APPLICATIONS)

"' " U = /% (IR) orthogonale

Application aux systémes de recommandation

(d’apres V. Emiya)

- Ve %m,m(ﬂ%) orthogonale 5

{ Golt de :

0 . C .
g |utilisateur 7
{ pour le

o Q1

,,; produit g

Edcont —\/@?%/ v

Approximation Ly .5 .\t

derang@ :
d o1V,
=1

t

O EIR-2 O e
1L
(el & [3-—0‘2}‘0
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Algorithme 2 Algorithme des puissances itérées (avec normalisation). (e
A

Entrées: Matrice A € R%*¢ nombre d’itérations N
Sorties: Plus grande valeur propre A de A et vecteur propre u associé. X momb~ -
1: Initialiser gy € R? aléatoirement
lyoll, \ c l(r\u-\\/
3: pour nde 1 & N faire momdisahon Aw vedtun  Ywepne NS
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ANALYSE EN
COMPOSANTES
PRINCIPALES




« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

PRESENTATION DU PROBLEME

Application emblématique de la SVD

Etant donnés N points données {X; € R"; i = 1...N}

" Trouver le sous-espace affine ' de dimension k minimisant I'erreur de projection

Exemplen =2,k =1 X o
r_cm\\~. _\w\imcf\,\oe& Z@f"”) < Z(c&;)
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

PRESENTATION DU PROBLEME

Application emblématique de la SVD

Etant donnés N points données {X; € R"; i = 1...N}

" Trouver le sous-espace affine ' de dimension k minimisant I'erreur de projection
]

Exemplen =2,k =1
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

PRESENTATION DU PROBLEME

Application emblématique de la SVD

Etant donnés N points données {X; € R"; i = 1...N}

" Trouver le sous-espace affine ' de dimension k minimisant I'erreur de projection

Minimiser :

N
D 1IX - Y3
i=1

N

Visualisation Analyse par
des données réduction de

dimension



« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

PRESENTATION DU PROBLEME

Application emblématique de la SVD

Etant donnés N points données {X; € R"; i = 1...N}

" Trouver le sous-espace affine ' de dimension k minimisant I'erreur de projection

Exemple : données relatives a des vin

- Alcohol

- Malic acid

- Ash

- Alcalinity of ash

- Magnesium

- Total phenols

- Flavanoids

- Nonflavanoid phenols
- Proanthocyanins

- Color intensity

- Hue

- OD280/0OD315 of diluted wines
- Proline

14 parametres / 178 vins

3 classes



« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

PRESENTATION DU PROBLEME

Application emblématique de la SVD

Etant donnés N points données {X; € R"; i = 1...N}

" Trouver le sous-espace affine ' de dimension k minimisant I'erreur de projection

Exemple : données relatives a des vin PR B ..
: { L :‘.8;‘{&
: T
® e %o .'.
-10 — .o ° : 0..
Représentation des ’ * . . "

classes pour k = 2

-60 |
-1000 -500 0

500
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

Etant donnés N points données {X; € R"; i = 1...N}

_ 1
. ACP centrée : on considére les espaces affines passant par le barycentre X = N Z X

Minimiser :
1 &
= 2

i=1

X; - Y|}

Ip

F Inertie par rapport au sous-espace I

I < _
o= >, IX: = XI3
=1

Inertie globale
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Théoreme de Huygens :

SV

Minimiser <«———» Maximiser
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Etant donnés N points données {X; € R"; i = 1...N}

_ 1
. ACP centrée : on consideére les espaces affines passant par le barycentre X = N Z X
i

On cherche F = (X, u) tel que :
[ maximum < [ minimal
Si ||lu|| =1, le projeté de X sur F':

X'=(X;— X, u)u

Donc:

1 ]
I = NZ (X — X, u)?
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1 ]
I, = NZ (X, — X, u)?

( C d
1 j_/\_
L, =d N;(Xi—X)(Xi—X)L d |

V——

/

\

Matrice de covariance
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Etant donnés N points données {X; € R"; i = 1...N}

_ 1
. ACP centrée : on consideére les espaces affines passant par le barycentre X = N Z X
i

A
%) U-c(_\f/ \)CJ-

LI D ots D o' e o o
Z—NZOQ X)X, - X)

Ny

Matrice de covariance

Les vecteurs propres de Z sont les directions
principales (e nthonom o )

Les valeurs propres de Z sont les valeurs d’inertie
selon les sous-espaces orthogonaux a ces
directions

Version « matrice de covariance »
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. ACP centrée : on considére les espaces affines passant par le barycentre X = N Z X
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_ 1! vy ok
Z—NZOQ X)X, - X)

— (- X)—
Soit : A=
(X — X)— Produit
N par
blocs
1
Z=—A"A
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ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

Etant donnés N points données {X; € R"; i = 1...N}

_ 1
. ACP centrée : on consideére les espaces affines passant par le barycentre X = N Z X
i

SvD
A = : — A=UZV!

— Xy — X)'—

" Les vecteurs de V sont les directions principales

" Les valeurs singuliéres sont les racines des valeurs
d'inertie selon les sous-espaces orthogonaux a
ces directions

Version « SVD »
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Etant donnés N points données {X; € R"; i = 1...N}

_ 1
. ACP centrée : on considére les espaces affines passant par le barycentre X = N Z X
i

(®) | SVD
1 _ _ A= : — A=UZV
Z=—)Y X, - X)X -X)!
> Z( =X = X)
Valeurs propres Vecteurs propres associés Valeurs singulieres ~ Vecteurs singuliers a droite

Ile = }“i Directions principaleg ]Fll — 61'2 Directions principales

F,=2(X,d) Fi=92X,v)
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 3

ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

Exemple sur un nuage de points 3D

clear
clc

clf

hold on

% G?n?ration d'un nuage de points al?atoire
a=1;

b=2;

c=4;

N=40;

O = RandOrthMat(3) ;

M = 2*(rand(3,N) - .5) .* [a;b;c] ; % tirage al?atoire / homoth?tie
M = O*M ; % application de la matrice de transformation orthogonale

% Affichage
plot3(M(1,:), M(2,:), M(3,:), '.b', 'MarkerSize', 20)

% Calcul du barycentre
Xbar = sum(M,2) ;
Xbar = Xbar/N ;

% Affichage
plot3(Xbar(1,:), Xbar(2,:), Xbar(3,:), '.r', 'MarkerSize', 20)

% ACP du nuage
A= (M-Xbar)';
[U,S,V] = svd(A, 'econ) ;

% Affichage des composantes
VV =V*S;
colors = diag([1.;1.;1.]);
fori=1:3
tmp = [Xbar,Xbar+VV(.,i)] ;
plot3(tmp(1,:), tmp(2,:), tmp(3,:), 'Color, colors(.,i)) ;
end

axis equal



