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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE " Egaces wetorl

- Bases
- Applications linéaires
- Matrices
flz,y) =22 — 32y +2y% + 4z — 2y +5
, _ Fonctionnelle quadratique
: — R -
: R2 x R2 R P (U) — u +2uqug — ul ’f’ R .
o+ (8,0 > w1 + 2uivy — ugvy ) o - - Polynome de degré 2
Polyndme de degré 2 exactement _ - = 1 ¢ Y
®(2) = p(x, x) - f(z) = 52" Az + b’z +c
Forme bilinéaire ( Forme quadratique
p(z, y) Pas unique ®(x)
p@,y) = L(@(@@+y) + 2= — )
Forme bilinéaire symétrique, définie, positive
Produit scalaire Norme issue d’un produit scalaire
@ = /%, %
(s)
N(z)=0= =0 dz,y) =0=x =1y
Espace vectoriel avec produit scalaire
N(Az) = | Az d(z, y) = d(y, z)
Ahi 1 — . . . N(z +y) < N(z) + N(y) d(x, z) < d(z, y) + d(y, =)
Espace prehllb.e-rtlen (R) Euclidien : dimension finie
Espace hermitien (C) Distance
d(z,y) = N(y — =) ~
Complet S
~
, Espace vectoriel normé - .
Espace de Hilbert Topologie
®™, () Complet

Espace de Banach

1
1£llp = (S 1fIPdu)P
L p (R) fonctions de || - || p finie

@™ - Mlp)

1
ou [Zllp = (Zjoq [=41P)P
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

E un K-espace vectoriel Euclidien
s =1

(dimension finie n, produit scalaire noté (i, v) ou u - T}/ .

e (\/( 50\1\\/ _J_
Base orthonormée Ao
% = {e,,...,e,} nvecteurstels que Vi,j € {1...n} L/
(€,)=0 si i#]j ﬁrpm Ao\
<Ei’gi>:1 Q< o\‘eﬂl‘r\’\
|

Soit U la matrice de changement de base vers B  a\feow s

o /.

U est une matrice orthogonale (unitaire)

1
‘ ‘ UU=1 U !'=U"

3& \)
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

E un K-espace vectoriel Euclidien -
- - - - 7]
(dimension finie n, produit scalaire noté (u,v) ou u - v) )Yﬁ/ R

MATRICES
DIAGONALISABLES

’ A
Matrice de rotation A= 1-._/1
k
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 1

QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

E un K-espace vectoriel Euclidien

(dimension finie n, produit scalaire noté (i, v) ou 1 - V)

n'-?'"n1°?

(\\\o\\i\'u
s s M matrice|symétrique (M = M') “\6“’3‘”“"(*
Théoreme
Dans un espace Euclidien, toute matric > e MB
est diagonalisable en base orthonormale B f\f‘ﬂ (as o.on
‘ﬁ P—I.T’[.P A\'Oﬁdv\o()/\

M symétrique définie positive (lié aux formes quadratiques)

/  VX€E X'MX>O0 \ { q
/ N

Déterminants de tous les mineurs d’ordre

Toutes ses valeurs propres sont strictement positives k(1 < k < n) strictement positifs
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

/j
Quelgues normes usuelles sur R”

A Y
e i /t_:: I' ME--}U\'- (_/\ '
/N\WW LAY AN - — e

u=(u,...,u,) €R"

- n Il existe d’autres normes de vecteurs
|lull , = max || S
i=1 que la norme 2.

n
lidll, = p\/Z ;1
=1

i
( Norme d’un « Longueur » du
< -
“\*2{&‘5‘ R vecteur vecteur

\_\(\,\\}\\‘5 (°<§5
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NORMES
MATRICIELLES




« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

NORMES MATRICIELLES e
(M

(Ad .. (R
\\HH Q nm(R) E : base &
7]
| F:base ®
Considérer le vecteur des coefficients \

q ne suffit pas ...

. |
‘ E : base A’
N Ve F : base 6’

3
QR 43\ = s )
(—%( A—C\\ = A X("\
diTm
dim n
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

NORMES MATRICIELLES orme vaLcEsrE)

| - || norme matricielle si :

VA, ||A|l=0 =>A=0

vAVAIER, (II2-Al=12MI |db—s T 1 maw (s\\frco:m;?;f\)&

VA,B, |lA+B| < |lAll + IB]

VA,B, ||AXBI < [|A[[lIB] Nownn nolras e

Comment construire de telles normes?

Comment construire|| A || ayant un sens
par rapport a ['application linéaire sous-jacente ?
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

NORMES MATRICIELLES SUBORDONNEES i

Soit || - || une norme (vectorielle) sur E H : \\ N\ vt \,«\/u{' (&

| @

- I o
JAE) E E : base & l eyncicfl
/ > Ae d, (R) o
. aSsoc:' ¢
dim n
()

: \

ﬁ‘/ ~— g(i’\
% o 13 W A:Coyo\r‘ov\ (NINOVY \\(\w & !
—
\/ Norme matri_ci_elle subordonnée a la norme

et (1 = 1 vectorielle(]| - )

ll\SCOCA u'?. OX\“’N’L" = \A\
4 gend
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

NORMES MATRICIELLES SUBORDONNEES

Soit || - || une norme (vectorielle) sur E

|
e

E : base &

dim n

tlntuitivement : mesure}
! « |'étirement maximum » obtenu{
f par application de fa un vecteur |

Norme matricielle subordonnée a la norme

vectorielle(]| - )




« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

NORMES MATRICIELLES SUBORDONNEES

JAZ) )
UAIp= sup = sup AT

XEE,X#0 1] XEE,||¥||=1

Pb : calcul de cette norme. ...

Proprietes Rayon spectral de A

Soient 4, ..., 4, € C les valeurs propres de A

p(A) = max i

l
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

NORMES MATRICIELLES SUBORDONNEES Jiog & ((“ \
A

%] )
IAl)z sup —— = sup [|AX]| 2
XEE,X#0 1]l XEE,||¥||=1

Pour || llh: \(\A\/
[

~

Al = /oA A) = A, & & mvete g S

" Si U est orthogonale, ||U||}, = 1

" || - ||, est invariante par transformation orthogonale, ie. si U est orthogonale

AU, =IlAllL = IUA|ly =|IU'AUI|L
> SiAnormale (A A" =A"A):
I1All, = p(A)

A ADS N,

Qe ny o0 M

(A

Pour || - |l

lIAllL, = max ) |a;|
J
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

AUTRE NORME : NORME DE FROBENIUS

Rn)(m

J——— / Espace vectoriel de dimensionn Xm =~
SoitA e(/,, ,,(R),

1Al = J Y Y a} =/Tr(A” A) = =/Tr(4 A")

1

i=1 j

* Norme matricielle (pas évident ...)

@subordo@
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STABILITE DES
SYSTEMES LINEAIRES




« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

)
X
UN EXEMPLE ... P TR et
N\a\(n{(,\ ‘:j\ﬁ (e
On consideére le systeme linéaire Xw = y suivant : 1
W = /
X=[10,7,8,7;7,5,6,5;8,6,10,9;7,5,9,10]; Code ;’
y=[32,;23,33;31]; Matlab ou
w=X\y ; \ atla / g
) K owy = ‘ﬁ%
Puis on perturbe légerement le secon embre (ex : erreur de mesure)
D)
W w~ c}.
yy =[32.1;22.9;33.1,30.9]; <\ '
ww = X\yy ; Perturbation au plus de 0,4% 3% ,
—\2
|
LIIS
—11

On s‘attend a ce que I'impact sur le résultat soit faible ...
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

UN EXEMPLE ...

On consideére le systeme linéaire Xw = y suivant :

X=[10,7,8,7,7,5,6,5,;8,6,10,9,7,5,9,10];
y=[32,;23,33;31];
w = X\y ;

yy =[32.1;22.9,;33.1,30.9];
ww = X\yy ;

Peut-on prévoir cette instabilité ? L'anticiper ? La quantifier ?

Conditionnement d'un systeme linéaire
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

_ AxX = B+AB
CONDITIONNEMENT ... AX =5 u
L/ S AR X+ AX
i e
TN R VSN AN SBS\" < Yun
A%\ £ [AX:EJ ’A(X+A7§\:%+AI’)’
| X | h @
P A CAX=(B R AB
\ D | < LA \\ABD \
S o i AoAX = AB
) Q—'K_.. 2 WA IBx\ — -
— ~N
\/i\kAX =% | = I A-oxl = [B5] —
px=®n o= MA kL = uel Las AT AKX
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| AX )

X

Lme v s-/

safulkor

ZAN

< At A3l
\A I
\\I\EA llll \LAN

AU TEA T

N Asl
IRyl

\’\\)A\(\M VWi

O\\,\ %»&Q\f\(r‘m\l\

Ax ="
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

CONDITIONNEMENT D'UN SYSTEME LINEAIRE

Souvent || - ||, car les propriétés du
conditionnement sont alors plus intéressantes

3 M%v -\sngu

<
%(C. CW
Qk \ o
o~

©

Soit || - || une norme matricielle subordonnée a une norme vectorielfe || - ||

Le conditionnement du systeme linéaire Xw =y (pour X inversible) est donné par:

—

cond(X) = [IX]| [IX~'|

appelé conditionnement de la matrice X. \

\

Mesure la sensibilité du systéme

aux perturbations (de X et de y)


umenohana


Bon
/(WWJV\uO<Y (oﬁgl\;ohﬂ\bw\voyf
CAT AT S

100

Aoor

ﬂo\\,‘\)&\’ d



umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana

umenohana


« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

CONDITIONNEMENT D'UN SYSTEME LINEAIRE

Conditionnement de Xw =y

> cond(X) > 1
cond(X) = [IX]| IX~"| » cond(X) = cond(X~1)
> cond(AX) = cond(X)

(si X normale,ie X X' =X"X, |o;| = | 4,])
Pour | - [ :

— plus grande valeur singuliére (cours 2)

0,(X) <=

» cond,(X) = o (X)
1

plus petite valeur singuliére (cours 2)

* Si U est orthogonale, cond,(U) =1

" cond, est invariant par transformation orthogonale, ie. si U est orthogonale

cond,(UX) = cond,(X) = cond,(XU) = cond,(U'XU)

Un systeme est
d’autant mieux
conditionné que
cond(X) est proche
de 1.



« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

CONDITIONNEMENT D'UN SYSTEME LINEAIRE

Si X matrice normale, |o;| = | 4,] :

Z 3[&0

Ao,

\_./

o‘\d A\‘-ﬁ- (\N\A
cnd (A1~ 379



ALGORITHMESDE
RESOLUTION DE SYSTEMES
LINEAIRES
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - GAUSS

Vous connaissez tous un algorithme : pivot de Gauss ... quelques remarques pour commencer :

<+<—— ligne pivot

combinaison des lignes avec le pivot pour annuler ces coefficients

o~

Matrice triangulaire
supérieure

Elimination de Gauss



« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - GAUSS

Vous connaissez tous un algorithme : pivot de Gauss ... quelques remarques pour commencer :

3

EI|m|nat|on de Gauss ( @(—)

‘I

Remontée de Gauss (O(n?)) :

solution X




« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 1) ALGORITHME VS DECOMPOSITION

& O™ S o < "\“\\‘6 ' sl
! \Y 0\\ Qf(ﬁvw\(/bu Nes ‘Q\ﬂw\x

\\CM N G SSSE Ay
\ Opération linéaire — codable par une matrice (triangulaire inférieure)

(Je‘c\/)w‘\ R N \(“\’" :
X <+<—— ligne pivot /
]

Matrice triangulaire
supérieure

Elimination de Gauss
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 1) ALGORITHME VS DECOMPOSITION

—_— ce — L ~ QDU\J(/\
_—_;‘x\\’do\/ Ok)s C)O\AS§
—
L X XL XA
M U
| o I e
M triangulaire inférieure (M ™" aussi) \ /
b Mx A= U
Faseony
EnposantL = M~ : NS
Poudu
|
H‘\ awis
Décomposition LU B

Vision algorithme vs décomposition
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Algorithme 2 Remontée triangulaire.
Entrées: Matrice [U|B| € M,, n+m(R) avec U triangulaire supérieure inversible.
Sorties: Matrice B’ solution de UX =(B.

1: ligne,, (B’) < ligne,,(B)/unn

2: pour :den — 1 a1 faire

3/ ligne;(B’) < ligne;(B) — E?’ ir1 oL - ligne,; (B’)

4: fin pour

Romporltc Fricma (O(n*
I

N,SQ\AAM o %&3&\. eim_ -l N\Q\(,\\‘u \(,\ MS o\
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\)QA.((‘{\\(WC&\‘Q\N \// = \) X

\ h\\'ow‘ .
S v
v -8 | =

(1) ﬂ/j \ VX = 7\

. _ L)

'\’!\‘O\/Y\ﬂvfo"f\/\ (
(+ng) 6 (mL\ O )

\/

06
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 2) PIVOT / DECOMPOSITION PLU

Choix de la ligne pivot:

" a; petit rend I'élimination instable
g a” —_ O coe

Matrice triangulaire

Elimination de Gauss .
supérieure



« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 2) PIVOT / DECOMPOSITION PLU

Permutations de lignes P

U

P elfg\ounaecu‘\\/ | ﬂam A /'e\c\\w\x X
4 )

d
oAl
EnposantL = M~": | S N4

Décomposition PLU

Doxh R s 4 AP e
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 2) PIVOT / DECOMPOSITION PLU

ligne pivot

” ligne pivot )

Stratégies :

Pivot « partiel » : ligne j telle que
a;; = max q;

k=i...n
Pivot « total » : ligne j telle que

a]l = Imax akl
k,=i.

implique des echanges de colonnes

EY
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 3) MATRICE AUGMENTEE

AXB/AV\E

Implémentation par
matrice augmentée
B
BI
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 4) FAIBLESSES DU PIVOT DE GAUSS

> Si A est symétrique (définie positive)

> On peut faire plus rapide < Cholesky

* L n'est pas orthogonale (conditionnement...)

* Donc Gauss dégrade le conditionnement

AN

Householder






« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - CHOLESKY

Théoréme

Si A est symétrique définie positive, il existe R triangulaire inférieure

1
5 par rapport a Gauss

Matrice triangulaires

R appelée racine de A







« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - HOUSEHOLDER

On peut définir des matrices orthogonales (matrices de Householder)
{0, ...,0,} telles que :

o~

Ql X eee
Matrice triangulaire
A= QRV\ supérieure
\\ T~ triangulaire supérieure

orthogonale



« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - HOUSEHOLDER

> Avantage :

> Ne modifie pas le conditionnement (stabilité numérique)

> lnconvénient:

> Complexité O(n”)






« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

Complexité

Points forts

Points
faibles

Conditions

Cholesky

O(=)
6

Rapidité

Stabilité

Symétrique
(définie

positive)




