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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

‘T R2 LR 2
D (U) = uf + 2ujug — uj

Polynome de degré 2 exactement

. » :R2xR? SR
@ (&, V) — uqvy + 2uqvg — ugvo

®(x) = ¢z, 2)
Forme bilinéaire : Forme quadratique
p(z, y) Pas unique ®(x)
p@,y) = L(@(@@+y) + 2= — )
U—Lc\r K v-P-L—\r' - W\

Forme bilinéaire symétrique, définie, positive
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Pré-requis :

Espaces vectoriels
Bases

Applications lineaires
Matrices

flz,y) = «? — 32y +2y% + 42 — 2y + 5

Fonctionnelle quadratique

_ - Polynome de degré 2
- f(z) =1zt Az + blz +c

Norme issue d’un produit scalaire

LXK

Espace vectoriel avec produit scalaire

Il = V@, =) (#
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Espace préhilbertien (R)
Espace hermitien (C)

Euclidien : dimension finie

Complet
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d(z,y) =0=z =y
d(z, y) = d(y, =)

d(z, z) < d(z, y) + d(y, 2)

A(w,y) = N(y = @)
O\(a IPZ\ = ” p& PL“

Espace vectoriel normé

Complet

Espace de Banach
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE R

E un K-espace vectoriel Euclidien

(dimension finie n, produit scalaire noté (i, v) ou 1 - V)

(> Mownt (
Base orthoriormée »’%/
B =1{¢,...,6,} nvecteurs tels que Vi,j € {1...n}
[(21.,2].):0 Si i ]
(.6 =1
“;3“1

Soit U la matrice de changement de base vers &%

1
‘ ‘ UU=1 U !'=U"

3& \)

U est une matrice orthogonale (unitaire)
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE "

3 CoeilT\A:-Cn(n& C. Son

E un [K-espace vectoriel Euclidien ma gt
(dimension finie n, prodmt scalaire noté (u,v) ou i - V) A ui=dy ‘*\'/ NSRRI
A d jma& L— o&f@
( utc\r e s 1ot Sy
MATRICES i
DIAGONALISABLES % MATRICES INVERSIBLES JRI*EERN
L @e\ro&\'q\
(415 O\ A'—L [\“\\ e boifgj-o—:o C R /ﬁ\/ﬁ,
Ax\io\__ s(\ e sl 3 e A

’ A
Matrice de rotation A= 1.
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 1

QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

E un K-espace vectoriel Euclidien

(dimension finie n, produit scalaire noté (i, v) ou 1 - V)

o M matrice|symétrique (M = M)
Théoreme

Dans un espace Euclidien, toute matric
est diagonalisable en base orthonormale.

M symétrique définie positive (lié aux formes quadratiques)

/  VX€E X'MX>O0 \ .
/ N

Déterminants de tous les mineurs d’ordre

i

Toutes ses valeurs propres sont strictement positives —> k(1 < k < n) strictement positifs
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

Quelgues normes usuelles sur R”

u=(u,...,u,) €R"

; s
il = | X P = /(i) = Vi < C
=1

n
lall, = ) ;]
CO\QLU\Q- f i=1

oS - n Il existe d’autres normes de vecteurs
[ ]l o = max | 4 R

i=1 que la norme 2.

n
lidll, = p\/Z ;1
=1

i
Norme d’un « Longueur » du
< -
/W\z en A g(mit \Voq\rbo Cia Mownes Soml™ vecteur vecteur

bguivelonlea I [ [ U, £ maaw

EEN ST LU S S PR R NE L B
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NORMES
MATRICIELLES
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

NORMES MATRICIELLES

A
N\

|
bom ()¢
- 7\0 Anm(R) E : base &
F :base &

Considérer le vecteur des coefficients
ne suffit pas ...
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

NORMES MATRICIELLES normE vaLcisre)

| - || norme matricielle si :

VA, |All=0 = A=0

VA,YAER, |4-Al =|1]|A] S ot moune® | [ vedews)

VA,B, |lA+B| < |lAll + IB]

VA,B, IAXBI <[AllIBI - @ fowr G0 maliies
(sown - npwe\,{‘lth\n‘u;\;>

Comment construire de telles normes?

Comment construire|| A || ayant un sens LAl - Slsn”
par rapport a ['application linéaire sous-jacente ?
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

NORMES MATRICIELLES SUBORDONNEES

Soit || - || une norme (vectorielle) sur E Il mawe  oedbmifer
S EP L E : base &
/ s Ac MR i
dim n Y
l SuﬁméW\n\L‘L
/ imog '
“\ A \“ _ s “ A ;me\_l\) sy U \'\\‘QM “ “lAlH: sup sup ||A©
- l}: Al o omdos veEx+0 IR ) xeE %=1 ,
Etngrion
5& Q(\,»e w
= s-e:ho‘ | A 1z | S A Norme matricielle subordonnée a la norme
m =1 vectorielle(||\~ )
- SUL\(\ H A —7}'“
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

NORMES MATRICIELLES SUBORDONNEES

Soit || - || une norme (vectorielle) sur E

|
e

E : base &

dim n

tlntuitivement : mesure}
! « |'étirement maximum » obtenu{
f par application de fa un vecteur |

Norme matricielle subordonnée a la norme

vectorielle(]| - )




« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

NORMES MATRICIELLES SUBORDONNEES

o |AX]| -
|Al|)}= sup = sup [|AX]|

XEE,X#0 1] XEE,||¥||=1

Pb : calcul de cette norme. ...

Proprietes Rayon spectral de A

Soient 4, ..., 4, € C les valeurs propres de A

p(A) = max i

l



« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

NORMES MATRICIELLES SUBORDONNEES

T |AX]|
[AllJ= sup =

sup  [JAX]|

AA

sjm’.{\(n\'clwi-

= T

verio X zemm)= (PR A) = AT T
[ V/\ A

-

Pour || - |[,: (%)

/‘\’(\J:o »\f\'Q’\%éC >

N

P
" IAlL =4/ p(A"A) = [IA']l

e " o A

> Si U est orthogonale,[||U]|, = 1

" || - ||, estinvariante par transformation orthogonale, ie. si U est orthogonale

( val . "\I\Ok\f“/’ C}‘k A(:A\

IAUIl, = llAll, = [UAll, = |U'AUIl,

> SiAnormale(AA"=A"A):

|1All, = p(A)

Pour || - ||, :
N

WA, = max ) |a;;]
LU

\ mox <Gyl
J
\\

Pour || - || :

1

lIAlll, = max ) |a; ;|
l \]’_’_*_S

NN o-X “ Q"ﬂm-j. “,\

A
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

AUTRE NORME : NORME DE FROBENIUS

Rn)(m

J——— / Espace vectoriel de dimensionn Xm =~
SoitA e(/,, ,,(R),

(IA]ll- = J Y Y a} =/Tr(A” A) = =/Tr(4 A")

1

i=1 j

* Norme matricielle (pas évident ...)

> Pas subordonnée
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STABILITE DES
SYSTEMES LINEAIRES




« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

UN EXEMPLE ...

On consideére le systeme linéaire Xw = y suivant :

y=[32,;23,33;31];

w = X\y ; \

X=[10,7,8,7,7,5,6,5;8,6,10,9;7,5,9,10] ; Code

Matlab

Puis on perturbe légerement le secon

yy =[32.1,;22.9,33.1,;30.9];
ww = X\yy ;

embre (ex : erreur de mesure)

\ Perturbation au plus de 0,4%

On s‘attend a ce que I'impact sur le résultat soit faible ...




« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

UN EXEMPLE ...

On consideére le systeme linéaire Xw = y suivant :

X=[10,7,8,7,7,5,6,5,;8,6,10,9,7,5,9,10];
y=[32,;23,33;31];
w = X\y ;

yy =[32.1;22.9,;33.1,30.9];
ww = X\yy ;

Peut-on prévoir cette instabilité ? L'anticiper ? La quantifier ?

Conditionnement d'un systeme linéaire




« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

A imuos Gl
CONDITIONNEMENT ... AX=@) ~ sk X
(AQ(\LJM%-L | ®)
R L B SN B
N A FASICI N SRV L W X DX AX — 5% 7
‘e/\!\eu S‘/ Sﬂs(rc\m 4% = XI~\(
Ry’

_— ‘&—&8\1 el'N\.TQ\’l\«L

Redue DX /90 AX =D e 3 0l da

Sl N \S’ 9] (xA)
\3@ ST oo AX = hoo. ® '
00 .X) = 400 B e
15x Il 148l o il doo % Bom por X
R RS I Bl
7 7
A X —@ e\ A (% +9%) :@+ %9
~) =
w~__ I

Bl AoX = A+ %50

—) AKX = 419 <— A med§er -
— A A% = leel | Aoxll < AN Noxd

u

14|
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

CONDITIONNEMENT D'UN SYSTEME LINEAIRE

| A X Souvent || - ||, car les propriétés du
X

L cu — conditionnement sont alors plus intéressantes

X # ol /
A
Soit [|[- [[[une norme matricielle subordonnée a une norme vectorielle || - ||

Le conditionnement du systeme linéaire Xw =y (pour X inversible) est donné par:

cond(X) = [IX|IHIKI

appelé conditionnement de la matrice X. \

\

Mesure la sensibilité du systéme

aux perturbations (de X et de y)
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

CONDITIONNEMENT D'UN SYSTEME LINEAIRE

Conditionnementde Xw =y
> cond(X) > 1
cond(X) = [l [IX > cond(X) = cond(X~1)
" @ond(/IX ) = cond(XD f -
_ _ _ v
E(\\ %E“\Lr\ue AN CO\ECUQ’\ CdV\c}\ \'\V\Q\”\ ll || 5
(si X normale,ie X X' =X"X, |o;| = | 4,])
Pour || - |5 :
— plus grande valeur singuliere (ch)u‘rs 2)
cond,(X) = 0,(X) < . S CE‘ Un systeme est
2 — o(X) plus petite valeur singuliére (cotirs 2) d'autant mieux
conditionné que
- Si U est orthogonale, cond,(U) =1 cond(X) est proche
de 1.
" cond, est invariant par transformation orthogonale, ie. si U est orthogonale
L cond,(UX) = cond,(X) = cond,(XU) = cond,(U'XU)
A g\‘aw ~AoQ loco \N\S\VO\.{TQ’\
I | // [ / ”///1/1////'! - C d\(\A\

[ VT 1777
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

CONDITIONNEMENT D'UN SYSTEME LINEAIRE

Si X matrice normale, |o;| = | 4,] :

Z 3[&0

Ao,

\_./

o‘\d A\‘-ﬁ- (\N\A
cnd (A1~ 379



ALGORITHMESDE
RESOLUTION DE SYSTEMES
LINEAIRES

A ’\N\\\ U%(J{J’QJ\
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - GAUSS

Vous connaissez tous un algorithme : pivot de Gauss ... quelques remarques pour commencer :

<+<—— ligne pivot

combinaison des lignes avec le pivot pour annuler ces coefficients

Matrice triangulaire

Elimination de Gauss .
supérieure
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - GAUSS

Vous connaissez tous un algorithme : pivot de Gauss ... quelques remarques pour commencer :

3 —
E||m|nat|ondeGauss<@(—)) @ Reserdone om sysh.  ow Cun

Mroday co ealr V/\\’M&uﬁ&\'m&

I

Remontée de Gauss [(O(n?)) :

solution X
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 1) ALGORITHME VS DECOMPOSITION

Opération linéaire — codable par une matrice (triangulaire inférieure)

<+<—— ligne pivot /
]

S Matrice trianqulaire
h Elimination de Gauss . 9
o cont . Qinfaiuo supérieure

*
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 1) ALGORITHME VS DECOMPOSITION

\‘u\\’m\ S o ¢ C-E\C.(x é\\ \_,\(\(\\e\( : ’_Q\ror\}\ P \)‘\(\)o\(‘ = e,«.

l’(\{wr\co.
o dnvene
— - — (Lon-xL) A =
L X XL XA
; }
. . . s e —1 . \ VL“\UL -
M triangulaire inférieure (M ™" aussi) A (L .. xL) x U
= n A

EnposantL = M~': // i}
= L

Décomposition LU

Vision algorithme vs décomposition
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 2) PIVOT / DECOMPOSITION PLU -
Cheom dv B Qg Juiadr Choix de la ligne pivot: =~ % a

S d\m e\’ ~
o é&w\(&\ J o " a; petit rend I"élimination instable
’P . M\u\f . exglﬁm
R L> a; = 0...

4 Igne pivf\"

Matrice triangulaire
supérieure

Elimination de Gauss
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 2) PIVOT / DECOMPOSITION PLU

Permutations de lignes P

/ \

—_— cee —_—

L X XL XA

A M

EnposantL = M~':




Coc§ =

cCon fimos m

= Geey A

%h\o\\({@lm cLJL_ C_&o U C}\u \,\\\'Jo\r
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 2) PIVOT / DECOMPOSITION PLU

Stratégies :

" Pivot « partiel » : ligne j telle que

Clj,i — m.aX Clk,l-

k=i...n

e " Pivot « total » : ligne j telle que

i " ligne pivot _

_lighep | a;; = max a

o — k,l=l...l’l

implique des échanges de colonnes
| \

g_Q\i\M\ﬂu\ ! sdrw

6\.,/‘, Coegé CL& 'eo\
E—ee\x\ﬁ\d‘ﬂ

ligne pivot

g
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 3) MATRICE AUGMENTEE

Implémentation par
matrice augmentée
-
A B
U B’




~\
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - 4) FAIBLESSES DU PIVOT DE GAUSS

Pioelr do Gouwss <—> P oL

)

> Si A est symétrique (définie positive)

> On peut faire plus rapide <« Cholesk A "
P P P y 7« -1
s L n'est pas orthogonale (conditionnement ...) AX =3
Ar_tu\r ELN\ Mavyols ... LK ( \L ’q_e,{m(mo- o
> Donc Gauss dégrade le conditionnement Y
\ UX = B/
/ _
/\'n‘mﬂ I%K - %
U

Householder T &

@ Cmé\(\)\ > cond ()
Coue Cw\é\ (LS

L Bl TPRERIR
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SYSTEMES LINEAIRES - CHOLESKY

n f - Ry | N
, . \ o\( /) ~ A
Théoreme / rone
Si A est symétrique définie positive, il existe R triangulaire inférieure
/ ,.«”/ - 3 ) >\1 —_—
(calculable en{O(—))1telle que :
A 1
e QW“’\L . “qpen S par rapport a Gauis 3
A=RR =
Ré%ee\»\(r/\\ O\‘ N %\Si\( : 4) o~ Y

AX=C & RRX)=C & { .

Y

Matrice triangulaires

S

R appelée racine de A O(n")
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CmCICRB / Cc/nA ( 'DJ
A - RRE
AX =1
cmd cond (A)

Lof

o ooy oS

comde CAY = AL I A
o RREN MR R
s R
< WA RTIW - WR SR
Cs:mchR\ C,CN\A\(.RL—)
Lg- Cﬁ\ab. 3 Cm\é\(ﬂy
cond. () < cnd (Y
e { Q\/ =
R = Y
2/
D, | \
cond (R 4@“&0\) cond o emd (R)
/ [OZ €um

_QIL'@V\ f\ﬂ'\ﬂteeﬂ_u.k (1% Cg_eu\‘ (L,\ A
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - HOUSEHOLDER

On peut définir des matrices orthogonales (matrices de Householder)
{0, ...,0,} telles que :

M /‘) N CR%%& \'\VM e»L
Q X eee X Q X A Con AW ot ey
n 1

T

A \
e s — (O

Sﬂwﬁ\n\'w Gem ™~
. ~— (%)
Cﬁ‘\c\ N ) ‘ M\a;t@\e cmo.e"O
Matrice triangulaire

A= QRV\ supeérieure
N N
N\

triangulaire supérieure

orthogonale
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« METHODES NUMERIQUES » - COURS 2

SYSTEMES LINEAIRES - HOUSEHOLDER

> Avantage :

> Ne modifie pas le conditionnement (stabilité numérique)

> lnconvénient:

G oA WwSS§

bl ™)

b

L
> Complexité\() (g -';T— ) <
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Complexité

Points forts

Points
faibles

Conditions

Cholesky

O(=)
6

cond R) = \‘j cond ( K)
Rapidité
Lot

Symétrique
(définie

positive)
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