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Topologie algorithmique

Niveau 0 : Caractéristique d'Euler-Poincaré
Niveau 1 : Nombres de Betti
Niveau 2 : Décomposition en facteurs invariants des groupes
d'howmologie 7% x Z/1,Z X Z11,Z X ---
Niveau 3 : Facteurs invariants et générateurs
Z[z)] X -+ X Zlz, | X ZIAZley] X Z/2oZ[ 5] X -+

Niveau 4 : Facteurs invariants et générateurs et
décomposition des cycles




Topologie algorithmique

Calcul de ’homologie

Forme normale ‘ Théorie de
de Swith Morse diserete
Homologie
effective

* (Cowmbinatoire

*  Algébrique * Géométrique

Réduction



Topologie algorithmique

AERENEN R Complexe simplicial
Complexe géometrique BRTLTILEATIITT:

Complexe cellulaire

Complexe de chaine RALCIATE

Calcul de I’homologie

Forme & Théorie de

normale de Morse
effective




Complexe simplicial

e Pos ---» P, points de R”™
RS B {(Pos ---»p,) enveloppe convexe

* g-simplex : (py, ....p . ,) points en position générale

* K complexe simplicial fini
* ensewble de simplex
* Vo € K ses faces sont dans K
* Vo,7€ K, ontvideouv face commune

a3 I




Complexe simplicial




Complexe de chaine

K
complexe
simplicial _

| NumérotaﬁoW5es

0-simplex
(orientation)

(
complexe de
chaine
a2

Cn@)Cn_laH__;zcl_)CO—)o
dqﬁq_l =1 Vq

C, = Span(K,)

fq@o, ...,Pq> = Z (—1)i+1<p0’ s Di ..-pq>

=0




Complexe de chaine

2 >//\. i 01601 = = (Vo Vi) + (Voo V1)
? a2 / 5 0133 =Vp — V3

0y fo12 = —€1p + €y — €y

019, fo12 S=W= W)t (Vg = gy =0




Complexe de chaine

Lﬁ% as Matrice de bord

J e I\ AEARRE
: N/’* Vo P Ma sl Coer S es Cn Cx il Juiio s
| Vo

1 ] 1

5 V] 11
3 V5 -1 1 -1

V3 -1 -1 -1




Complexe cubique

4]
(1o, L S

(L Z VA7
7

2wl ( OO)-— (1 00) (o enmEen
‘_(0 0\*'[’\!011 Ax K?\oﬁ'\msegg




Complexe cubique

0,([x.8]) = Y — 190 ([x + 5e;, 6 — Se;] — [x,6 — Sie;])
=1
ol o(i) désigne le nombre de 1 dans (5, ..., 5)

ol (1.0.0), (1.1.0)] =
_/,_!:_,/ /6 _([@90)9 (Oa L@] T [@90)9 (O’ IJD])

= §

{:LA\O\O\ \ ('A\A Oﬂ

+(KTL0), (LOD] - (0.0), (LO.D])

A
el (o e o) —> (A \Q\Q) mox&wv&.m
KL°|°|°\ 1l 3, Ke\og'\mseag
2



Un outil avant de
commencer :
reduction




Réduction

Réduction entre deux complexes de chaine
(C,0) et (C,0):

p=01g8)

B ot O e Ol
(i) 7, o morphismes de chaines
(i) fg=1d.
(i) ¢f = 1d- + ho + oh
liv) hh = 0,fh = 0,hg = 0

—> C,y 5‘1:3 C. za:% C,.,— Etant donnée

s une réduction :

Tiri 8q+1a Tl 184 a,fq—l Bl

2 /
/ g+l /
e e

\4
e o

Vg H/(C)=H/C')




Forme normale
de Swmith
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Forme Normale de Swmith

Théoreme
SoitAe ., . (7)

| existe U, V deux matrices inversibles telles que :

UAV = B

bilbi+1




Forme Normale de Smith
. d howologie
eoreme

Soh; Cle co;uplexe de chaine :
0 0
Cn—n)Cn_lii“‘—zi'Cl—ll'CO—)O

Matricedeo, : U, - W,__,

Td bl‘bl
Vil i




Forme Normale de Swmith

et homologie
. Zq‘ ’ Wq«t e cC Eme Z mc e b3
Imc = k;aq Bord faible




Forme Normale de Smith
et homologie

Etape |
Sous-groupe de torsion
T Zq—->Hq=Zq/Bq—>Hq/Tq dqu

kerm = Wq

W < C libre |€1Ck base de Z /W,
: 1q dy,....,d;basede W,

Zq Iibre #Cl,...,ck,dl, “‘,dl basedeZqﬁ Vq@Wq




Forme Normale de Smith
et homologie

Etape 2

I existee,, ..., e, basede C,
e}, ....e, basede C,_, 00 o, en NS

. e, ....e,basedeZ
il. e},....e/basede W __,
lii. Diey,....be basedeB




Forme Normale de Smith
et homologie

Etape 3

On pose U, = Spaniey, ..., e,}
Soit c,,...,c, basede Z /W, on pose
Vq = SpanicLisacy

C,=U@V,eW,

M, : U, - W)=




Forme Normale de Smith
et homologie

On en dédvuit :
Hq ~ Zq/Wq — WQ/BQ

Iib\re torsion

W, _| = Spaniey, ..., ¢)

B, | = Span{bey, ..., b))

. ey, ....e,hasedeZ f’_'
. ef,....e;basede W, g i i@

lii. bej,....be/basedeB,




Calcul de la FNS

Rang de A constant

Opérations de base :

* Echangesdelignesl. <[, < ¢ < ¢

* Moltiplication . — — L — e ——¢

* Combinaison, — [.+g -], <« e e +q-¢
* Echanges de col ¢, < ¢, — e © e

* Multiplicationc, « —¢;, < ¢« —e¢

* Combinaisonc, —« c+qg-c, <« ¢~ ¢,+q-¢



Calcul de la FNS

Entrée minimale de A :

ai,ﬂéO ’

Algorithme

(1) Transformer A en B de méwe rang tq
(a) a(B) < a(A)
(b) «(B)|b;; Vi,j

(2) Rédvire la dimension de B
- n—-1)xXm-1)



Calcul de la FNS (1)

Tant que 3k, 7; a(A) t a, [a(A) = | a; |
Tant que ak a(A) t+ a; ; (colonne) ov 3/; a(A) } a;, (ligne)

— (Cas 1 Cas 1 Cas 2
a(A) = |a; ;|
Ohaal]+ak]
a;=q9-9,;+r 0<r<]|a,l e
b < b —q- 1, o] mih i
lkl_a'%(’j_ 2

a(d) S 7 < |y



Calcul de la FNS (1)

Tant que 3k, 7; a(A) +
Tant que 3k; a(A) t g, ; (colonne) ov 31; a(A) t g, (ligne)

— (as 1 Cas 1 Cas 2
— Cas 2
a(A) = |ai,j| il
0 e e
naa; t1a;, 0
G =4q a ;Tr :
Cl(_CZ_Q°Cj | | e
qu € €
// a(A) divise i sa colonne i

a(d) S 7 < |y



Calcul de la FNS (1)

Tant que 3k, 7; a(A) +
Tant que 3k ; a(A) } a, ; (colonne) ov 37; a(A) ¢ a4, (ligne)

=aey g
Hq
/ a(A) divise toute sa ligne et sa colonne
. . - C
Si Elas,t’(q a(A) = \ai,j| ‘l’ClS,t l | @5 ast i
Ona:a ;= za; l: ajat s
fam | €




Calcul de la FNS (1)

Tant que 3k, 7; a(A) +
Tant que 3k; a(A) t g, ; (colonne) ov 31; a(A) t g, (ligne)

=aey g
Hq
/ a(A) divise toute sa ligne et sa colonne
Si i 7 23 tq a(A) = \ai,j| 4 d,; ’@C])j‘ e
Ona:ag = za; b AR e
’ : I8 T us § ik T
i ] N
€y e



Calcul de la FNS (1)

Tant que 3k, 7; a(A) +
Tant que 3k; a(A) t g, ; (colonne) ov 31; a(A) t g, (ligne)

=aey g

Hq

/ a(A) divise toute sa ligne et sa colonne

Si Elas,tfq a(A) = \ai,jl tag, , g Cf T
li(_li_z°ls gayEa:
el + 1L




Calcul de la FNS (1)

Tant que 3k, 7; a(A) +
[ Tant que 3k; a(A) t g, ; (colonne) ov 31; a(A) t g, (ligne)

=aey g
Hq
/ a(A) divise toute sa ligne et sa colonne

Si Has,t 1q a(A) = |ai,j‘ +as,t TS
Ona:a;=za;
ll € ll T Z S lS Sl
el + 1L

Q
SREHE o

\ Fsi
Hq
// a(A) divise tous Ies




Calcul de la FNS (2)

Puisque a(A) = | g; ;| divise tous les éléments de A

Par opérations élémentaires, on met A sous la forme
Ay |

s
comme Vl ai,l — Zi . al,l

el -1 <“0@0"'0‘
comme V] al,j —_ Z], x al,l B
L 0
Cj = Cj Z] Cl | 1

Recommencer avece B




Calcul de la FNS



Théorie de Morse
discrete




Théorie de
Morse

(R)appels ...
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Théorie de Morse

Fonction sur &,
variété fermée (compacte sans bord) |
f:&d->R |

Points critiques de f

Homologie de &



Théorie de Morse

Fonction sur &, variété fermée (compacte sans bord)
f:&§-oR

Fonction de Morse

Lewmwgg defMorse

Décomposition et
points critiques

Inégalités

Caractéristique d’Euler

Nowbres de Bettide &

Champ de veeteurs

gradient Théorie de Morse-Smale



Théorie de
Morse
discrete




Références

Forman, Robin. A user’s guide to discrete Morse Theory.
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Théorie de Morse
discrete |

Fonction de Morse discrete

lnégalités  complexe

de simplicial

Pécomposition et i 108
~Morse

points critiques

Complexe de/Morse i,
Caractéristique d’Euler

Nowbres de Bettide &

Champ de vecteurs Homologie de
gradient discret




Quelques notations

e P'm
Own notera souvent

¢
/7 >/\ . a'? : cellule de dimension g
0~

a'? face de 591 sera noté :
a@ < path



Fonction de Morse
discrete
f: K — Z est une fonction de Morse discrete
$88i Va'? € K :

L #{pth; p9tD > aDet f(P) < fla)} < 1
2, g{ylaV; y9D <aPetfly) > fla)} < 1

i

[ p————— X |

Triangulation du cercle ...



Fonction de Morse
discrete

f : K — Z est une fonction de Morse discrete
$88i Va'? € K :

L #{pth; p9tD > aDet f(P) < fla)} < 1
2, g{ylaV; y9D <aPetfly) > fla)} < 1

s

Triangulation du cercle ...

°
A



Fonction de Morse
discrete

f : K — Z est une fonction de Morse discrete
$88i Va'? € K :

L #{pth; p9tD > aDet f(P) < fla)} < 1
2, g{ylaV; y9D <aPetfly) > fla)} < 1

="
3 V
@ 5

Triangulation du cercle ...

°
A



Fonction de Morse
discrete

f : K — Z est une fonction de Morse discrete
$88i Va'? € K :

. 8{p9D) > a?; (P) < fla)} <1
2. #{y V) <a?; fiy) = fla)} <1

/\e

.
0 3

Triangulation du cercle ...




Fonction de Morse
discrete

a'? € K est une cellule eritique si:

L 8{pt) . gD > oD et () < @)} =0
et

2, #{y ;v < aP et fiy) = fla)} =0

Triangulation du cerele ... 2



Théorie de Morse
discrete

Soit ¢ € Z, sous-complexe de niveau c :
K. = Via: faycer Yipgay P

Théoreme 1
S'il W'y a pas de cellule eritique a tq f(a) € [a, b] alors K, est de
méwme type d’homotopie que K .

Théorewe 2

S'il y a une unique cellule critique a'? tq f(a) € [a, b] alorsiil
existe un recollement 7 : SV - K tq K, est de méme type
d’homotopie que K, U, BY.




Théorie de Morse
discrete
Ingrédient de la preuve ...

« Simplicial collapse »

/

Alors K ~ K\{a, 8}

a face libre si :
il existe exactement une face

maximale s de K tq :

B A

® aeme—— O




Théorie de Morse
discrete

Théoreme (décomposition)
Soit K un complexe simplicial muni d'une fonction de Morse, K

est de méwme type d’homotopie quun CW-complexe ayant

exactement une cellule de dimension g par cellule eritique de K de
dimension g.




Théorie de Morse
discrete

Théoreme (inégalité de Morse faible)

K complexe simplicial
* k, hombre de cellules critiques de dimension d

* [, nombre de Betti de dimension d

parfaitesix, =, Vd



Théorie de Morse
discrete

Corollaire : théorewe de Morse

X complexe simplicial

* k, nombre de cellules de dimension d

* K, hombre de cellules critiques de dimension d
* [, nombre de Betti de dimension d

it di 4 Invariant d’Euler-
4 Z S o Z (=D, Poincaré

=0 =07

d=0




Théorie de Morse
discrete

Théorewe (inégalité de Morse forte)

X complexe simplicial
* k, hombre de cellules critiques de dimension d

* [, nombre de Betti de dimension d

ol b e e
d=0 d=0




Chawmp de vecteurs
gradients discret

Calcul d'vne fonction de Morse difficile ...

Caractérisation 7

~ Champ de vecteurs gra@ufﬁsam‘

% 5O
Paire de cellules hown crmques 2l

a@ < f*D ear fla) > () a?(

V apparie
a@ — g+




Chawmp de vecteurs
gradients discret

On va done définir un champ de vecteur gradient
discret (PGVF) < champ de vecteur gradient dune fonction

de Morse.

Pour cela :
1. Champs de vecteurs discret
2. Notion de V-chewmin
3. Un DGVF est un champ de vecteurs discrets avee
condition sur les V-chewins



Chawmp de vecteurs
gradients discret

Champ de vecteur discret V sur K
Ensemble de paires o@ < pltD 1q
chaque simplexe est dans av plus une paire.

V-chewin (V-path)
Suite de simplexes:

e v &y eV
a@, fatD 5@

dme i

> >

D algrD| @ plgrD)
a() ,ﬁo\ 9“1 7ﬁ1 9

...,




Chawmp de vecteurs
gradients discret

—> |/-chewmins



Chawmp de vecteurs
gradients discret

Théoreme 1
Si un champ de vecteur discret V est le champ de vecteurs

gradien’rs d'une fonction de Morse discrete 7, alors pour tout v
-chemin

Hay) 2 [(By) 2 ) 2 [(B) 2 - 2 [a,) 2 [(P,) 2 fa,,1)

Théorewme 2

Un chawmp de vecteur discret V est le champ de vecteurs
gradients d'vne fonction de Morse discrete £, sil ne contient
aucun V-chemin non trivial fermeé.




Chawmp de vecteurs
gradients discret

Discrete Gradient Vector Field (PGVF) :

chawmp de vecteur discretV ne contenant avcun V-chewmin
non trivial ferme.

H diagramwe de Hasse de K (bord)

V est un couplage (partiel) de /

— inverser les arétes de 1 appartenanta v
— graphe de Morse G

Autre
construetion

.

Tous les sous-graphes G, ., = Gl odim ot

sont acycliques



Chawmp de vecteurs
gradients discret




Chawmp de vecteurs
gradients discret

PGVE

* «, hombre de cellules eritiques
de dimension d
* [, nombre de Betti de dimension d

Cellules eritiques

V optimal si «, minimal

Vparfait six, = B, Vd




Chawmp de vecteurs
gradients discret
=2 p=1

(@ oe-‘/
! L}
| ﬂ% : C_ _De
i//’ W
: /// M, [
i VGVF cfait
77'7/_ /) // (malps‘ gr ngapeufal
/; / plus ajouter de paires)
e i

DGVF parfan‘




Complexe de Morse

On peut construire un complexe de chaines (complexe de
Morse) .# tq:
Vg Hq(%) ~ Hq(K)
avec :
— M, le Z-module libre engendré par les cellules

crifiquesdedimg
— Opérateur de bord o calculé a partir du flof de V

~/

0, o 0
O M, S M, == S My— 0



Complexe de Morse

Caleul de o

Forman :

Dénombrement des V-chemins entre deux cellules critiques
a9tV eritique

g Z m(ath, g@y . p@
po eritiques

v-chewmins o— s



Complexe de Morse

Uy i Y g
// / 7 /) 1 //
7 X :
F e A P
; i / /—0 v
Jy v 0
“\:5 <
\e Ua
J \.‘




Théorie de Morse discrete
et topologie

* (Calcul d'un DGVF optimal NP-difficile en
général

* Pour certains complexes, il n'existe pas de
DGVF parfait

* Bing’s house

Hypothese dacyelicite ...

* Punce hat



Théorie de Morse discrete
et topologie

* En dimension 2 l'existence / caleul d'vn DGVE
parfait sont garantis

* En dimension queleonque :calcul de I’homologie
possible via complexe de Morse itéré

* Soit V un PGVF (non parfait) sur K
* (Calculer le complexe de Morse associé¢ a V

* Puis calculer un DGVF sur ce complexe de
Morse, etc ...



