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Topologie algorithmique

Grouvpo fondamenta!
Homologie

Groupes d’homotopie




Topologie algorithmique

Niveau 0 : Caractéristique d'Euler-Poincaré
Niveau 1 : Nombres de Betti
Niveau 2 : Décomposition en facteurs invariants des groupes
d'howmologie ! ‘o™ ! /M0 ML /M1 M H
Niveau 3 : Facteurs invariants et générateurs
3 /1 AR /% I SR AL (] R AP L (] B
Niveau 4 : Facteurs invariants et générateurs et
décomposition des cycles




Topologie algorithmique

Calcul de ’homologie

Forme normale ‘ Théorie de
de Swith Morse diserete
Homologie
effective

* (Cowmbinatoire

*  Algébrique * Géométrique

Réduction



Topologie algorithmique

AERENEN R Complexe simplicial
Complexe géometrique BRTLTILEATIITT:

Complexe cellulaire

Complexe de chaine RALCIATE

Calcul de I’homologie

Forme & Théorie de

normale de Morse
effective




Complexe simplicial

T o -, b POINTS de 5
Complexe simplicial %, ..., - enveloppe convexe

x y-simplex : 9, ..., Py.1¢ Points en position générale
* K complexe simplicial fini
* ensewble de simplex

* ' #( K ses faces sont dans K
* '#$( K, #) Fvide ou face commune

=3 B




Complexe simplicial




Cowmplexe de chaine

K
complexe
simplicial
| Numerota’nom‘des

0-simplex
(onen’ra’non)

&
complexe de
chaine

C_)Cﬂ'Fli%# —)C1—>CO O
=0

C, = Fan(K,) g1 =

q .
rq%o, o B&= D% P P&
=0




Complexe de chaine
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g1 q=0




Complexe de chaine

;J'\ /gl/ s
. Lﬁ% e, Matrice de bord
[Xe i
JQ.\'\‘%"' No [ VI TNG VI Ro ol e el S SB T Tnl iy
>y o ¥ SRR AR
; :
53 v, -1 11
V5 e
& 1
& 111
5 1
6, 1 ‘
e, ] ShEERis
& 1
Iy
fy
5




Complexe cubique

4]
(1o, L S

(L Z VA7
7

2wl ( OO)-— (1 00) (o enmEen
‘_(0 0\*'[’\!011 Ax K?\oﬁ'\msegg




Complexe cubique

(B =, +1°0([x+ug, %+ %a] + [x, % %el)
1=1
ol o(i) désigne le nombre de 1 dans (%, ..., %

*1(1,0,0),(1,1,0)] =
A7 /. +zoo oL+ oL

= §

{:LA\O\O\ \ ('A\A 01

+([Z.1,0), (1,0.09] + {1,0,0), (1,0.09])

A
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Un outil avant de
commencer :
reduction




Réduction

Réduction entre deux complexes de chaine
(C et (C. ")

&= (h, 1,9
NGt Gy, G 1:C, C,g:C., C

(i) f, g morphismes de chaines
(ii) fg=1d.

(iii) gf = Id. + h* + *h

(iv) hh=0,fh =0 hg =

*
q+1

—> C1=C;—=C e — Etant donnée

h, \ hq+l Unhe reduction :

fq+1 gq+1 fq gq * fq+1 gq+1




Forme normale
de Swmith
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Forme Normale de Swmith

Théoreme
SoitA( /! ()
| existe U, VV deux matrices inversibles telles que :

UAV = b

bl!b|+1




Forme Normale de Smith
. d howologie
eoreme

Soit C le complexe de chaine :
e AR et

e T b

Matrice de * 0 (U 2 W,
!bl O\ *C( )_
J b|!b|+1 C( )_
HimEm o




Forme Normale de Swmith

et homologie
Preuve :
g e G G, #
By Zg | | Wad{eg ( Cqi3m( ! meg ( By
Im* ... |ker*, Bord faible

BCIZWQ‘Z Zq2 Cq



Forme Normale de Smith
et homologie

e
Sous-groupe de torsion
CE s Mg Ll Hylly de H,

ker: = Wq

W6 C. libre |Gt Ck base de Z,/W,
R dy, ..., d base de W,

Z, libre 5 ¢y, ..., G Oy, # , 0 basede 2,4 V1 W,




Forme Normale de Smith
et homologie

Etape 2

Il existe e, ..., &, base de C,
e, ..., &, hasede C.,, o0 *, en FNS

. 94g,...,5, basede Z,
ii. e,...,6basedeW,,,

lii. be,,...,be basede B,




Forme Normale de Smith
et homologie

Etape 3

On pose U, = Span{e,, ..., €.}
Soit c;, ..., ¢ base de Z,/\W,, on pose

Vg = pamey, -.., G4

==Ll




Forme Normale de Smith
et homologie

On en dédvuit :
Hq4 Zg/Wg 1 W,/B;

Iib\re torsion

W1 = SpPanie,, ..., )
ittt s i

L. guq ... 6, basede Z, :
ii. e,...,6basedeW,,, ; Pamaset £

iii. be,...,hg basedeB,,




Calcul de la FNS

A( / m"n(! )

Rang de A constant

Opérations de base :

* Echangesdelignes. 8 I, < e8 g

* Multiplication. 9 +1. < e9 +e

* Combinaisonl. 9 | +qg:l, <« &9 a+q:qg
* Echangesdecolcs ¢¢ <+ e8 g

* Multiplicationc vy +¢ & 9 +e

* Combinaisoncy c+qg:c. < €9 g+q:§g



Calcul de la FNS

Entrée mmlmale de A:
((A) =

Algorithme

(1) Transformer A en B de méwme rang tq
(a) ((B) = ((A)
(b) ((B)!b; "i,]
(2) Réduire la dimension de B
(n+1)" (n+ 1)




Calcul de la FNS (l)

Tant que 3k, |; ((A) >a,, ((A) =4
Tant que 3k ((A) >a,; (colonne) ou 3| ((A) >a  (ligne)

. las 1 Cas 1 Cas 2
((A)=13;!
Onaa; >a,
akj qa|J+r O:r<'a|’1' ! [ | €&
9 I+ q:l; i AL
Ik\_%_;q
& ’é\

I
(AlEr<lal



Calcul de la FNS (1)

Tant que 3k, 1; ((A) >a
Tant que 3k; ((A) >a; [colonne) ou 31; ((A) >a (ligne)

Cas 1 Cas 1 Cas 2

Cas 2

(A =la;! ;

Onasa >"j‘i,l L;j“ ;u‘el

g =0qg:q;*r [\'

iER-Adn SEUREL] BER D | | e
H'q e .8

It sa colonne
(A =r<la;!



Calcul de la FNS (1)

Tant que 3k | ; ((A) >a,
Tant que 3k ((A) >a,; lcolonne) ou 31; ((A) >4 (ligne)

e
FHq
// ((A) divise toute sa ligne et sa colonne e
Si 3a,, 14 ((A) = !3,! >a, g}"‘ 8
O"a:'dsj:[dij Ii“ 1 al?’t“ {
, , g e e q
l | S

REREERERT S



Calcul de la FNS (1)

Tant que 3k | ; ((A) >a,
Tant que 3k ((A) >a,; lcolonne) ou 31; ((A) >4 (ligne)

e

FHq

// ((A) divise toute sa ligne et sa colonne

Si 3a, tq ((A) = !3;! >& #é” 7 e
O"a . Asj — £ :i O’# al?;t# /
9 I+ 2z:1 S{:l7 'q E

Ay + Zg;



Calcul de la FNS (1)

Tant que 3k | ; ((A) >a,

Tant que 3k ((A) >a,; lcolonne) ou 31; ((A) >4 (ligne)
o

Hq
// ((A) divise toute sa ligne et sa colonne

Si 3,1 ((A) =!4q;! >4

!
LR IS(# 0# |24
Ii9 |i+z.|5 T { S
9 I+, e s




Calcul de la FNS (1)

Tant que 3k | ; ((A) >a,
[ Tant que 3k ((A) >a; [colonne) ou 31; ((A) >a (ligne)

=aey g
Hq
// ((A) divise toute sa ligne et sa colonne

Si 3,1 ((A) =!4q;! >4
\ Fsi

i @y

c Og = L | '
19 I+ 2zt 1, St F 2
g i+, g

Ftq i |

/ ((A) divise tous les




Calcul de la FNS (2)

Puisque ((A) = !4a ;! divise tous les éléments de A
Par opérations élémentaires, on met A sous la forme

((Ay# # #
-
:
i
Comme 'ia,=2z:a,
19 L+ 2z:I, <@0“0‘
Comme ' ja,,=z:a, ;
G9 ¢g+z:ic 9 |

Recommencer avee B (A 1)




Calcul de la FNS



Théorie de Morse
discrete




Théorie de
Morse

(R)appels ...
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Théorie de Morse

Fonction sur @,
variété fermée (compacte sans bord) |

| [EndEt (0 FupmaN

Points critiques de f

Homologie de @ Espace ©



Théorie de Morse

Fonction sur @, variété fermée (compacte sans bord)
@, 3

Fonction de Morse

Lewmwgg defMorse

Décomposition et
points critiques

Inégalités

Caractéristique d’Euler

Nowbres de Bettide @

Champ de veeteurs

gradient Théorie de Morse-Smale



Théorie de
Morse
discrete
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Théorie de Morse
discrete |

Fonction de Morse discrete

lnégalités  complexe

de simplicial

Pécomposition et i 108
~Morse

points critiques

Complexe de/Morse i,
Caractéristique d’Euler

Nowbres de Bettide @

Chawmp de vecteurs Homologie de ©
gradient discret




Quelques notations

L On notera souvent
W\ (@ : cellule de dimension y

(@ facede! (9" gera noté :
(@ <1 (@)



Fonction de Morse
discrete

f: K, ! estunefonction de Morse discrete

sssi ' (9 ( K:

. A @)1 @) > (@etf(1)=f(()} =1
& DT = (O B ]

i

[ p————— X |

Triangulation du cercle ...



Fonction de Morse
discrete
f K, | est une fonction de Morse discrete

sssi ' (9 ( K:
1 A( (@+D) - | (a+D) > ((q) et f(1) = f(()} = 1

2. )@Y )@D < (@ et () B ()} = 1

3
7z
it

Triangulation du cercle ...




Fonction de Morse
discrete
f K, | est une fonction de Morse discrete

sssi ' (9 ( K:
1 A( (@+D) - | (a+D) > ((q) et f(1) = f(()} = 1

2. )@Y )@D < (@ et () B ()} = 1

/\
A (@ S

Triangulation du cercle ...




Fonction de Morse
discrete
f K, | est une fonction de Morse discrete
sssi ' (9 ( K:

1 Al (q”)>((q> (1) =1(()r =1
& AD T L (SO B} =1

ks
.
(o) | &)

Triangulation du cercle ...




Fonction de Morse
discrete

(9 ( K est une cellule eritique si:

. A @D @) S (@ gt f(1) = f(()} =0
et

2, DT )T < (Wetf()B ()} =0

Triangulation du cerele ... 2



Théorie de Morse
discrete

Soitc ( !, sous-complexe de niveau c:
Ke = G 10=a Co=(3 !

Théorewe 1
S'il n'y a pas de cellule eritique « tqf(() ( [a, b] alors K, est de
méwe type d’homotopie que K...

Théorewe 2

S'il y a une unique cellule critique ( (9 tq f(() ( [a, b] alors il
existe un recollement f : S9Y | K_tq K, est de méme type
d’homotopie que K, C BH.




Théorie de Morse
discrete
Ingrédient de la preuve ...

« Simplicial collapse »

/

Alors K 4 KV{(,!} ( face libre si:
il existe exactement une face

maximale ! deK tq:

-], -

® aeme—— O




Théorie de Morse
discrete

Théoreme (décomposition)
Soit K un complexe simplicial muni d'une fonction de Morse, K

est de méwme type d’homotopie quun CW-complexe ayant

exactement une cellule de dimension y par cellule eritique de K de
dimension u,.




Théorie de Morse
discrete

Théoreme (inégalité de Morse faible)

K complexe simplicial
* -, hombre de cellules critiques de dimension d
* |  nombre de Betti de dimension d

*
dB!d

f parfaitesi*;=!, ' d



Théorie de Morse
discrete

Corollaire : théoréme de Morse

X complexe simplicial

* k, nombre de cellules de dimension d

* - nombre de cellules critiques de dimension d

O

* |  nombre de Betti de dimension d

e d—— d Invariant d’Euler-
LSt (1) = ! (+1)™ Poincaré
j=Qm j=Qm

Il

gREES ! (+ 1)d*d

d=0




Théorie de Morse
discrete

Théorewe (inégalité de Morse forte)

X complexe simplicial
* -, hombre de cellules critiques de dimension d

* |  nombre de Betti de dimension d

d=0



Chawmp de vecteurs
gradients discret

Calcul d'vne fonction de Morse difficile ...

| Caractérisation 7
~ Champ de vecteurs gra@ufﬁsam‘
— | (0)

Paire de cellules non crmques

(@ <t1@Dearf(()>f() ( (}V.k
\/ apparie ® o
0O =z §

(@ 1@




Chawmp de vecteurs
gradients discret

On va done définir un champ de vecteur gradient
discret (PGVF) = champ de vecteur gradient dune fonction

de Morse.

Pour cela :
1. Champs de vecteurs discret
2. Notion de VV-chewmin
3. Un DGVF est un champ de vecteurs discrets avee
condition sur les V-chewins



Chawmp de vecteurs
gradients discret

Champ de vecteur discret V sur K
Ensemble de paires (@ < ! @) {q
chaque simplexe est dans av plus une paire.

V-chewin (V-path)
Suite de simplexes:

¢V ( V by
( (@ 1 (g+1) ( @ 1 (a+1) (@) | (CI+1) i (9)
O " O ] 1 ; Sigw 1 ] '

r+1

> =




Chawmp de vecteurs
gradients discret

—> \/-chewmins



Chawmp de vecteurs
gradients discret

Théoreme 1
Si un champ de vecteur discret V est le champ de vecteurs

gradients d'une fonction de Morse discrete f, alors pour tout Vv
-chewmin

(o) BT( o) BT((,) BTy B# BI((,) BI1(}) B1((+1)

Théorewme 2

Un chawmp de vecteur discret V est le champ de vecteurs
gradients d'une fonction de Morse discrete f, il ne contient
aucun \VV-chemin non trivial ferme.




Chawmp de vecteurs
gradients discret

Discrete Gradient Vector Field (PGVF) :

chawmp de vecteur discretV ne contenant avcun V-chewmin
non trivial ferme.

H diagramwe de Hasse de K (bord)

V est un couplage (partiel) de H
inverser les arétes de H appartenant a v
graphe de Morse G

Autre
construetion

Tous les sous-graphes G 4.1 = Gl cogim e
sont acycliques



Chawmp de vecteurs
gradients discret




Chawmp de vecteurs
gradients discret

7

/ //// VGVE * -4, hombre de cellules critiques
/ de dimension d
f / * |, nombre de Bettide dimension d

Cellules eritiques B B

Vv optimal si -, minimal

V parfaitsi* ="', 'd




Chawmp de vecteurs
gradients discret

O . e—-/
77/ .
} |
i/’ %
, /// /N
s nsmnne cous mmpsane” VGVF rf it
// / s // (malps‘ gr ngapeufal
7 / plus ajouter de paires)
R —— i

DGVF parfan‘

0_2 |O_




Complexe de Morse

On peut construire un complexe de chaines (complexe de

Morse) / tq:
g Hy(/ )4 HyK)

avec :
|, le! -module libre engendré par les cellules
eritiques de dim y

Opérateur de bord * calculé a partir duv flot de v

o

O, / n_n)/ n+1L+%# —)/ 0 3 O



Complexe de Morse

Caleul de *

Forman :

Dénombrement des \V-chemins entre deux cellules critiques
(@) eritique

* (gt = | m(( (q+1! (@) ;1@
1@ eritiques g

v-chewins (.



Complexe de Morse

Uy i Y g
// / 7 /) 1 //
7 X :
F e A P
; i / /—0 v
Jy v 0
“\:5 <
\e Ua
J \.‘




Théorie de Morse discrete
et topologie

* (Calcul d'un DGVF optimal NP-difficile en
général

* Pour certains complexes, il n'existe pas de
DGVF parfait

* Bing’s house

Hypothese dacyelicite ...

* Punce hat



Théorie de Morse discrete
et topologie

* En dimension 2 l'existence / caleul d'vn DGVE
parfait sont garantis

* En dimension queleonque :calcul de I’homologie
possible via complexe de Morse itéré

* Soit VV un DGVF (non parfait) sur K
* (Calculer le complexe de Morse associé a v/

* Puis calculer un DGVF sur ce complexe de
Morse, etc ...



