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Exercices

Exercice 1 (corrigé)

Calculez ’homologie du complexe simplicial suivant en utilisant la forme normale de

Smith.
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Exercice 2 (corrigé)

Calculez I’'homologie du A-complexe suivant (ruban de Moebius) en utilisant la forme
normale de Smith.
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Exercice 3 (corrigé)

On considere le complexe simplicial suivant :

Ua

"~ ..

°e ( )
\
U3

Uy

1. Déterminez un DGVF contenant un maximum d’arétes sur ce complexe (vous prou-
verez que le champ de vecteurs discret que vous avez défini est bien un DGVF)

2. En déduire des majorants des nombres de Betti

3. Calculez le complexe de Morse associé et en déduire que le DGVF est parfait (

0" = 0) puis ’hnomologie

Exercice 4 (corrigé)

On considere le complexe simplicial suivant (maillage de la sphere) :

1. Vérifiez que le champ de vecteurs discrets représenté en vert est bien un DGVF sur
ce complexe (vous prouverez que le champ de vecteurs discret que vous avez défi-
ni est bien un DGVF)

2. En déduire des majorants des nombres de Betti

3. Calculez le complexe de Morse associé et en déduire que le DGVF est parfait puis
’homologie du complexe.
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Exercice 5 (corrigé)

On considere le complexe simplicial suivant (maillage de [P’Z([R) I’espace projectif de
dimension 2 ):

1. Vérifiez que le champ de vecteurs discrets représenté en vert est bien un DGVF sur

ce complexe (vous prouverez que le champ de vecteurs discret que vous avez défi-
ni est bien un DGVF)

2. En déduire des majorants des nombres de Betti
3. Calculez le complexe de Morse associé et en déduire I’homologie du complexe.

Exercice 6

Etant donnés deux complexes de chaine (C, d) et (C’, d") on appelle réduction de
(C,0) vers (C', d") tout triplet de fonctions (%, f, g) avec
hy: C,—>Cpyyp, f: C—>C, g C'— Ctelles que:

i) f, g morphismes de chaines (commutation a d et 0')
i) fg=1de
i) gf =Id.—ho—oh
ivy hh =0, fh =0, hg =0
g+1 f‘l_“ Cq icq—l
h, hy_1

fgfng fl1g

—

! 0
’ g+l ’ q ’
q+1 Cq Cq—l
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Montrez que pour tout g :

H/(C)=H,C"
On considérera en particulier le morphisme :

O : ker d, — Hc/]

& f(0)

tont on calculera le noyau et I'image ...

Exercice 7

Soit 77 un DGVF sur un complexe K.
On définit les morphismes suivants :

- Opérateur associé a 7" :
V(o) = (0t,0) -t si(o,7) €V
=0 sinon
Cet opérateur est simplement celui qui associe a une cellule o, la cellule 7 de
dimension supérieure (avec le bon signe) telle que (o, 7) € 7/
« Opérateur de flot h
h(c) = Z V(1 — Vo)
k=0
- Opérateur f :
f(o) = (1 — oh — ho)(o)
« Opérateur g : inclusion
Le triplet (4, f, g) est la réduction associée a 7"

1. Afin de simplifier les calculs, on prendra ici les coefficients dans Z?. Montrez que
pour le DGVF suivant :

U, i \J|:-’ _:;o'-._,
u:@\’;é_ Ty

V(vy) = ey V(eas) = foss V(ers) = foza



M2 IMD Homologie algorithmique

h(v)) = ej; + €3 h(vy) = €y + €15+ €3 h(eys) = frus + o34
h(vy) =0 h(eys) = 0
On voit clairement pourquoi « opérateur de flot » ...

fOp) =fy) =+ = fleps) = eps + €y + €15+ €55
fegr) = f(eps) fleys) =0 = f(eys) =fleys) = -

L’opérateur f envoie donc les cellules sur un générateur d’homologie « vers lequel leur
flot est dirigé ».

2. Montrez que (4, f, g) est une réduction
3. Quel est le complexe réduit C’image de f ? De quoi sont constitués les Cc} ? Quel

est leur rang, une base ?

Exercice 7

Soient K, K’ deux complexes simpliciaux tels que K' = K U {o}, ol o est un simplexe
de dimension g. Nous appellerons d, 0’ leurs opérateurs de bord respectifs. Alors :

1. Montrez que les dimensions de ker(d,, ;) et ker(@éﬁl) sont égales.

2. Démontrez que les dimensions de Im(qu) et Im(&é]H) sont égales.

3. Déduisez que (K ) = p(K") pourtouti & {g — 1,g}.

4. Démontrez que si o appartient a un cycle de dimension g dans K’, alors

pK) = p(K)+ 1etf,_(K) = p,_;(K'). Vous pouvez utiliser la formule d'Eu-
ler-Poincaré :

| Kol = [K [+ Ky | = ... = Bp(K) = Bi(K) + pr(K) — ...
5. Démontrez que si 6 n'appartient pas a un cycle de dimension g dans K’, alors

Py-1(K') = p,_(K') — 1 et f(K') = p(K).
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