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Dans cet exercice, on se place dans un espace Euclidien, donc un espace vectoriel de dimension finie
mais ot l'on a en plus un produit scalaire entre vecteurs (noté (u,v)) et donc une norme (donnée par
lZ]l = +/(@,@)). On a donc a disposition, en plus des ev des TD de Méthodo II, des notions d’orthogonalité,

de norme de vecteurs ...

Les propositions suivantes seront admises (mais importantes) :

Proposition 1. Si A est une matrice carrée symétrique (ie. A = At), alors elle est forcément diagonalisable
en base orthonormale, c’est-a-dire qu’il existe une matrice de changement de base P orthogonale (P~1 = P?
ou encore PP = I) telle que P~YAP soit diagonale.

Proposition 2. Si A= P~'BP, on dit que les matrices carrées A et B sont semblables (elles représentent
la méme application linéaire dans des bases différentes) alors elles ont les mémes valeurs propres.

Proposition 3 (Produit scalaire, produit matriciel). Soient X,Y deux vecteurs de R™, on a :
(i) (X,)Y)=X'"%xY (on peut donc toujours coder le produit scalaire par un simple produit matriciel)
(ii) | X[3 = X" x X

Exercice 1 (***). Soit f : E — F une application linéaire avec dim(E) = n et dim(F') = m. Soient B et
B’ des bases, respectivement, de E et F et A = Mp /(f) la matrice rectangulaire m x n de f dans ces
bases.
(i) Quelle est la taille de A* - A? Montrez que cette matrice est diagonalisable en base orthonormale (on
notera A = diag(dy,...,d,) la matrice diagonale et P la matrice de passage).

i
(i) Soit X; = (0,---,0,1,0,...,0). Calculer X*AX de deux maniéres différentes pour montrer que pour
tout 4, on a §; > 0. On notera donc §; = ,u?.

(iii) On va en déduire qu’il existe deux matrices orthogonales U et V telles que Ut AV = diag(p1, . - ., fin)
(c’est la décomposition en valeurs singuliéres) :

(a) Quelle est la taille de AP? On note f; la iéme colonne de AP, quelle est sa dimension ? Montrer
que :

I ijzuzz(sij Vi,je{l...n} (1)
oud;; =0sii#jet1sii=j.



(b) Quitte & permuter les vecteurs de la base (donc réordonner P), on peut supposer que les p; ont
été ordonnés de maniére décroissante, donc g > -+ > ur et p; =0pouri € {r+1...n} et :

0

Pour i € {1...7}, on pose u; = pu; ' - f;. Montrez que {u1,...,u,} est une famille orthonormale
(ie. les vecteurs sont tous de norme 1 et orthogonaux entre eux).

(c) Montrer que pour i > 7 on a || f;]|> = 0.

(d) A défaut d’autres vecteurs f;, on compléte {uq,...,u,} en une base orthonormale {u1,...,um}
(c’est toujours faisable et admis ...). On note U la matrice ayant ces vecteurs comme colonnes.
Montrer que pour tout ¢ € {1...m} et pour tout j € {1...n}, on a: (U'AP); ; = ul x f;.

(e) En déduire que :

(U'AP);j = pidi,j
Quelle est par conséquent la matice Ut AP ?
Comme les valeurs propres d’une matrice (en 'occurrence i1, . . . , iy, celles de A*A) sont uniques, cette

décomposition est également unique. On appelle les p; valeurs singuliéres de A (cette décomposition
existe toujours, pour toute matrice, contrairement a la diagonalisation).

(iv) En déduire que A est de rang r tout comme A'A et AA?.

(v) On obtient donc la décomposition suivante appelée SVD compléte :

(vi) On considére la matrice :

Calculez la SVD compléte de A.

(vii) Montrez que les colonnes de U sont les vecteurs propres orthogonaux de AA? et que les colonnes de

V sont les vecteurs propres orthogonaux de A‘A.



Cet outil est fondamental dans de nombreux domaines : informatique graphique, analyse de données,
intelligence artificielle ... Voici une application trés visuelle d’une propriété de la décomposition SVD.
Considérons la SVD compacte :

A=UxV! (2)

ou ¥ = diag(p1,...,4n). On peut facilement écrire ¥ comme une somme de matrices simples. Posons
i

e; = (0,---,0,1,0,...,0), alors e;e! est la matrice ayant des 0 partout sauf le coefficient (i,4) de la diagonale

(qui vaut 1). Par conséquent : ¥ = Y"1 | pe;el = >0 pie;el. En injectant cette égalité dans ’équation (2),
on obtient donc :

=1

A=) pleerV' =3 pi(Ue)(Ves)' 3)
i=1

En tronquant cette somme, on peut définir :

Le théoréme suivant (théoréme d’Eckart-Young) indique qu’on réalise alors une approximation de A par
une matrice de rang k et qu’en plus, que c’est la meilleure possible pour ce rang.

Proposition 4 (Théoréme d’Eckart-Young). Soit [|A|lr = />, ; A7 ; la norme de Frobénius de la matrice

A (||A — B||r caractérise la distance entre A et B c’est-a-dire [’écart global entre leurs coefficients).

[A—Axllp= min [|A- B
BeMp n(R)
rang(B)=k
Or, une image est une matrice!!!! Le résultat est impressionnant.



