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Exercice 1 (***). Calculer les déterminants suivants :

1 3 2 1
. -1 4 1 2 L
(i) (ii)) | a b ¢
1 2 -1 3 A
a® b° ¢
2 1 4 -1

a+b ab a®+b?
(iii) | b+c be b+ c?
c+a ca +ad?

Exercice 2 (***). Soit P(X) = X" +a; X" ! +---+a, et soit C la matrice “compagnon” de ce polynome :

I\

=ai

Montrer que det(XI — C) = P(X). En déduire det(C' — XI), on appelle ce polynéme le polynéme caracté-
ristique de C.

Exercice 3 (€). Calculer les déterminants suivants :

b2 2

1 1 1 —2a a+b a+c (b+c)? c
i)| a b ¢ (i) | b+a —2b b+c (iii) a? (c+a)? ?
at vt ot ct+a c+b -2 a? b? (a + b)?
Exercice 4 (€). Calculer les déterminants suivants :

1 3 2 1 p+gq q q q a 0 b 0

. -1 4 1 2 . q p+gq q q 0 a 0 b

® 1 2 -1 3 (i) q p+q q (i) c 0 d 0

2 1 4 -1 q q q p+q 0 ¢ 0 d



Exercice 5 (€). Calculer A™ pour les matrices suivantes :

Exercice 6 (¢). Etant donné un vecteur de R3, on souhaiterait pouvoir représenter les translation (affines)
par des matrices (de maniére, par exemple en modélisation 3D, & avoir une homogénéité avec les autres
transformations telles les rotations, symétries ...)

On quotiente R*\{0} par la relation d’équivalence suivante :

U~V & INeER*, U=)\V

ie. (z,y,2,1) ~ (A\x, Ay, Az, A). On appelle ce quotient R*\{0}/ ~ I'espace projectif de dimension 3 (noté
P3(R)). C’est donc I'ensemble des “directions” de R*.

Etant donnée une base (eq, ez, e3,e4) de R*, un vecteur z de R* a pour coordonnées (xq, 2,23, 24) et
sa classe o contient alors tous les Az pour A € R*. On peut donc définir la méme relation d’équivalence
sur les coordonnées. On appelle ce systéme des coordonnées homogénes, notées [r1 : x2 : T3 : x4] (et on a
[€1 : @2t @3+ 24]).

Dans chaque classe d’équivalence de vecteur dont la derniére coordonnée est non nulle, on peut toujours
choisir comme représentant “privilégié” un vecteur de la forme : [z : y : z : 1] (on appelle ces coordonnées des
coordonnées homogeénes). Par conséquent, on peut identifier R? avec une partie de P3(R) :

o : R — P3(R)

—_—~—

(r,y,2) = [z,9,2,1]

Soit T' la matrice :

1 0 0 (651)
o010 a
= 0 0 1 o3
000 1
(i) Calculer, pour tout X € R3 :
T-p(X)

En déduire un interprétation de T'.
(ii) Dans R*, de méme, quelle serait la matrice d’une rotation d’angle 6 en coordonnées homogénes ?

Ces matrices sont celles manipulées par OpenGL.

Exercice 7 (€h). Cette semaine, un peu de codage lié aux espaces vectoriels. L’objectif est d’implémenter
en C un algorithme de pivot de Gauss qui servira & trois applications :

— Reésoudre des systémes linéaires

— Inverser des matrices

— Calculer des déterminants

Pour pouvoir "factoriser” tous ces problémes, on part d’une matrice carrée A de taille n X n et une
“matrice second membre” B de taille n x k. Ici k peut prendre différentes valeurs : 0 (pas de second membre),
1 (second membre vecteur), n (second membre matrice carrée ...). L’idée est qu’a partir de ces deux matrices,



on fabrique une matrice de taille n x (n +m) concaténant A et B sur laquelle on effectue le pivot de Gauss
(dont on déterminera les opérations en considérant A).
Par exemple, pour :

1 1 2 5
A= 1 -1 -1 B = 1
1 0 1 3
On construit la matrice :
1 1 2 |5
C = 1 -1 —-1]1
1 0 113

La barre ne désigne pas une “barriére” réelle dans C' mais sert simplement & visualiser ses deux composantes.
Pour s’assurer de la compatibilité de cette descente de Gauss avec la calcul de déterminant,
les combinaisons seront exclusivement de la forme (pas de coefficient devant la ligne elle-méme) :

ly < 1; + X - pivot
Sur cette représentation, la descente de Gauss s’écrit :

1 1 2 |5 < pivot

C= 1 -1 -1|1 lg — l2 — ll
1 0 113 l3 <13 -1
1 1 215
cC=|0 -2 -3|-4 + pivot
0 -1 —-1|-2 Iy I3 — 1o
1 1 215
c=0 -2 -3|-4
0 0 210

Puis la remontée de Gauss (exprimer le résultat du systéme) s’exprime en transformant progressivement la
partie A (si elle est inversible) en la matrice identité en combinant les lignes avec les lignes suivantes. On

obtient :
1 1 2 5

cC=10 -2 3|4

0 0 L]0 I3 + 23

1 1 215
c=0 -2 -3|-4 ly < —1(lo + 3l3)
0 0 110

215 ll<—l1—12—13
0|2
110

10 013
C=101 02
0 0 1]0

(i) Implémentez la descente de Gauss (triangularisant la matrice A) pour une matrice C' quelconque. A
chaque étape, pour la stabilité numérique de ’algorithme, vous choisirez comme ligne pivot celle de
premier coefficient maximum. Le prototype de votre fonction sera :

int gauss(mymatrix *C, int n, int k)

La fonction renverra 1 si A est inversible et 0 sinon.



(ii) Etant donnée une matrice C constituée d’une matrice A triangulaire supérieure concaténée a une
matrice B (ie. le résultat de la fonction précédente), écrire algorithme de remontée de Gauss (pour
A est inversible). Votre fonction aura le protype suivant :

int remontee_gauss(mymatrix *C, int n, int k)
(iii) En déduire, a partir de ces fonction comment résoudre les trois problémes énoncés plus haut.

(iv) Quelle est la complexité du calcul du déterminant en appliquant récursivement la formule de déve-
loppement par rapport a une ligne/colonne ? Quelle est la complexité en utilisant le pivot de Gauss?

Pour ce travail, vous utiliserez le materiel fourni et vous compléterez le module algebre.

Réponses partielles aux exercices d’entrainement

Ex. 3 (i) (a —b)(b — ¢)(c — a), (ii) 4(a + b)(a + c)(b + ¢), (iii) 2abe(a + b+ c)3.
Ex. 4 (i) =21, (ii) p*(p + 4q), (iii) (ad — bec)?.



