AMU - L3 Informatique Cours Logique et Calculabilité - 2015

TD n°2

Calcul Propositionnel — Conséquences logiques

Dans toute cette planche, ¥ et I désignent deux ensembles quelconques (finis ou non, éventuellement
vides) de formules. De méme, @ et ¥ désignent deux formules propositionnelles quelconques.

Rappels, notations. Soient deux ensembles A et B.
— Pour prouver que A C B, on montre que "pour tout élément a, sia € A alors a € B".
— Pour prouver que A = B on montre que A C B et que B C A.
— OnaacANBssiacAetacB.
— OnaacAUBssiacAouacB.
On notera, dans la suite

Taut = { ¢ € Fp | mod(@) = Val}, NonSat = { ¢ € Fp, | mod(9) =@ },
COHS(Z)Z{¢€§CP|Z):(/)}.

Ainsi, Taut est ’ensemble des tautologies, NonSat est I’ensemble des formules non-satisfaisables, et
Cons(X) est I’ensemble des conséquences logiques de .

Exercice 1 On considere 1I’ensemble de formules propositionnelles

1.
2.

F={pVvqgVvr, p=q,q=r}

Trouver un modele de I'. Combien y a-t-il de modeles ?

Les formules g = p, p, r sont-elles des conséquences logiques de I"?

Exercice 2 On se donne I' un ensemble fini satisfaisable de formules, une formule ¢ conséquence de I" et
une formule ¥ qui n’est pas une conséquence de I'.

1.

2.

On ajoute une tautologie T a I'. Est-ce que ¢ et y sont des conséquences logiques de T'U {7} ?
Donnez une preuve formelle.

Méme question si T est une formule insatisfaisable.

Exercice 3 Démontrer :

1.
2.
3.

EessiZU{—o} = L.
U{elEyssiZi=o=y.
¢ = y ssi Cons(¢) = Cons(y).

Exercice 4 Démontrer :

1.
. @ € Taut entraine Cons(¢) = Taut.

Taut C Cons(¢).

2
3. ¢ € NonSat entraine Cons(¢@) = Fp.

4,

5. ¢ € NonSat entraine Cons(I"'U{¢}) = Cons(¢).

¢ € Taut entraine Cons(I'U{¢@}) = Cons(T").

Exercice 5 Un ensemble de formules I est dit complet ssi



I" est consistant et, pour tout ¢ € Fe,, ' =@ oul’ =—¢

1. Montrez que I" est complet si et seulement si il a un et un seul modele.
2. Donnez I’exemple d’un ensemble complet et d’un ensemble non complet.

3. Si v est une une valuation, on appelle théorie de v, et on note TH(v), I’ensemble des formules satis-
faites par v. Autrement dit, TH(v) = {¢ € %, | v(¢) = 1}. Montrez que, pour tout v € Val, TH(v)
est complet.

4. Montrez que Cons(TH(v)) C TH(v).

5. Donnez I’exemple d’un ensemble complet qui n’est pas de la forme TH(v).

Exercice 6 Soit I" un ensemble complet tel que Cons(I") C I'. Démontrez :
. pe'ssi—@¢T,

2. pNyel'ssiyeletyel,

3. pvVvyel'ssiyell'ouyel.



